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AVERTISSEMENT  DES  TRADUCTEURS 


Les  services  que  la  Statique  graphique  peut  rendre  à 
l'art  de  l'ingénieur  sont  chaque  jour  mieux  appréciés.  La 
Statique  graphique  est  officiellement  enseignée  dans  les 
écoles  techniques  de  la  Suisse,  de  l'Italie,  de  l'Allemagne, 
de  l'Autriche,  du  Danemark,  de  la  Russie  et  des  États- 
Unis:  bien  qu'elle  n'ait  pas  encore  trouvé  place  dans  l'en- 
seignement français,  tout  porte  à  croire  que  cette  lacune 
sera  prochainement  comblée.  Nous  avons  donc  cru  faire 
une  œuvre  utile  en  traduisant  le  traité  classique  de 
Culmann. 

La  lecture  de  cet  ouvrage  exige  la  connaissance  de  ce 
que  l'on  appelait,  il  n'y  a  pas  longtemps,  la  géométrie 
supérieure,  et  que  Ton  appelle  maintenant  géométrie  de 
position  ou  géométrie  projective.  Bien  que  cette  science 
ne  soit  pas  officiellement  enseignée  dans  nos  écoles,  ce  ne 
sera  pas  là,  nous  l'espérons,  un  obstacle  à  la  diffusion  de 
la  Statique  graphique.  Les  principes  fondamentaux  de  la 
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géométrie  projective  sont  depuis  longtemps  exposés  dans 
les  écoles,  et  cette  science  aura  avant  peu,  nous  le  croyons, 
sa  place  marquée  dans  les  programmes.  Il  est,  du  reste, 
à  peine  permis  maintenant  aux  ingénieurs  d*ignorer  une 
science  qui  les  intéresse  à  un  si  haut  degré  et  qu'ils  peuvent 
étudier  facilement,  grâce  à  la  publication  récente  d'ou- 
vrages élémentaires  (*). 

Nous  nous  sommes  efforcés,  dans  notre  traduction,  de 
conserver  fidèlement  le  caractère  et  la  physionomie  de 
Toriginal;  les  légers  changements,  que  nous  avons,  sur 
quelques  points,  apportés  au  texte,  soit  pour  tenir  compte 
des  habitudes  de  l'enseignement  français,  soit  par  suite  de 
circonstances  particulières,  n'ont  été  introduits  qu'avec  l'ap- 
probation de  l'auteur,  qui  a  bien  voulu  écrire  une  préface 
spéciale  pour  l'édition  française. 

Quelques  notes  ont  été  ajoutées  par  nous  pour  éviter 
des  recherches  au  lecteur.  Malgré  les  soins  apportés  à  notre 
traduction ,  on  v  découvrira  sans  doute  d'assez  nombreuses 
imperfections,  inévitables  dans  un  travail  qui  n'était  pas 
sans  difficultés  et  que  nos  occupations  professionnelles 
nous  ont  obligés  à  exécuter,  pour  ainsi  dire,  à  bâtons 
rompus.  Nous  espérons  néanmoins  avoir  rendu    un  réel 


(*)  Nous  citerons  spécialement  les  Éléments  de  géométrie  déposition^  par 
Reye,  professeur  à  FUniversité  de  Strasbourg,  ancien  professeur  à  TÉcole 
polytechnique  de  Zurich,  traduits  par  M.  0.  Chemin,  ingénieur  des  ponts  et 
chaussées,  répétiteur  à  rÉcolc  des  ponts  et  chaussées. 
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service  à  nos  camarades  et  collègues  en  leur  faisant  con- 
naître l'œuvre  de  l'ingénieur  éminent  qui  doit  être  consi- 
déré, à  juste  titre,  comme  le  fondateur  de  la  Statique 
graphique. 


J.  CLASSER,  Jv  JACQUIER,  A.  VALAT. 


1*'  Décembre  1879. 
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Les  premières  applications  systématiques  des  métliodes  graphi- 
ques, à  la  détermination  des  dimensions  des  diverses  parties  des 
constructions,  sont  dues  à  Poncelet.  C'est  en  effet  à  Técole  d'appli- 
cation  du  génie  et  de  l'artillerie,  à  Metz,  que  ces  méthodes,  dont 
les  beaux  travaux  de  Monge  avaient  en  quelque  sorte  jeté  les  bases, 
furent  pour  la  première  fois  professées  par  Poncelet,  devant  un 
auditoire  formé  d'anciens  élèves  de  l'École  polytechnique  de  Paris, 
la  seule  où  les  sciences  graphiques  fussent  enseignées  à  cette 
époque. 

Poncelet  avait  reconnu  le  premier,  que  ces  méthodes,  tout  en  étant 
beaucoup  plus  expéditives  que  les  méthodes  analytiques,  offraient 
cependant  une  approximation  plus  que  suffisante  dans  la  pratique 
puisque,  quoi  que  l'on  fasse,  il  ne  sera  jamais  possible  d'obtenir 
dans  un  projet  rapporté  sur  le  papier,  une  exactitude  supérieure  à 
celle  donnée  par  une  épure  graphique. 

Ces  méthodes,  appliquées  à  la  théorie  des  voûtes  et  des  murs  de 
soutènement,  ont  été  publiées  dans  le  Mémorial  de  t officier  du  génie 
(tomes,  XII  et  XIII,  années  1835  et  1840). 

Poncelet  n'a  cependant  pas  fait  usage ,  poiir  déterminer  les 
résultantes,  du  polygone  funiculaire,  dont  l'emploi  offre  des  res- 
sources si  précieuses  à  la  statique  graphique  (*),  et  il  était  réservé 
à  son  successeur  à  l'école  de  Metz,  M.  Michon,  d'en  faire  le  pre- 

(•)  Varignon  en  fait  mention  dans  sa  Nouvelle  mécanique  publiée  en  1G87. 
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mier  Tapplication  à  la  détermination  des  centres  de  gravité  des 
voussoirs,  dans  sa  Théorie  des  voûtes  (*) . 

La  géométrie  de  position,  à  laquelle  Poncelet  a  fait  faire  tant  de 
progrès,  n'était  cependant  pas  à  cette  époque  suffisamment  avancée 
pour  qu'il  fût  possible  de  la  substituer  complètement  à  la  géométrie 
ordinaire  {Géométrie  des  Maasses)  dans  le  développement  et  la  dé- 
monstration des  épures.  Aussi  Poncelet  recourait-il,  aussi  souvent 
que  possible ,  à  la  géométrie  ordinaire ,  et  lorsque  les  méthodes 
élémentaires  ne  lui  suffisaient  plus  pour  ses  démonstrations,  il  se 
bornait  à  traduire  en  épures  les  formules  algébriques. 

Nous  devons  faire  remarquer,  du  reste,  que  le  premier  Traité  de 
géométrie  de  position,  dans  lequel  il  soit  fait  complètement  abstrac- 
tion de  l'idée  démesure,  n'a  été  publié  qu'en  1847,  par  G.  de  Staudt, 
professeur  de  mathématiques  à  Erlangen  [Die  Géométrie  der  Lage, 
Nurenberg,  1847). 

Quand  nous  fûmes  appelé,  en  1855,  lors  de  la  création  de  l'É- 
cole polytechnique  de  Zurich,  à  professer  le  cours  de  construction 
(comprenant  les  terrassements,  la  construction  des  ponts,  des  routes 
et  des  chemins  de  fer),  nous  fûmes  obligé  d'introduire  dans  notre 
enseignement  les  méthodes  graphiques  de  Poncelet  pour  suppléer 
aux  lacunes  des  cours  de  mécanique  appliquée.  Ce  cours  ne  com- 
prenait alors  à  Zurich  que  les  méthodes  analytiques;  il  en  était  de 
même,  à  cette  époque,  à  l'Ecole  des  ponts  et  chaussées  de  Paris,  et 
c'est  en  vain  que  l'on  chercherait  dans  le  Cours  de  résistance  des 
matériaux  de  M.  Bresse,  les  épures  de  Poncelet  et  de  M.  Michon. 

Cette  introduction  des  théories  de  la  Statique  graphique  dans 
les  cours  de  construction,  ne  laissait  pas  que  de  présenter  certains 
inconvénients,  en  retardant  outre  mesure  la  marche  des  études  ; 
nous  obtînmes,  en  1860,  la  création  d'un  cours  d'hiver  (à  deux  le- 
çons  par  semaine)  obhgatoire  pour  les  ingénieurs,  dans  lequel  nous 


(**)  C^est  par  Teffet  du  hasard  qu'ea  1845  un  cours  autographié  sans  nom  d  au- 
teur, ayant  pour  titre  :  Instruction  sur  la  stabilité  des  constructions^  est  tombé  entre 
noH  mains.  Celui  qui  nous  Ta  remis  l'attribuait  à  M.  Michon.  Ce  cours  contient 
six  leçons  sur  la  stabilité  des  voûtes  et  quatre  sur  celle  des  murs  de  revêtement. 
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traitions  ceux  des  problèmes  de  statique  appliqués  h  la  construction, 
qui  étaient  susceptibles  de  solutions  graphiques,  et  dont  l'enseigne- 
ment ne  trouvait  pas  place,  faute  de  temps,  dans  le  cours  de  méca- 
nique technique  (alors  professé  par  M.  Zeuner) . 

Telle  fut  Torigine  de  la  Statique  graphique.  Les  cours  de  con- 
struction (ponts  et  chemins  de  fer)  qui  rentraient  plus  particulière- 
ment dans  notre  spécialité,  et  celui  de  statique,  se  trouvant  ainsi 
réunis  dans  un  même  enseignement,  nous  fûmes  fréquemment 
amené  à  donner  aux  élèves  des  explications  complémentaires  sur 
les  parties  qu'ils  n'avaient  pas  parfaitement  comprises.  Dans  ces 
circonstances  nous  avons  toujours  trouvé  qu'il  était  bien  plus  facile 
de  rappeler  des  théorèmes  de  géométrie  de  position,  dont  la  dé- 
monstration pouvait  se  faire  à  l'aide  des  lignes  mêmes  de  l'épure, 
que  de  recourir  à  des  calculs  analytiques  dont  les  développements 
exigeaient  l'emploi  d'une  feuille  de  papier  séparé. 

C'est  ainsi  que  nous  fûmes  amené,  pour  ainsi  dire  irrésistiblement, 
à  remplacer  autant  que  possible  l'algèbre  par  la  géométrie  de  posi- 
tion. Pendant  les  premières  années,  les  connaissances  des  élèves, 
dans  cette  matière,  laissaient,  il  est  vrai,  un  peu  à  désirer;  mais 
depuis  qu'un  cours  spécial  de  géométrie  de  position  professé  par 
M.  Fiedler  (auquel  la  Géométrie  descriptive  de  cet  auteur  avait  déjà 
préparé  les  élèves),  a  été  introduit  dans  le  programme  des  études, 
nous  n'avons  plus  éprouvé  aucune  difficulté  dans  notre  enseigne- 
ment 

C'est  lorsque  cet  enseignement  eut  pris  quelque  développement, 
que  nous  avons  publié  la  première  édition  de  notre  Statique  gra- 
phique, (La  première  moitié  a  paru  en  1864  et  la  deuxième  en 

1865.) 

Nos  épures  obtinrent  plus  de  succès  que  nos  méthodes.  Notre  pu- 
blication fut  suivie  d'un  grand  nombre  de  Statiques  élémentaires, 
dans  lesquelles,  tout  en  reproduisant  nos  épures  les  plus  simples 
(le  plus  souvent  sans  y  rien  changer),  les  auteurs  s'efforçaient  d'en 
donner  des  démonstrations  analytiques. 

Nous  estimons  que  la  vérité  n'est  pas  là;  qu'on  ne  parviendra  ja- 
mais à  tracer  les  lignes  d'une  épure  et  à  exécuter  simultanément  les 


Xll  PnÉKAOK   DK   i/aUTECR. 


opérations  algébriques  que  comporte  l'explication  de  cette  épure,  ni 
à  se  bien  pénétrer  de  la  signification  de  chaque  ligne  et  à  se  repré- 
senter les  relations  statiques,  si  Ton  se  borne  à  traduire  une  for- 
mule dont  les  développements  ne  sont  plus  présents  à  la  mémoire. 

Nous  devons  toutefois  excepter  du  reproche  que  nous  nous  croyons 
en  droit  d'adresser  à  nos  successeurs,  les  auteurs  italiens,  et  en  par- 
ticulier Gremona  qui  a  introduit  la  Statique  graphique  dans  Fensei- 
gnement  de  TEcole  polytechnique  de  Milan.  Ce  savant,  auquel  les 
sciences  graphiques  doivent  de  beaux  travaux  dont  nous  avons 
profité,  ne  dédaignait  pas  d'enseigner  lui-même  à  ses  élèves  la 
géométrie  de  position.  Bien  que  Gremona  ait  aujourd'hui  quitté 
Milan  pour  Rome,  l'enseignement  de  la  Statique  graphique  est  con- 
tinué à  l'École  polytechnique  de  Milan  dans  le  même  esprit. 

Les  explications  qui  précèdent  nous  ont  paru  nécessaires  à  l'his- 
torique de  la  Statique  graphique,  il  nous  reste  à  indiquer,  en  quel- 
ques mots,  l'ordre  que  nous  avons  suivi  dans  notre  ouvrage. 

Le  premier  chapitre  do  la  première  partie  traite  du  calcul  par  le 
trait.  Bien  qu'il  soit  étranger  à  la  Statique  proprement  dite,  il  est 
nécessaire  que  les  élèves  le  connaissent,  et  comme  il  n'est  pas  en- 
seigné dans  les  cours  préparatoires,  nous  avons  pensé  qu'il  était  in- 
dispensable de  faire  connaître  ces  méthodes,  qui  sont  empruntées 
aux  auteurs  français  ei  surtout  à  Gousinéry.  Au  calcul  par  le  trait 
nous  avons  ajouté  la  cubature  des  terrassements,  le  mouvement  des 
terres,  la  théorie  de  la  règle  à  calcul,  les  méthodes  si  ingénieuses 
de  M.  Lalanne  (aujourd'hui  inspecteur  général  des  ponts  et  chaus- 
sées  et  Directeur  de  l'Ecole  des  ponts  et  chaussées  de  Paris)  sur  les 
représentations  graphiques  et  sur  les  carrés  logarithmiques. 

La  deuxième  partie  traite  de  la  composition  et  de  la  décomposi- 
tion des  forces  en  général. 

La  troisième  partie  est  consacrée  aux  forces  parallèles  et  à  leurs 
moments  du  premier  et  du  second  ordre,  dont  les  applications  à  la 
th(V)rie  do  l'élasticité,  qui  forme  la  quatrième  partie  de  l'ouvrage, 
sont  si  nombreuses. 

Le  second  volume  contiendra  une  série  d'applications  aux  poutres, 
aux  framoworks,  aux  arcs  et  aux  murs  de  soutènement. 
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Nous  avions  espéré,  après  la  publication  de  la  première  édition 
de  la  Statique  graphique^  que  les  analystes  chercheraient  à  la  traiter 
comme  Salmon  et  Fiedler,  par  exemple,  ont  traité  la  Géométrie. 
Mais  comme  il  n'en  a  rien  été,  nous  avons  essayé  dans  la  deuxième 
édition,  de  joindre  aussi  brièvement  que  possible  les  solutions  ana- 
lytiques aux  solutions  purement  géométriques.  Les  méthodes  analy- 
tiques nouvelles  ont  le  grand  mérite  de  conduire  directement  au  but 
et,  en  outre,  de  concorder  avec  les  méthodes  géométriques.  Dans  la 
plupart  des  cas  nous  avons  pu  déduire  les  formules  des  développe- 
ments géométriques  qui  les  précèdent.  Ce  mode  de  procéder  a  l'a- 
vantage de  donner  aux  théorèmes  une  forme,  qui,  dans  bien  des 
cas,  découle  immédiatement  des  constructions  géométriques,  et, 
en  outre,  de  laisser  le  choix,  toutes  les  fois  que  nous  donnons  les 
deux  solutions,  entre  la  construction  graphique  et  le  calcul  ;  dans 
la  pratique  c'est  tantôt  l'une  des  méthodes,  tantôt  l'autre  qui  con- 
duit le  plus  rapidement  au  but.  Cependant  comme  les  méthodes 
analytiques  exigent  en  général  des  connaissances  plus  élevées  que 
les  méthodes  géométriques  et  que,  notamment  à  Zurich,  nous  ne 
pouvons  les  exiger  de  tous  les  élèves,  nous  avons  eu  soin  de  dis- 
tinguer par  l'emploi  de  plus  petits  caractères,  tout  ce  qui  n'est  pas 
indispensable  à  la  compréhension  de  la  suite  de  l'ouvrage . 

Les  développements  analytiques  que  nous  n'étions  pas  en  mesure 
de  remplacer  par  des  démonstrations  géométriques  et  qui  doivent 
nécessairement  être  étudiées,  ont  été  imprimées  en  caractères  or- 
dinaires. Grâce  à  la  méthode  que  nous  avons  suivie,  nous  avons 
montré  à  ceux  qui  cherchent  à  expliquer  une  épure  analytiquement, 
comment  il  faut  appHquer  l'analyse  pour  faire  ressortir  l'identité  des 
formules  et  des  épures. 

Dans  le  développement  des  formules  analytiques  nous  avons  jugé 
nécessaire  de  bien  indiquer  dans  les  formules  mêmes,  les  degrés 
qui  sont  si  importants  en  géométrie.  Nous  avons  pensé  que  nous  y 
arriverions  de  la  manière  la  plus  convenable  par  le  choix  même  des 
notations.  Nous  avons  donc  désigné  partout  les  volumes  par  une 
grande  lettre  gothique  qui  représente  ainsi  trois  dimensions.  Les 
surfaces,  qui  représentent  deux  dimensions,  ont  été  désignées  par 
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une  grande  lettre  latine,  et  les  lignes,  par  une  petite  lettre  latine. 
Nous  avons  réservé  les  petites  lettres  grecques  pour  la  dimension  0 
ou  pour  les  nombres  exprimant  des  rapports  de  diverses  na- 
tures. 

Dans  la  Statique  graphique  les  forces  proviennent  en  général 
d'une  transformation  do  surface  ;  par  suite  nous  les  avons  traitées 
comme  des  surfaces  et  nous  les  avons  désignées  par  de  grandes 
lettres  latines.  Eu  égard  au  mode  de  notation  adopté,  nous  avons 
été  amené  tout  naturellement  à  désigner  les  moments  (qui  sont  des 
produits  de  forces  par  des  lignes)  par  une  grande  lettre  gothique, 
les  charges  ou  les  forces  réparties  par  unité  de  longueur  (qu'il  est 
nécessaire  de  multiplier  par  une  ligne  pour  en  faire  des  forces)  par 
une  petite  lettre  latine,  et  enfin  les  forces  ou  les  charges  par  unité 
de  surface  par  une  petite  lettre  grecque. 

Nous  nous  sommes  efforcé  de  maintenir  autant  que  possible  Ta- 
nalogie  dans  les  notations,  et  par  application  d'une  sorte  de  dualité, 
nous  avons  désigné  par  : 


3  le  volume  des  corps.  ^  les  moments  d'inertie. 

(S  @S)Î  les  moments  en  général. 

^4}  le  moment  d'une  force  verticale  infi- 
niment éloignée,  tournant  autour 
d*un  axe  horizontal. 

&!£  les  moments  par  rapport  à  des  axes 

qui  ne  sont  pas  horizontaux.       « 

F  les  sections.  .AB  les  réactions  deS  appuis. 

P  les  forces  verticales. 

Q  les  tensions  dans  les  arbalétriers. 

R  les  pressions  id, 

S  les  forces  qui  agissent  suivant  d  es  barres 

ou  des  treillis. 

T  les  forces  qui  agissent  sur  des  arcs  ou 

des  chaînes. 

abclmxyz    les  bases ^   les   longueurs  ,    p  les  charges  verticales  par  unité  de  Ion- 

les  coordonnées.  gueur. 

F 
/  les  surfaces  transformées  —  — . 

0 

hik  les  hauteurs  et  les  distances  d'axes. 

apY^  les  angles  et  les  rapports  connus,    e  le  coefficient  d'élasticité. 

ç^  les  angles  et  les  rapports  inconnus.       f\  les  rapports  de  moments. 
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t  les  tangentes.  ^  le  coefficient  de  torsion. 

p  le  cofficient  de  résistance  à  la  compres- 
sion ou  à  Textension. 

9  le  coefficient  de  résistance  au  cisaille- 
ment. 

a  la  charge  verticale  par  unité  de  sur- 
face. 

L'application  d'un  système  invariable  de  notations  a  l'avantage 
de  permettre  de  se  rendre  compte,  par  un  simple  coup  d'œil,  de  la 
signification  d'une  expression  et  d'en  constater  l'homogénéité,  ainsi, 
par  exemple,  l'équation 

est  homogène  ;  il  en  est  de  même  de  l'égalité  de  moments 

Dans  la  statique  graphique  il  n'y  a  pas  d'équations  hétérogènes, 
parce  qu'on  ne  peut  pas  égaler  une  ligne  à  un  volume  ou  un  mo- 
ment à  un  bras  de  levier,  et  si  l'on  arrive  parfois  à  une  équation  pa- 
reille, c'est  que  l'on  a  supposé  que  certaines  grandeurs  étaient  égales 
à  Tunité  et  qu'on  n'a  pas  jugé  nécessaire  de  mettre  ces  unités  en 
évidence. 

Cependant,  quelque  utilité  que  présente  'ce  mode  de  notation,  il 
est  difficile  de  le  maintenir  toujours,  parce  qu'il  y  a  plus  de  degrés 
que  d'espèces  différentes  de  caractères  ;  ainsi  nous  n'avons  plus  eu 
de  caractères  spéciaux  à  notre  disposition  pour  désigner  les  moments 
d'inertie  des  volumes.  Dans  le  même  ordre  d'idée,  les  coordonnées 
pluckériennes,  qui  sont  des  longueurs  réciproques,  auraient  dû 
être  désignées  par  une  notation  autre  que  la  notation  grecque. 
Toutes  réflexions  faites,  nous  n'avons  pas  non  plus  osé  écrire  l'é- 
quation de  la  droite 

ax  +  by  +  C=zO 

{Kirceque  les  déterminanls,  qui  sont  représentés  par  ces  coeflicients, 
I)er(h"aient  en'  clarté,  si  Ton  en  désignait  les  éléments  par  des  carac- 
tères différents. 
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En  terrainaat,  nous  devons  exprimer  notre  satisfaction  de  voir 
notre  ouvrage  porté  à  la  connaissance  des  ingénieurs  français. 

Les  sciences  graphiques  ont  été  de  tout  temps  en  honneur  parmi 
eux,  et  ce  sont  les  travaux  de  leurs  illustres  devanciers  qui  ont  jeté 
les  bases  de  la  Statique  graphique. 


Gh.  GULMAiNN. 


Zurich,  le  24  Novembre  1879. 
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CHAPITRE  I 

OPÉRATIONS   SUR  LES   LIGNES 


i.   ADDITION   ET  SOUSTRACTION 

Dans  le  calcul  par  le  irait,  Taddition  et  la  soustraction  s'opèrent 
exclusîTement  sur  des  lignes  droites.  Pour  ajouter  ou  retrancher  des 
surDaces,  des  corps,  des  poids,  des  forces,  etc.,  on  les  ramène  préala- 
blement à  des  lignes,  en  les  représentant  par  des  longueurs.  Nous  dé- 
velopperons plus  loin  les  méthodes  qui  permettent  d'exécuter  ces  ré- 
dactions et  nous  admettrons  dès  maintenant  que  nous  n'avons  à  opérer 
que  sur  les  résultats  de  ces  réductions,  c'est-à-dire  sur  des  lignes. 

Les  lignes  droites  à  composer  doivent  être  données  en  grandeur  et  en 
direction.  La  position  d'une  droite  ne  détermine  pas  à  elle  seule  sa  di- 
rection, car  à  chaque  position  correspondent  deux  directions  qui  diffè 
rent  de  r.  et  que  l'on  appelle  «  directement  opposées.  » 

Fig.  I.  Lorsque  plusieurs  droites  partent 

d'une  même  origine  0  [fig,  1),  il 
suflSt,  pour  déterminer  rigoureuse- 
ment les  directions  de  ces  lignes,  de 
convenir  qu'on  ne  tracera  chaque 
droiteque  d'un  seul  côté  de  l'origine. 
En  général,  en  désignant  par  le  signe  0  l'origine  d'une  droite  limitée, 
on  détermine  par  là  même  sa  direction.  Ainsi  les  deux  droites  de  lon- 
gueurs égales  de  la  fig.  â  ont  des  directions  opposées. 

pjg.  2.  Lorsqu'une  droite  est  indéfinie 

© '  ■    '        '    ou  qu'on  considère  plusieurs  seg- 

ments sur  la  même  droite,  et,  en 

•- : — ^  général,  dans  tous  les  cas  où  la 

désignation  de  l'origine  ne  suffit  plus  pour  préciser  la  direction,  nous 
l'indiquerons  au  moyen  d'une  flèche.  Ainsi,  dans  la  fig.  3,  sur  la  ligne 
A,  les  deux  droites  de  longueurs  égales  /, ,  /,  ont  des  dii^ections  oppo- 
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sées  différant  de  :t.  Pour  distinguer  les  deux  directions  possibles  d'une 
même  droite,  on  se  sert  souvent  du  mot  «sens»  et  Ton  dit,  par 
exemple,  que  les  segments  /,/,  de  la  ligne  A  ont  des  sens  opposés.  Ces 


Fig.  3. 

H J^ r    ^    ■! .]*■ 


deux  sens  correspondent  complètement  aux  signes  -|-  et  —  de  l'analyse 
et  nous  nous  servirons  souvent  de  ces  mêmes  signes  pour  distinguer  les 
deux  sens;  ainsi,  si  Ton  convient  de  donner  le  signe  +  ^  ^^  't  ^^^^ 
le  signe  — . 

L'addition  graphique  consiste  simplement  à  porter,  à  partir  de  Toiigine, 
la  première  droite  en  grandeur  et  en  direction,  puis  à  partir  de  l'extré- 
mité de  celle-ci,  la  2'  droite  également  en  grandeur  et  en  direction,  puis 
la  3*,  et  ainsi  de  suite  pour  toutes  les  autres.  On  considérera  comme 
donnant,  en  grandeur  et  en  direction,  le  résultat  de  cette  construction 
ou  de  Taddition,  la  droite  qui,  partant  de  Tprigine,  ferme  le  polygone 

ainsiformé.  >  .::' 

...  •    •       -  ...  ... 

Nous  verrons  plus  tard  que  la  composition  des  forces  n'est  qu'une 
addition  de  lignes,  et  nous  nous  réservons  de  faire,  à  ce  moment,  ^me 
étude  plus  complète  de  cette  opération. 

Nous  ajouterons  cependant  quelques  mots  sur  l'addition  de  lignes  de 
nfiême  direction.  Dans  ce  cas,  le  polygone  précédent  se  réduit  à  une 
droite,  parce  que  toutes  les  directions  ont  un  point  commun  à  l'infini. 
Si  les  lignes  ont  des  signes  différents,  la  notation  devient  un  peu  plus 
compliquée. 

Il  est  bon  d'insister  sur  ce  point,  bien  qu'il  soit  accessoire,  parce 
qu'une  mauvaise  notation  entraînerait,  surtout  pour  les  commençants, 
beaucoup  d'erreurs. 

Une  droite  peut  être  considérée  soit  comme  une  série  de  points,  soit 
comme  une  série  de  longueurs.  Dans  le  premier  cas,  il  suffit  {fig.  4), 
pour  éviter  toute  ambiguité,  de  désigner  chaque  point  par  une  lettre  ou 
un  numéro  quelconque.  Dans  le  deuxième  cas,  il  ne  convient  pas  de 
donner  à  chaque  point  de  séparation  des  différentes  longueurs  un  indice 
spécial,  ce  qui  conduirait  à  désigner  chaque  longueur  par  deux  indices 
n'ayant  aucun  rapport  avec  celle-ci.  Dans  l'intérêt  de  la  clarté  et  de  la 
facilité  dé  la  lecture,  il  est  utile  que  chaque  longueur  porte  son  indice, 
par. exemple,  la  longueur  /,-,  la  force  Z*^,  l'indice  t. 

Si  toutes  les  grandeurs  ont  le  même  signe,  il  suffit  de  placer  l'indice 
de  chacune  d'elles  en  son  milieu  (fig.  5). 
Cette  méthode  est  encore  suffisante  lorsqu'à  une  série  de  segments 
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de  même  signe  viept  s*ajouter  une  série  de  segments  de  signe  con- 
traire (fig,  6).  Dans  ce  cas,  il  y  a  un  point  de  rebroussement  (entre  3 
et  4)  qaand  on  passe  d*uQe  série  à  l'autre,  et  la  somme  des  segments  est 


Pis.  4. 
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égale  à  si... 6.  L*un  des  côtés  de  la  droite  est  affecté  aux  lignes  positives; 
l'autre  côté,  aux  lignes  négatives. 

Dans  le  cas  général,  c!est-à-dire  lorsque  les  signes  se  succèdent  sans 
aucun  ordre,  il  vaut  mieux  inscrire  le  même  chiffre  ou  le  même  indice 
aux  deux  extrémités  de  chaque  segment  {fig.  1),  et  inscrire  tous  les  in* 
dices  de  même  signe  sur  le  même  côté  de  la  droite,  ainsi  que  Tindiquent 
les  flèches  de  la  fig.  6. 

Très  souvent  Ton  essaye,  dans  les  cas  5  et  6,  de  ne  désigner  que  les 
points;  mais  cette  notation  n*est  suffisante  que  lorsque  Ton  connaît  : 
1*  Tordre  des  segments,  et  2**  les  limites  du  segment  correspondant  à  ces 
indices.  Cette  dernière  condition  peut,  il  est  vrai,  être  remplie,  si  l'on 
convient  de  placer  toujours  l'indice  à  l'extrémité  de  chaque  segment  ;  mais 
l'ordre  de  ces  segments  reste  toujours  indéterminé  et  ne  ressort  pas  de 
l'examen  de  la  figure.  Ainsi,  dans  la  fig,  8,  où  chaque  indice  a  été  placé 
an  commencement  du  segment  correspondant,  rien  ne  détermine  l'ordre 
des  indices  i,  3,  5,  2,  4,  7,  6,  et  la  longueur  des  segments  reste  indéter- 
minée, tandis  qu'il  résulte  clairement  de  la  fig,  9  que  le  segment  i  est 
suivi  par  le  segment  3,  3  par  5,  et  ainsi  de  suite. 

Les  commençants  commettent  très  souvent  des  erreurs,  parce  qu'ils 
n'observent  pas  ces  règles,  et  nous  ne  pouvons  assez  leur  recommander 
de  désigner  une  longueur  par  deux  mêmes  indices  placés  à  ses  extrémités 
dès  qu'il  peut  y  avoir  la  moindre  confusion.  Un  seul  indice  placé  en 
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regard  d'un  point  d'une  ligne  ne  peut,  en  général,  servir  qu'à  désigner 
ce'point. 

Il  arrive,  dans  certains  problèmes,  que  Ton  représente  sur  une  tnème 
droite  des  grandeurs  de  nature  différente.  (Voir,  par  exemple,  les  épures 
des  poutres  continues,  où,  sur  les  mêmes  verticales, on  porte,  non  seu- 
lement les  charges,  mais  aussi  les  efforts  tranchants.)  Dans  ce  cas,  il  est 
bon  de  distinguer  les  diverses  grandeurs  en  ramenant  leurs  extrémités 
sur  des  parallèles  à  la  ligne  principale  et  en  y  inscrivant  leurs  indices. 
C'est  ce  que  l'on  fait  pour  les  échelles,  où  les  divisions  principales  sont 
indiquées  par  de  grands  traits  et  les  subdivisions  par  des  traits  plus 
petits. 

La  soustraction  étant  l'inverse  de  l'addition,  il  suffira,  pour  soustraire 
une  grandeur  d'une  autre  ou  de  la  somme  de  plusieurs  autres,  de  la  leur 
ajouter  après  en  avoir  changé  le  signe. 

Tout  ce  que  nous  avons  dit  au  sujet  de  l'addition  et  de  la  soustraction  de 
droites  de  mêmes  position  et  direction  s'applique  aussi  à  l'addition  et  à 
la  soustraction  d'arcs  de  la  même  circonférence  ou  d'angles  situés  dans 
un  même  plan.  Toutefois,  il  faut  remarquer  que  ces  méthodes  ne  peuvent 
pas  s'employer  pour  l'addition  de  grands  cercles  sur  la  sphère  et  par  suite 
pour  des  rotations  dans  l'espace,  parce  que  deux  grands  cercles  formant 
le  même  angle  avec  un  troisième  ne  sont  pas  parallèles  entre  eux,  et 
parce  qu'il  n'existe  pas  sur  la  sphère  des  grands  cercles  parallèles.  Dès 
lors,  il  n'est  pas  psssible  d'opérer  sur  une  sphère  des  déplacements  pa- 
rallèles. 


En  analyse,  on  indique  Paddition  cle  grandeurs  au  moyen  du  signe  ^  : 

n 
1 


ou 

II 

P,  ...  n=  Pi  +  Pi  +  ...  -f  P»...  +  Ph  =   V  P». 

I 

La  soustraction  s^indiquo  par  un  simple  changement  de  signe. 

a  =  /,  +  /,  +  /,+  ..._(/,-  /<^) 


2.    MULTIPLICATION   ET   DIVISION   DK  LIGNES  PAR   DES   RAPPORTS 

On  distingue  deux  cas  dans  la  multiplication  et  la  division  : 
1*  La  multiplication  ou  division  des  lignes  par  des  rapports;  dans  ce 
cas  le  degré  n'est  pas  altéré  et  le  résultat  est  une  ligne.. 
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2*  La  multiplication  des  lignes  par  des  lignes,  ce  qui  donne  des  sur- 
faces, des  surfaces  par  des  lignes,  ce  qui  donne  des  volumes,  etc.  ;  et  in- 
versement la  division  des  volumes  par  des  lignes,  ce  qui  reproduit  des 
surfaces,  et  ainsi  de  suite.  Dans  ce  cas  il  y  a  changement  dans  le  degré. 

Ce  dernier  cas  est  étudié  dans  le  chapitre  de  la  réduction  des  surfaces 
et  des  volumes,  et  nous  ne  nous  occuperons  pour  le  moment  que  du 
premier,  c'est-à-dire  de  la  multiplication  et  de  la  division  des  lignes  par 
des  rapports. 

Dans  plusieurs  ouvrages,  on  considère  le  cas  où  le  rapport  est  donné 
par  un  nombre,  et  Ton  dit  que  pour  multiplier  une  longueur  par  1,  â, 
3...,  n,  on  la  porte  1, 2...,  n  fois  de  suite  sur  une  droite.  Cette  méthode, 
quoique  très  simple,  ne  correspond  pas  entièrement  à  l'esprit  de  la  sta- 
tique graphique.  Les  constructions  graphiques  ne  peuvent  donner  que 
des  lignes  et  non  des  nombres  ;  de  plus,  on  ne  peut  les  effectuer  que  sur 
des  lignes.  Porter  n  fois  de  suite  une  môme  longueur  sur  une  droite  re-^ 
vient  à  représenter  par  une  ligne  le  résultat  d'une  opération  numérique. 
Cette  opération  fait  aussi  peu  partie  de  la  construction  graphique  que 
celle  qui  consiste  à  mesurer  la  ligne  obtenue  comme  résultat  de  la  con 
struction  pour  l'exprimer  numériquement.  Nous  supposerons  donc  tou- 
jours que  le  rapport  qui  sert  de  facteur  est  exprimé  par  celui  de  deux 
lignes  m  etn. 

La  méthode  la  plus  simple  pour  multiplier  une  longueur  /  par  un  rap- 
port—, c'est-à-dire  pour  déterminer  0?=/—,  nous  est  fournie  par  les 
n  n 

propriétés  des  triangles  semblables.  Les  triangles  peuvent  avoir  une  po- 

pj.,  ,„  sition  quelconque  et  un  troi- 

sième côté  quelconque.  Il  suf- 
fit de  grouper  les  trois  lon- 
gueurs /,  m  et  n  de  manière 
que  /  et  m,  lignes  qui  se  mul- 
tiplient, n'appartiennent  pas 
au  même  triangle  et  ne  soient 
pas  homologues  dans  deux 
triangles  différents.  Si  l'épure 
ne  conduit  pas  au  choix  d'une 
position  particulière  de  deux 
triangles,  le  plus  simple  sera 
toujours  de  les  former  en  me- 
nant deux  parallèles  limitées 
aux  côtés  d'un  même  angle, 

''e  qui  donne  lieu  à  deux  arrangements  indiqués  par  les  /n/,  10  et  il, 


t'g.  it. 
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Toutes  les  longueurs  sont  portées  à  partir  de  0;  mais  m  ne  doit  pas 
être  porté,  comme  on  Ta  vu,  sur  le  même  côté  que  /,  ni  joint  à  /  par 
Tune  des  parallèles.  Si  n  est  porté  sur  le  même  côté  que  /,  on  obtient  la 
fig.  10,  s*il  est  porté  sur  Tautre  côté  de  Tangle,  on  obtient  la  /ï^.  il; 
dans  le  premier  cas,  x  ne  se  trouve  pas  sur  le  même  côté  que  /,  dans  le 
second,  il  s*y  trouve.  La  fig.  10  fournit  non  seulement  la  réduction,  dans 


m 


le  rapport  ^,  des  longueurs  entières  portées  à  partir  de  Torigine,  mais 


n 


encore  des  segments  tels  que  / — n,  ce  que  nous  exprimerons  en  disant 


m 


que  la  direction  mn  projette  entre  les  côtés  de  Tangle  le  rapport—. 

Enfin,  dans  la  fig.  11,  non-seulement  toutes  les  parallèles  partant  des 
extrémités  de  m  et  n  déterminent  sur  l'autre  côté  des  longueurs  propor- 
tionnelles à  m  et  à  n,  mais  encore  les  longueurs  de  ces  parallèles  elles- 
mêmes  sont  dans  le  rapport  —  Qt  Ton  a,  par  exemple,  x,  =:/,  — . 

Exemple.  Quelle  est  la  hauteur  d'un  prisme  de  pierre  de  même  poids 
et  de  même  base  qu'un  prisme  de  terre  de  hauteur  A?  Les  poids  spéci- 
fiques de  la  terre  et  de  la  pierre  sont  entre  eux  comme  m  est  à  n.  Les 
hauteurs  des  deux  prismes  seront  en  rapport  inverse  de  leurs  poids  spé- 

Vfl 

cifiques,  et  celle  du  prisme  de  pierre  sera  h  — .  Les  fig,  10  et  11  donnent 


n 


la  solution  de  la  question. 


Kig.  12. 


Si  l'on  a  plusieurs  longueurs  /,,  /,,  /,  à  réduire  dans  un  rapport  donné, 
on  peut  faire  une  construction  (fig.  là)  analogue  à  la  fig.  10,  ou  une 
autre  (fig.  13)  analogue  à  la  /î^.  11 . 
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Les  analogies  sont  assez  frappantes  pour  que  nous  puissions  nous  dis- 
penser de  toute  explication. 
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Toutes  les  contructions  précédentes  exigent  l'emploi  de  parallèles. 
Pour  éviter  cet  emploi,  on  a  proposé  de  se  servir  de  la  parabole  pour  la 
multiplication  par  un  rapport  constant.  Les  ponctuelles  déterminées 
par  les  points  d'intersection  des  diverses  tangentes  à  une  parabole  sont 
toutes  semblables;  les  segments  limités  par  les  mêmes  tangentes  se  cor- 
respondent et  Ton  doit  considérer  le  point  de  contact  d'une  tangente 
comme  Tintersection  de  cette  tangente  avec  elle-même.  Par  exemple, 
dans  la  fig.  14,  les  segments  portant  les  mêmes  chiffres  sur  les  trois 
droites  A,  B,  G,  se  correspondent.  Si  Ton  donne  une  de  ces  lignes, 
B  (1,2,  3,  i,  5],  par  exemple,  ainsi  que  la  parabole  qui  lui  est  tan- 
gente, et  si  Ton  a  à  multiplier  ces  différents  segments  par  le  rapport 
iC  :  IB,  on  peut,  par  tous  les  points  de  la  ligne  B,  mener  des  tangentes 
à  la  parabole,  puis  déplacer  la  tangente  G  jusqu'à  ce  que  les  extrémités 
de  IG  viennent  Tune  sur  A,  l'autre  sur  la  tangente  12;  la  série  G  (1,  2, 
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3,  4,  5)  sera  alors  semblable  à  B  (1,  2,  3,  4^,  5).  On  pourrait,  au  lien  de  la 
parabole,  donner  une  deuxième  série  A  semblable  à  B,  car  alors  toutes 
les  droites  joignant  des  points  homologues  seraient  tangentes  à  une 
même  parabole.  Il  faut  naturellement  encore  déterminer  la  position  de 
G,  de  manière  que  cette  ligne  passe  par  des  points  homologues  de  A  et 
de  B.  Ainsi  6A  et  6B  doivent  se  correspondre.  Cette  construction  géné- 
rale se  simplifie  un  peu  quand  tous  les  segments  ont  la  même  grandeur, 
car  alors  il  suffit  de  rendre  les  segments  6  sur  A  et  sur  B  égaux  à  Tun 
quelconque  des  segments  déjà  marqués  sur  ces  droites.  Toutefois  cette 
multiplication  est  toujours  plus  compliquée  que  celle  indiquée  dans  les 
fig,  12  et  13;  nous  ne  Tavons  indiquée  que  pour  mémoire,  et  nous  ne 
nous  arrêterons  pas  davantage  à  toutes  les  solutions  pratiques  que  peut 
fournir  la  parabole. 

Les  diverses  méthodes  que  nous  venons  d'exposer  sont  toutes  égale- 
ment satisfaisantes  au  point  de  vue  théorique;  mais,  dans  la  pratique, 
nous  recommanderons  surtout  la  construction  suivante  {fig,  15).  Son 

avantage  consiste  en  ce  que  n  et  x 
se  mesurent  directement  avec  le  com- 
pas sans  qu'on  ait  besoin  de  tracer  les 
lignes  qui  leur  correspondent,  et  Ton 
sait  que  les  constructions  qui  ne  se 
font  qu'avec  le  compas  sont  de  beau- 
coup les  plus  exactes.  Pour  construire 

X  =  /  — ,  on  décrit  de  l'extrémité  de  n 
n 

comme  centre  une  [circonférence  de  rayon  w,  puis  de  l'origine  0  on 
mène  une  tangente  à  cette  circonférence  (on  voit  par  la  figure  qu'on 
peut  commencer  l'opération  sur  l'un  quelconque  des  côtés  de  l'angle). 
La  distance  de  l'extrémité  de  /  à  cette  tangente  est  la  grandeur  cherchée, 
et  cette  distance  peut  se  mesurer  directement  avec  le  compas  sans  qu'il 
soit  nécessaire  de  la  tracer  elle-même. 

Cette  construction  est  surtout  avantageuse  lorsqu'il  s'agit  de  multi- 
plier plusieurs  longueurs  /  par  le  même  rapport  — .  On  prend   la  lon- 

n 

gueur  /  avec  le  compas,  on  la  porte  à  partir  de  l'origine  et  l'on  mesure 
directement  x. 

Si  Ton  pose  n=l,  m  sera  le  sinus ide  l'angle  formé  à  l'origine.  On  voit 
qu'en  se  servant  du  sinus  la  construction  est  plus  pratique  qu'avec  la 
tangente  trigonométrique  que  l'on  emploie  si  souvent. 

Nous  avons  supposé  dans  la  construction  précédente  que  n  était  plus 
grand  que  m.  Dans  le  cas  contraire,  on  peut  tourner  la  difficulté  de  deux 
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manières.  Lorsque  la  position  de  x  est  indifférente  pour  répure^  on  per- 

'  n 
mute  simplement  m  et  n,  j;  et  /.  Le  sinus  de  Tangle  0  ainsi  formé  sera  — 

m 

et  X  sera  la  longueur  de  la  portion  de  la  tangente  comprise  entre  Tori- 

gine  et  le  point  dont  l'ordonnée  est  /. 

S'il  était  avantageux  d'obtenir  a?'  ==  —  /  sur  des  verticales,  on  con- 

n 

A     ■    •.  1»       1      r^  ,  mm — xn     - 

struirait  l  angle   0  au  moyen  du  rapport  —  = ou  x  est  un 

n  n 

nombre  entier  choisi  de  manière  que  Ton  ait  m'  <  n.  On  Tobtient  en 

retranehant  autant  de  fois  que  possible  n  de  m\  la  grandeur  m  est  le 

reste  de  cette  opération. 

Gela  posé,  on  a  : 

X  = — /=  —  /  +  x/. 
n        n 

On  construira — /  comme  nous  Tavons  indiqué,  et  il  suffira  d'ajouter  x/ 

n 

à  la  longueur  trouvée,  ce  qui  peut  se  faire  sur  l'ordonnée  elle-même. 

Dans  la  fia.  15,  nous  avons  supposé  x=  i,  c'est-à-dire  — = . 

n  n 

Pour  diviser  une  ligne  par  un  rapport,  il  suffit  de  la  multiplier  par  le 
rapport  inverse.  On  emploie,  en  outre,  souvent  le  mot  de  division  au 
lieu  de  muUiplicatioti  lorsque,  dans  les  fig.  12,  13,  14,  ce  ne  sont  pas 
les  divers  segments,  mais  la  longueur  entière  d'une  ligne  qui  est  don- 
née et  qu'il  s'agit  de  la  partager  en  divers  segments  proportionnels  à 
ceux  d'une  autre  droite.  Les  longueurs  totales  des  deux  droites  données 
remplacent  alors  m  et  n.  Dans  la  fig,  12,  la  parallèle  extrême  est  déter- 
minée par  les  extrémités  des  deux  lignes  données,  et  dans  la  fig,  13  l'on 
obtient  le  centre  0  de  projection  en  prolongeant  jusqu'à  leur  point  de 
rencontre  les  droites  de  jonction  des  extrémités  des  lignes  données,  ces 
lignes  étant  tracées  parallèlement. 

Si  l'on  veut  diviser  une  longueur  /  en  2  parties  proportionnelles  à 

—  wi        tn'  ,      ,.  ,  ,  ,1,1 

ou  — ,  on  porte  les  lignes  n,  wî  ou  — m  sur  deux  parallèles  passant 

par  les  extrémités  de  /  (fig.  16).  La  ligne  qui  joint  les  extrémités  de^ces 
longueurs  détermine  sur  /  les  segments  cherchés,  comme  on  le  voit  par 
la  figure,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'une  démonstration  spéciale. 

Pour  l'exactitude  de  la  construction,  il  faut  que  la  ligne  de  jonction 
ne  coupe  pas  /  sous  un  angle  trop  aigu.  Cet  angle  est  maximum  quand 
lâ  ligne  de  jonction  est  normale  aux  parallèles,  c'est-à-dire  tangente 
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commune  aux  deux  cercles  décrits  des  extrémités  de  /  comme  centres 
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avec  m  et  n  comme  rayons.  Si  Tangle  ainsi  obtenu  est  encore  trop  petit, 
on  fait  la  construction  avec  des  multiples  de  m  et  n. 


Ces  dernières  constructions  nous  fournissent  les  solutions  des  équations  du  pre- 
mier degré  : 

où  m,  n^  x^  sont  connus. 

Nous  pourrions  énumérer  ici  toutes  les  méthodes  employées  pour  traduire  gra- 
phiquement les  résultats  de  Tanalyse;  nous  poumons  aussi  parler  des  construc- 
tions qui  se  rapportent  aux  systèmes  anharmoniques  et  en  involution,  mais  nous 
ne  voulons  pas  aborder  ce  chapitre  qui  appartient  tout  entier  à  la  géométrie  de 
position.  Nous  nous  contenterons  de  faire  remarquer  que  lorsque  m'=x  — m,  la 
construction  de  la  fig.  16  nous  permet  de  déterminer  d'une  manière  très  simple  les 
pomts  harmoniquement  conjugués  à  deux  points  donnés. 

F  F 
!'•  Application*  Soit  à  construire  la  longueur  F  s=      *  *  . 

F|+Fj 

Fig.  17. 
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En  mettant  cette  expression  sous  la  forme  «  =  ir  -•-  "^»  on  voit  que  si  Ton  porte 

F     .F|       Fj 
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à  partir  d'un  point  0  les  longueurs  ^  F^  et  -  Ff,  F  sera  la  distance  à  Torigine  du 

point  qui,  avec  0^  partage  harmoniquement  ces  deux  longueurs. 

La  fig,  17  donne  la  solution  du  problème  ;  une  autre  solution,  au  moyen  d*un  arc 
de  cercle,  est  indiquée  par  des  lignes  moins  fortes. 

Une  troisième  solution,  plus  simple,  nous  est  donnée  par  la  fig,  18. 

La  question  que  nous  venons  de  résoudre  se  présente  dans  la  construction  du 
moment  d'inertie  de  deux  surfaces.  * 

2*  Application.  —  Représenter  la  surface  F  d*un  triangle  OAB  par  une  lon- 
gueur /,  de  manière  que  /",  multiplié  par  une  longueur  b  constante  pour  toutes  les 
surfaces  à  mesurer,  soit  égal  à  F,  ou,  en  d'autres  termes,  réduire  la  surface  F  à  la 
base  b. 

Soient  a  la  base,  h  la  hauteur  du  triangle.  Il  8*agit  de  former 

^=é=^2i  =  ^26' 
ce  qui  nous  donne  les  deux  constructions  indiquées  (fig,  19  et  fig.  SO). 


Fig.  20 


Fib.  |9. 


Après  avoir,  dans  la  fig.  19,  porté  OC  s  26,  et  déterminé,  dans  la  fig.  2Q,  le  point  i- 
sur  OB  de  manière  que  sa  distance  à  la  base  soit  2b,  on  obtient  dans  chaque  tigure> 
au  moyen  d*une  parallèle  BC  à  AD,  des  triangles  semblables  ADO,  CBO  dans  les- 
quels les  hauteurs  sont  proportionnelles  aux  côtés.  On  a  donc,  dans  les  deux  figures, 

f       fl 

7  =r  --> ,  pourvu  que  a  ei  h  n'appartiennent  pas  au  m^me  triangle  et  ne  soient  pas 

h       zb 

des  côtés  homologues  de  deux  triangles  différents. 


3.   ÉLÉVATION  AUX   PUISSANCES 


L*élévaiiot)  à  une  puissance  consiste  dans  la  multiplication  plusieurs 
fois  répétée  d'une  ligne  par  un  même  rapport,  c'est-à-dire  dans  la  for- 
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maiion  des  valeurs  : 


(i) 


".  '0' '©'■ 


VI 


où  /  et  le  rapport  —  sont  donnés. 

w 

Dans  le  cas  oh  l:=zm,  n  =  i,  ces  expressions  deviennent 


(2) 


7  It         /S  Ip  lp+1 


valeurs  qui  représentent  les  diverses  puissances  de  /.  Il  ne  faut  cepen- 
dant pas  oublier  que  dans  ce  cas  l\  par  exemple,  ne  représente  pas  la 
(fîM  puissance  d'une  ligne  ;  /*  représente  le  produit  de  la  multiplication  de 
Tunité  de  mesure  de  /  par  la  (i  —  i)*^  puissance  du  rapport  de  /  à  cette 
unité.  D'après  cela  /,  /*,  /*,...  sont  des  quantités  du  1"  degré  et  varient 
avec  l'unité  choisie  pour  les  mesurer.  Pour  éviter  toute  confusion,  nous 
conserverons  ici  n  en  évidence,  et  nous  construirons  les  valeurs  écrites 
dans  la  série  (1). 

Pour  cela,  il  suffit  de  répéter  les  constructions  indiquées  {fig.  10)  pour 
la  multiplication. 

Portons  (/îg'.âi)  sur  chaque  côté  d'un  angle  AOB,  à  partir  de  O  les 


im\ 
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VI 
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longueurs  m  et  n,  et  joignons  leurs  extrémités  en  croix.  Une  parallèle  à 
l'une  quelconque  de  ces  droites  de  jonction,  que  nous  appellerons  anti- 
parallèles^  déterminera  sur  les  deux  côtés  de  l'angle  des  segments  respec- 
tivement proportionnels  à  m  et  à  n.  Si  donc  nous  portons  /  sur  OA  à  partir 
de  l'origine,  une  première  projection  nous  donnera  sur  B  la  longueur 
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/  -,  le  nouveau  segment  projeté  sur  A  parallèlement  à  l'autre  direction 


nous 


donnera  /(— )  ^  et  ainsi  de  suite. 


Toutes  les   longueurs  ainsi  formées  sur  A  et  B,  mesurées  depuis 
Torigine,  donnent  sur  chaque  côté  une  progression  géométrique  dont  la 


raison  est 


©■ 


Sur  A  :  /,  / 


0"  '0' 


Les  antiparallèles  forment  aussi  une  progression  géométrique  dont  la 


raison  est  — . 
n 
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Si  Ton  continuait  la  progression  /, ,  /,  — ,  dans  Tangle  0^  formé  par 

deux  antiparallèles  consécutives,  on  formerait  dans  une  figure  CO'D  ana- 
logue à  AOB',  sur  ces  deux  antiparallèles  les  progressions 


'.,  ' 


•0*'-'  *"'  ^-6)'  ^9'- 


Dans  cette  nouvelle  figure,  les  directions  projetantes  sont  parallèles 
àOA  et  OB,  et  les  nouvelles  antiparallèles  forment  la  progression  géomé- 
trique 

On  voit  donc  que  les  segments  déterminés  sur  OA  et  sur  OB  par  la  série 
des  transversales  forment  ainsi  sur  ces  deux  lignes  des  progressions  géo- 
métriques, ce  que  Ton  peut  d'ailleurs  démontrer  directement  au  moyen 
des  triangles  semblables  dont  se  compose  la  figure. 

Nous  traiterons,  dans  le  chapitre  v,  le  cas  où  Texposant  est  fraction- 
naire à  Toccasion  de  l'extraction  des  racines.  Auparavant  nous  dirons 
quelques  mots  des  travaux  de  trois  mathématiciens  qui  ont  essayé  de 
construire,  par  un  procédé  graphique  et  d'après  les  règles  précédentes, 
des  expressions  purement  analytiques. 
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Nous  citerons  les  trois  ouvrages  suivants  : 

1*  Sul  calcolo  grafico  dei  PoUnomi  inleri  e  razionali  délia  forma 
a:*  +  ajr*"*  +  •••  4-yj^  +  ^-  Nota  delF  Ingegnere  E.  Stamm  (Rendi  conti 
del  Reale  Instituto  Lombardo.  Milano,  1864.) 

2*  Grundzûge  einer  graphischen  Arithmethik  von  D'  Egger.  Schaffouse, 
1865. 

3'  Da$  graphische  Bechnen,  Promotions-Dissertation  von  Eug.  Jâger. 
Spire,  1867. 

Dans  ces  trois  ouvrages,  les  constructions  de  polynômes  algébriques 
ne  diCFèrent  pas  essentiellement.  Les  recherches  de  Stamm  sont  les  plus 
anciennes  ;  celles  d'Egger  sont  de  beaucoup  les  plus  générales,  et  le  livre 
de  Jâger  s^appuie  sur  des  constructions  plus  connues. 

Nous  allons  construire,  au  moyen  delà  méthode d'Egger,  le  polynôme 

y  =  a,a, ...  «,//,-(-  «,«, ...  «,_,;>,-,  +  ...  +  «,«,;^,  +  «,;?,  +Po 

m 
oh  Pi  représente  des  longueurs  et  a  le  rapport  toujours  positif  -  de  deux 

w 

lignes  wî  et  n. 

Notre  construction  ne  diffère  de  celle  du  D'  Egger  qu*en  ce  que  nous 
nous  sommes  servis  de  la  méthode  du  sinus  indiquée  n*  2,  p.  10,  tandis 
que  M.  Egger  s'est  servi  de  la  tangente,  parce  qu'il  est  parti  dans  ses 
recherches  de  Téquation  d'une  droite  y^=ax  -}-  ^  où  le  rapport  tangentiel 
est  en  évidence. 

Écrivons  le  polynôme  de  la  manière  suivante  : 

y  =  I  (l(«./>.  +  Pi-x>i^s  +  A.t]«..t  +  •  •  •  +  />,)«,  +  /'i }  a,  +  /'o 

et  remplaçons  successivement  les  quantités  entre  parenthèses  par  y<_,, 
y,_,,  de  manière  que  : 


Le  problème  est  ramené  à  construire  les  différents  y. 

Prenons  {fig,  22)  deux  axes  Ox,  Oy,  et  menons  par  l'origine  0,  des 
droites  faisant  avec  Ox  des  angles  dont  les  sinus  soient  a, ,  a,^, ,  a,_, ,  etc. 
Pour  traiter  la  question  d'une  manière  générale,  nous  avons  supposé 
a^.^  plus  grand  que  1  et  nous  en  avons  retranché  l'unité  pour  avoir  un 
sinus  réel,  c'est-à-dire  <1;  au  lieu  de  porter  a^^j ,  nous  avons  donc 
porté  «,_,  —  1.  Si  ce  dernier  résultat  avait  encore  été  plus  grand  que  1, 
nous  aurions  retranché  2,  3,  etc.,  jusqu'à  vê  que  nous  ayons  obtenu  un 
sinus  réel. 


ÉLÉVATION  AUX   PUISSANCES. 


il 


Fig.  n. 


-  -^H^^ 


Gela  fait,  portons  les  différents  p  comme  ordonnées  sur  Taxe  des  y, 

les  positifs  vers  le  bas  et  les  négatifs 
vers  le  haut,  et  menons  par  leurs 
extrémités  des  parallèles  à  Taxe  des 
X,  Si  nous  portons  maintenant,  au 
moyen  du  compas,  />,  sur  «^  à  partir 
de  Torigine,  l'ordonnée  du  point 
ainsi  obtenu  sera  p^a^;  et  la  distance 
verticale  entre  ce  point  et  Thorizon- 
tale  de  Pi^^  sera  y,_,  =/>.«<  +Pi.y . 

Cette  longueur  y,_j  se  mesure  sans 
qu'il  soit  nécessaire  de  tracer  au- 
cune autre  ligne.  On  la  porte  une 
première  fois  sur  «,.,  ;  puis,  à  partir 
du  point  ainsi  obtenu  sur  a^, ,  on 
la  porte,  une  deuxième  fois,  sur  For- 
donnée  de  ce  point,  vers  le  haut 
.puisque  «^,  est  >  i).  La  distance  entre  ce  point  et  l'horizontale  de 
—Pi-t  est  égale  à  — yi_t-  ^^^^  ^^  figure,  y,.,  est  négatif;  il  faut  donc, 
pour  continuer  la  construction,  la  porter  sur  «,.,  dans  le  sens  négatif, 
c'est-à-dire  vers  la  gauche.  On  mesure  de  nouveau  l'ordonnée  comprise 
entre  son  extrémité  et  l'horizontale  de  j?,.,,  on  la  porte  sur  a,_^,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  ait  trouvé  la  valeur  de  y. 

Lorsque  tous  les  rapports  a  ont  la  même  valeur,  le  polynôme  de- 
\ient 

Il  suffit,  dans  ce  cas,  de  construire  un  seul  «;  la  construction  reste  la 
même  que  la  précédente. 

Si  a  est  inconnu  et  s'il  doit  être  déterminé  par  la  condition  que  y =0, 
notre  construction  nous  permet  de  résoudre,  d'une  manière  analogue  à 
celle  fournie  par  la  méthode  des  essais,  l'équation 

0  =  p^x'  +Pi^^ar^  +  •  •  •  +  ;>o- 

On  ne  peut  toutefois  obtenir  directement  que  les  racines  comprises 
entre  — i  et  -{-1  ;  pour  obtenir  les  autres,  il  faudrait  changer  dans  l'équa- 

i 

Uon  X  en  - ,  et  recommencer  les  opérations  pour  cette  nouvelle  équa- 

X 

tien. 
Exemple.  Soit,  par  exemple,  à  résoudre  l'équation  : 


X»  — 6a:'  — j-  +  23  =  0. 


•i8 
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'    L*équâtiou  n*a  pas  de  racines  comprises  entre  -{-i  et  — 1.  Nous  chau- 


(f. 


<«erons  donc  â;  en  - .  et  nous  aurons  une  nouvelle  équation 

X 

y  =22a:'— ar*  — to -|-i  =  0, 

^donl  les  t/i  ont  été  construits  (fig.  23)  pour  différents  x  à  Técbelle  de 
i=0" ,003  =  1  ligne  suisse. 

Fig.  23. 


l3Cf 


Si  nous  portons  successivement  la  longueur  23  sur  des  rayons  corres- 
ppod^nt  à  différents  x^  le  lieu  de  son  extrémité  sera  le  cercle  pointillé 
ço^icentrique  à  Torigine,  et  y,:=23a:  —  1  sera  égal  à  la  hauteur  de  Tune 
quelconque  de  ces  extrémités  au-dessous  de  Thorizontale  —  i. 

En  portant  ces  longueurs  y,  à  partir  de  0  sur  les  rayons  qui  leur  cor- 
respondent, on  obtiendra  comme  lieu  des  extrémités  des  y,,  la  ligne 
sç|ni-|)ointillée. 

_.L©^  grandeurs  y^  =  23a:' —  x  —  6  sont,  de  môme  que  précédemment, 
égales  aux  hauteurs  des  extrémités  de  y,  au-dessus  de  Thorizontale  — 6. 
•  Portant  enfin  ces  y,,  à  partir  de  0,  sur  leurs  rayons  respectifs,  on 
obtient,  comme  lieu  de  leurs  extrémités,  la  courbe  figurée  par  un  trait 
plein,  et  les  grandeurs  y  =  23x'  —  x — 6+1  sont  égales  aux  hauteurs 
des  différents  points  de  cette  courbe  au-dessus  de  Thorizontale  -|- 1 . 

L'intersection  de  cette  courbe  avec  l'horizontale  -f-l  détermine  les 
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rayons  correspondant  aux  trois  racines.  Gomme  les  racines  de  Inéquation 
proposée  sont  inverses  des  x  ainsi  obtenus,  on  peut  les  mesurer  directe- 
ment sur  la  figure  en  prenant  la  dislance  de  Torigine  0  aux  horizontales 
+1  et — 1  sur  les  rayons  correspondants.  L'échelle  de  la  figure  étant 
trop  petite,  on  a  mesuré  ces  lignes  sur  les  horizontales  =i=  ôtiôt  =  ^  ^^' 
timètre  et  inscrites  sur  les  directions  correspondantes. 

On  Toit  qu'en  faisant  le  dessin  à  une  échelle  convenable,  on  peut 
arriver  à  une  assez  grande  approximation.  Cette  méthode  graphique  a 
le  grand  avantage  de  faire  voir  clairement  les  variations  de  y. 

Les  deux  intersections  de  la  courbe  avec  les  horizontales  supérieures 
et  inférieures  se  confondraient  si  le  dernier  terme  de  l'équation,  au  lieu 
d'être  égale  à  -fi,  était  égal  à  l'ordonnée  du  point  A.  L'équation  aurait 
alors  une  racine  double.  Si  le  dernier  terme  était  plus  grand,  il  y  aurait 
deux  racines  imaginaires.  On  voit  aussi  par  la  construction  que  les  tan- 
gentes au  point  double  0  de  la  courbe  des  y  passent  par  l'intersection 
de  la  courbe  y^  avec  l'horizontale  —  6,  et  que  y^y^  et  y^  ont  des  maxi- 
mums faciles  à  déterminer. 

En  construisant  toutes  les  courbes  pour  des  rayons  formant  a^iec  l'axe 
horizontal  un  angle  plus  petit  que  180^,  on  obtiendra  toutes  les  valeurs 

i 

de  -  comprises  entre  -f-^  ^t  —  i.  En  prenant  des  angles  plus  grands 

que  180*,  les  constructions  se  répètent.  Si  donc  l'équation  a  des  racines 
les  unes  plus  petites,  les  autres  plus  grandes  que  l'unité,  il  sera  bon  de* 
faire  l'épure  pour  les  premières  d'un  côté  de  l'axe  des  x,  et  de  l'autre 
pour  les  secondes.  Les  mômes  horizontales  servent  dans  les  deux  con- 
structions, mais  en  ordre  inverse. 

Notre  but  n'est  pas  de  traiter  plus  complètement,  par  les  procédés 
graphiques^  la  théorie  des  équations,  mais  il  est  certain  qu'elle  gagnerait 
en  clarté  si  les  grandeurs  étaient  représentées  par  des  lignes  au  lieu  de 
l'être  par  des  nombres  abstraits. 


4.  POLYGONES  DE  SOMMATION  OU  POLYGONES  FUNICULAIRES 

On  est  souvent  conduit,  notamment  dans  la  statique,  à  multiplier 
non  seulement  des  lignes  isolées  (comme  dans  le  chapitre  précédent), 
mais  toute  une  série  de  lignes  par  divers  rapports  qui  sont  quelquefois  à 
construire  eux-mêmes  ;  et,  de  plus,  on  est  amené  à  sommer  ces  rapports 
ainsi  que  les  produits  formés.  Lorsque  la  sommation  de  ces  produits  se 
fait  de  manière  que  les  triangles  qui  servent  à  former  les  produits  se 
succèdent  d'une  manière  continue,  on  obtient  des  polygones  de  somma- 
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lion,  aussi  appelés  polygones  funiculaires  à  cause  de  leurs  propriétés 
statiques.  Ces  polygones  sont  d'une  très  grande  importance  en  statique 
graphique. 
Soit,  par  exemple,  à  former  l'expression 


2 


,  llj  II,  Ui  II, 


dans  laquelle  les  x^  représentent  des  abscisses  mesurées  à  partir  d'un 
m^me  point  dans  une  direction  déterminée,  les  aP^,  des  charges  isolées 
agissant  verticalement,  et  les  H,  des  coefficients  de  réduction  arbitraires 
ou  des  efforts  horizonlaux.  Nous  supposerons,  pour  le  moment,  que  aP, 
et  H,  sont  dcmnés  par  des  longueurs. 

Portons  sur  une  verticale,  fig.  25,  tous  les  AP  à  la  suite  des  uns  des 
antres,  en  tenant  compte  de  leurs  signes,  de  manière  qu'on  puisse 
mesurer  sur  cette  ligne  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  forces 

n 

sucessives,  et  la  somme  de  toutes  les  forces  P=\^aP,. 

ParTorigine  de  aP^  menons  une  droite  ayant  un  coefficient  angulaire 
quelconque  x^^,. 

Par  le  point  i  de  cette  droite  dont  l'abscisse  est  égal  à  H,  et  par 
l'extrémité  de  aP,  ,  menons  une  droite  que  nous  prolongerons  jusqu'au 
point  2  qui  a  pour  abscisse  H,.  La  dislance  verticale  du  pied  de  H,  à 
l'origine  de  aP,  est  HjTq,;  par  suite,  la  dislance  de  ce  même  pied  à  l'ex- 
trémité de  aP,  est  H,toi  —  AP,  ;  mais  comme  cette  distance  est  aussi 
égale  à  H,t,„  il  en  résulte  que  le  coefficient  angulaire  du  deuxième  rayon 
est  déterminé  par  la  relation 

•c,j  — 'toi— ij-. 

Par  l'extrémité  de  aP,  et  par  le  point  2,  menons  un  troisième  rayon 
ju>qu'au  point  3  dont  la  distance  à  la  ligne  P  est  égale  à  H,.  En  opérant 
comme  précédemment,  on  obtiendra  le  coefficient  angulaire  de  ce  troi- 
sième rayon  par  la  relation 

^"■"^*'-       H,  ■"^*'*      H,        H/ 

En  continuant  de  la  même  manière  on  obtient  le  polygone  des  t  dans 
lequel  le  coefficient  angulaire  d'un  quelconque  des  côtés  est  donné  par 
la  relation 


-"^-'-Z  h7 
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2-1 


On  voit  que  le  coefficient  angulaire  %|  pris  arbitrairement,  joue  par 
rapport  à  ^  -=7-^  le  rôle  d'une  constante  d'intégration. 

Fig.  i4.' 


Fig.  Î5. 


Fig.  i6. 


.. r--i»n_r» 


Si  nous  menons  par  un  point  0  (fig.  26)  des  parallèles  aux  divers 
côtés  1,  2,  3...  de  la  fig.  25,  ces  parallèles  détermineront  sur  la  verticale 
dont  la  distance  au  point  0  est  égale  à  Funité  les  rapports 


At 


et  ces  rapports  se  trouveront  sommés,  sur  la  verticale  que  nous  appelle- 
rons la  ligne  des  x,  dans  Tordre  même  suivant  lequel  les  AP  ont  été  portés 
SQF  la  verticale  de  la  fig.  25. 
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En  faisant  varier  la  direction  du  premier  côté,  en  remplaçant  par 
exemple  x^,  par  x  ^,  (voir  le  tracé  ponctué  de  la  fig.  25),  toute  la  figure  se 
modifie  ;  mais  par  suite  de  la  construction  même,  la  ponctuelle  P  reste 
invariable,  et  tous  les  points  extérieurs  à  P  se  déplacent  sur  des  verti- 
cales. Les  deux  figures  ont  alors  la  ponctuelle  P  commune,  ainsi  que  les 
faisceaux  des  verticales;  elles  sont  donc  en  affinité.  Il  résulte  de  la  géo- 
métrie de  position,  ainsi  que  de  la  construction  elle-même,  que,  dans 
de  pareils  systèmes,  les  ponctuelles  correspondantes,  situées  sur  une 
même  verticale,  sont  congruentes,  car  les  rayons  qui  se  coupent  au 
point  4,  par  exemple,  déterminent  sur  toutes  les  verticales  des  segments 
de  même  grandeur  que  ceux  qui  se  coupent  en  4',  parce  que  4  et  4'  sont 
à  la  même  distance  de  P;  comme  on  peut  répéter  ce  raisonnement  pour 
deux  rayons  quelconques,  la  proposition  que  nous  venons  d'énoncer  en 
découle.  Il  faut  du  reste  qu'il  en  soit  ainsi,  car  ces  segments  s'expriment 

par  le  rapport  -rj-'-  et  par  la  position  des  verticales,  et  qu'ils  sont  com- 

plètement  indépendants  de  t^,. 

Tout  ce  qui  vient  d'être  dit  de  la  fig.  25  s'applique  à  la  fig,  26,  où  le 
point  0  se  déplace  en  0'. 

Revenons  maintenant  à  la  construction  de  l'expression 

aP, 


Portons  sur  l'axe  des  x  les  diverses  abscisses  par  lesquelles  il  faut  multi- 

aP, 
plier  les  rapports  -—  que  nous  venons  de  construire,  en  tenant  compte 

de  leurs  signes  {fig,  24).  Menons  par  les  extrémités  de  chacune  de  ces 
abscisses  des  verticales,  et  partant  d'un  point  quelconque,  relions  ces 
verticales  par  des  lignes  menées  parallèlement  aux  t  des  fig,  25  et  26. 
Nous  mènerons  par  exemple  entre  0  et  i  une  parallèle  à  t^,,  entre  1  et  2 
une  parallèle  à  x,,,  et  ainsi  de  suite. 
Les  côtés  du  polygone  ainsi  formé,  prolongés  jusqu'à  la  verticale  de 

x^^  interceptent  sur  cette  verticale  les  produits  cherchés  [x^ — ^iï'^'y 

car  pour  âP^  et  x^^  par  exemple,  on  a,  à  cause  de  la  similitude  des 

AP 
figures,  1,  ar,j— OTj,  [x^—x^]  ^  dans  la  fig.  24,  et  1,  H,,  AP,  dans  la 

/îff.â5: 

H,  AP, 
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Gomme  cette  relation  est  applicable  à  tous  les  autres  AP^,  on  en  con- 

AP. 
dut  que  les  produits  cherchés  (x^ — x^)  -^  se  trouvent  sur  les  x,,  avec 

leurs  signes  et  dans  Tordre  dans  lequel  les  àP  ont  été  portés  les  uns  à  la 
suite  des  autres  dans  la  fig.  25.  On  peut  donc  déterminer  sur  la  ligne  x^ 
la  somme  d*un  nombre  quelconque  des  produits 

AP, 


2;(^.-^.)  h;' 


Supposons  que  les  x^,  et  par  suite  la  position  relative  des  aP,  restent 
invariables,  et  par  contre  que  les  x^  varient,  rien  ne  change  dans  le  poly- 
gone de  la  fig.  24;  seule  la  verticale  x^  change  de  position.  Si  nous  rem- 
plaçons,  pour  exprimer  cette  relation,  en  général  x  par  x^,  on  peut  dire  : 

Deux  rayons  du  polygone  de  sommation  de  la  fig,  24  considéré 
comme  faisceau  interceptent  sur  les  verticales  x  les  sommes 

AP, 


2(*-^<)h 


des  AP^  compris  entre  ces  rayons. 

Ce  résultat  ne  changerait  pas  si  Ton  menait  les  côtés  du  polygone 
ifig,  24)  parallèlement  aux  côtés  pointillés  des  fig,  25  et  26.  Les  sommes 
partielles  dont  il  a  été  parlé  ci-dessus  sont  en  effet  indépendantes  de  la 
valeur  du  \^  choisi  arbitrairement.  En  général,  tout  ce  que  nous  avons 
dit  des  polygones  des  fig.  25  et  26  est  encore  applicable  aux  deux  poly- 
gones de  la  fig.  24.  Ils  sont  en  affinité,  et  les  segments  qui  se  corres- 
pondent sur  les  verticales  sont  congruents.  Cette  propriété  nous  permet 
de  faire  passer  le  polygone  funiculaire  par  deux  points  déterminés.  Sup- 
posons, par  exemple,  que  le  premier  côté  01  doive  passer  par  le  point 
x^,  et  le  dernier  67  par  le  point  x^^.  On  construit  le  polygone  en  com- 
mençant au  point  x^O)  et  prenant  une  première  direction x^,  quelconque. 
Si  le  dernier  côté  67  ne  passe  pas  par  le  point  x^^,  il  suffit  de  reculer 
tout  le  système  de  points  obtenu  sur  la  verticale  x^,  de  manière  que  le 
point  qui  suit  6  se  place  sur  le  point  x^^.  Dans  la  fig.  24,  on  a  indiqué 
ce  déplacement  sur  la  droite  de  la  verticale  x,,.  Gela  fait,  le  premier  côté 
01  do  polygone  cherché  passe  par  le  point  x^^  et  le  point  01  de  la  ver- 
ticale X»;  le  second  côté  12  passe  par  Tintersection  de  01  avec  x,  et  par 
le  point  42  sur  x,,,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier  côté. 

On  peut  aussi,  au  lieu  de  la  verticale  x^,  se  servir  de  la  première  ver- 
ticale x^,  et  la  construction  devient  beaucoup  plus  simple.  Le  système  de 
points  sur  x^  ne  change  pas  de  position  et  les  côtés  homologues  des  deux 
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polygones  devront,  par  suite,  se  couper  sur  cette  verticale.  Le  dernier 
côté  67  est  donc  donné  par  le  point  x^^  et  le  point  67,  que  détermine 
sur  x^  le  côté  67  du  premier  polygone.  Les  autres  côtés  se  construisent 
de  la  même  manière  en  rebroussant  chemin.  Dans  la  figure,  la  construc- 
tion n'est  indiquée,  à  cause  du  manque  de  place,  que  pour  les  côtés 
1,2,3,4. 

Cherchons  maintenant  une  expression  algébrique  qui  nous  donne  la 
valeur  d'une  ordonnée  y^.  Nous  désignerons  la  difFérence  de  deux  coor- 
données successives  par  ax,,,^.!  et  Ayf,,^.i.  Nous  leur  mettons  deux  in- 
dices, car  il  n'est  pas  possible  de  désigner  d'une  manière  générale  des 
coordonnées  successives  par  des  indices  consécutifs.  La  différence  sera 
positive  lorsque  l'ordonnée  du  deuxième  indice  sera  la  plus  grande. 

On  aura  (fig,  24) 

et  par  suite 

y« = yo  +  2 ''"»'•+*  ^'*'^+*  =  yo  +  2  v^«  ~"  ^  if/  ^'*'"^*  ' 


ou 

n 


aP. 


y« = yo + (a — ^o)'^oi  —  2  ^«v+i  2  "h^  • 

On  peut  obtenir  une  autre  expression  de  y^  en  remarquant  que  l'or- 
donnée de  l'intersection  du  premier  côté  avec  la  verticale  x^  est 
y©  +  ^n'^oi»  ®^  ^^^  *®  segment  total  intercepté  par  les  côtés  du  polygone 


funiculaire  est  ^.(x^  —  x,)  -— -J;  y„  est  leur  différence  : 

n. 


On  doit  donc  avoir  la  relation 


n 


aP.       ^ .  .  aP< 


t  1*1  * 


'  AP< 


On  peut  démontrer,  en  développant  xr,,,+,  \]  — i ,   que  le  second 

1        * 
membre  n'est  qu'une  sommation  partielle  du  premier.  On  a  en  effet,  en 
remarquant  que  AX;,,^.i  =  a:/+,  —  x. 
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1 


V  ^P.         /  X   /^P|     .  ^P"-l\ 

ÂjouUnt  membre  à  membre  toutes  ces  relations,  il  vient  : 


n 


AP.       ,  aP.    .    .  AP 


Il»*  *  * 


-Xi)^,  G.  Q.  F.  D. 


=  2(-, 


Nous  avons  déjà  fait  remarquer  que  les  produits  ont  été  formés  en  te- 
nant compte  des  signes  des  facteurs,  ce  qui  est  évident  d'après  la  con- 
struction. Toutefois  nous  avons  cru  devoir  le  confirmer  par  une  application 
pi.  III,  ;  toutes  les  combinaisons  de  signes  des  trois  facteurs  x^  —  x^,  aP, 

i 

et  --  y  sont  étudiées,  et  le  signe  de  l'accroissement  de  la  somme  des 

produits  y  dépend  du  signe  des  facteurs  élémentaires  qu'on  ajoute.  On 
a  supposé  que  le  sens  positif  de  Taxe  de  x  était  de  gauche  à  droite,  celui 
des  verticales  AP  de  haut  en  bas,  et  enfin,  pour  déterminer  le  signe  des  H, 
on  a  considéré  ces  grandeurs  comme  bras  de  leviers  à  l'extrémité  des- 
quels agissent  des  forces  AP  ;  si  un  AP  positif  tourne  autour  de  l'origine 
de  H  dans  le  sens  positif,  c'est-à-dire  dans  le  sens  des  aiguilles  d'une 
montre,  H  est  supposé  positif;  il  est  négatif  dans  le  cas  contraire.  Un 
^n  —  ^1  positif  se  trouvera  par  rapport  à  x^  du  même  côté  qu'une  tension 
H,  positive  par  rapport  à  P,;  dans  ce  ras  le  signe  du  produit  est  celui  de 
la  rotation  du  AP  correspondant  autour  de  H  ;  sï  x^  —  a?,  est  négatif,  le 
signe  sera  contraire  de  celui  de  la  rotation.  On  voit  immédiatement  sur 
le  polygone  de  sommation  des  aP  que  le  signe  de  la  rotation  concorde 

avec  celui  de  -rj- . 

Il 

Nous  pouvons  ajouter,  comme  autre  conséquence  de  cette  sommation 

algébrique,  que  le  résultat  de  ces  constructions  est  indépendant  de 

Tordre  dans  lequel  on  a  sommé  les  produits.  Il  est  évident  que  les  seg- 
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ments  sur  les  verticales  des  AP  et  des  produits  ne  peuvent  pas  varier  :  les 
mêmes  segments  sont  toujours  portés  les  uns  à  la  suite  des  autres.  Lies 
polygones  eux-mêmes  restent  identiques  en  dehors  des  aP  dont  on  a 
changé  Tordre.  En  effet,  sur  la  verticale  des  t  (fig,  26)  la  somme  des  Ax 
correspondants  à  ces  aP  est  restée  la  môme,  et  les  rayons  non  permutés 
restent  les  mômes  avant  et  après  la  permutation.  Les  polygones  ont 
donc,  avant  et  après  le  changement  d'ordre,  des  côtés  parallèles  qui 

AP 

doivent  passer  par  les  mêmes  points  de  la  verticale  des  (x^  —  x,)  •— ^ , 

c'est-à-dire  des  côtés  qui  coïncident.  Dans  la  PI.  III,,  on  a  permuté  AP^  et 
aPj.  On  peut  aussi  démontrer  géométriquement  que  les  côtés  i'2  et  2'3 
[PI.  III,)  doivent  coïncider;  car  si  les  côtés  \^\  2'i'  et  12  sont  menés  pa- 
rallèlement aux  côtés  de  môme  nom  du  polygone  des  aP,  et  si  de  plus 
les  côtés  verticaux  il',  22'  sont  parallèles,  cinq  éléments  (côtés  ou  dia- 
gonales) des  quadrilatères  \\\  22'  sont  parallèles  entre  eux;  par  suite  les 
sixièmes  devront  Tètre  aussi,  c'est-à-dire  que  24'  sera  parallèle  à  la 
ligne  23  du  premier  polygone  et  se  confondra  avec  elle. 

Les  fig.  24  et  25  deviennent  très  compliquées  lorsque  Ton  trace  entière- 
ment toutes  les  lignes  du  polygone.  Il  suffit  toujours  de  tracer  les  côtés 
du  polygone  entre  les  verticales  qui  leur  correspondent  et  d'indiquer 
leur  intersection  avec  la  ligne  des  AP  ou  des  produits.  Les  commençants 
feront  bien  de  prendre  comme  modèle  la  pi.  III,.  Un  côté  quelconque, 
34  par  exemple,  de  Tun  des  polygones  passe  par  le  point  34  de  la  verti- 
cale, et  est  parallèle  au  côté  34  de  l'autre  polygone. 

De  même  que  nous  avons  construit  la  fig.  24  au  moyen  de  la  fig.  25, 
nous  pourrions,  en  partant  de  la  fig.  24,  construire  un  autre  polygone 

qui  nous  donnerait  des  expressions  de  la  forme  \^-^-t —  .  -~5 — ^  .  AP», 

et  au  moyen  de  ce  dernier,  d'autres  expressions,  telles  que  : 

Ces  constructions  se  présenteront  dans  Tétude  des  moments  d'inertie, 
et  en  général  dans  celle  de  tous  les  moments  d'ordre  supérieur.  Pour  le 
moment  nous  avons  voulu  nous  borner  à  montrer  qu'elles  nous  donnent 
le  moyen  le  plus  commode  d'intégrer  graphiquement,  et  nous  les  re- 
trouverons plus  tard,  en  nous  appuyant  sur  des  considérations  purement 
statiques. 


EXTRACTION   DES  RACINES.  27 


5.    EXTRACTION  DES  RACINES 


Extraire  une  racine,  c'est  déterminer  le  rapport  —  quand  /  et  /[  — j 

sont  donnés.  Cette  extraction  de  racines  ne  peut  pas  s'opérer  directe- 
ment; il  faut  qu'on  ait  recours  à  des  courbes  auxiliaires,  telles  que  les 
deux  courbes  qui  ont  été  construites  PI.  I. 

Dans-  la  PI.  I,  nous  avons  formé,  sur  les  deux  côtés  OL  et  OM  de  Tan- 
gle  LOM,  des  puissances  successives  au  moyen  d'un  système  de  paral- 
lèles et  d'antiparallèles  formé  des  dix  droites  ÂBGD...KLM.  A  côté  du 
premier  triangle  AOB,  nous  avons  porté  un  second  triangle  G'OB  =COB, 
à  côté  de  ce  dernier,  un  troisième  triangle  D'OG  =  DOC,  et  ainsi  de  suite, 
de  telle  manière  que  les  parallèles  et  antiparallèles  forment  un  tracé 
continu  ABC'D'...K'LM,  dont  le  dernier  côté  LM  coïncide  avec  une  des 
droites  de  l'angle  LOM,  quand  celui-ci  est  une  division  paire  de  la 

circonférence,  —  par  exemple  dans  le  cas  actuel. 

10 

Dans  cette  figure,  non  seulement  tous  les  triangles  fondamentaux  sont 
semblables,  mais  encore  les  figures  formées  du  groupement  de  deux^ 
trois  ou  n  triangles  consécutifs  le  sont  aussi,  comme  étant  composés  de 
triangles  semblables  et  semblablement  placés. 

Les  angles  LMO,  KXO,  ITCO,  P'G'O,  sont  tous  égaux  de  même  que  les 
angles  KTAO,  l'LO,  H'KO,  etc.,  et  les  angles  rMO  =  H'LO,  etc.  En  géné- 
ral, sont  semblables  tous  les  triangles  formés  par  des  rayons  partant 
de  0,  et  par  des  cordes  sous-tendant  le  môme  nombre  de  côtés  du  poly- 
gone ABC'D'...K'LM,  c'est-à-dire  déterminant  le  même  angle  en  0. 

Ces  propriétés  sont  tout  à  fait  indépendantes  de  l'angle  au  centre  LOM 
du  premier  élément  triangulaire.  Elles  subsistent  donc  encore  lorsqu'on 
suppose  cet  angle  infiniment  petit;  la  ligne  polygonale  devient  alors  une 
courbe,  les  cordes  qui  sous-tendent  le  même  nombre  de  parties  élémen- 
taires deviennent,  dans  la  courbe,  celles  qui  correspondent  à  des  angles 
au  centre  égaux;  les  triangles  formés  par  des  cordes  et  les  rayons  cor- 
respondants sont  toujours  semblables,  et  les  rayons  successifs,  formant 
le  même  angle  entre  eux,  déterminent  une  progression  géométrique. 

m 
Les  longueurs  de  ces  rayons  sont  dans  le  rapport  -  .  Par  suite,  pour  dé- 

n 

terminer,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  — ,  quand  /  et  /(  -  j    sont  donnés, 

n  \n/ 
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il  suffit  de  déterminer  les  rayons  de  longueur  /  et  m  — )    et  de  partager 

Tangle  qu'ils  comprennent  en  k  parties.  Les  deux  côtés  de  Tangle  ainsi 

m 
formé  sont  dans  le  rapport  - . 

n 

De  la  similitude  des  triangles  élémentaires^  on  déduit  aussi  que  leurs 
troisièmes  côtés  forment  avec  les  deux  autres  côtés  des  angles  égaux; 
pour  des  angles  au  centre,  infiniment  petits,  le  troisième  côté  devient  la 
tangente,  d'où  il  résulte  que  toutes  les  tangentes  forment  des  angles 
égaux  avec  le  rayon  vecteur  mené  par  leur  point  de  tangence.  Par  suite, 
la  courbe  est  une  spirale  logarithmique. 

Cette  spirale  logarithmique  se  construit  facilement  et  exactement  au 
moyen  de  sa  développée  et  d'un  certain  nombre  d'arcs  de  cercles  oscu- 
lateurs. 

.  La  développée  F'G^'H''  est  en  efi'et  une  spirale  logarithmique  de  môme 
progression.  Gomme  toutes  les  parties  de  la  courbe  F'G'H'  sont  semblables 
entre  elles,  il  en  est  nécessairement  de  même  des  triangles  F'OF",  G'OG", 
H'OH''  qui  sont  déterminés  par  le  point  0,  l'un  des  trois  points  F'G'H' et  les 
centres  des  cercles  osculateurs  correspondant  F"G"H".  Les  rayons  vecteurs 
0(F"G"H'')  se  comportent  par  suite  comme  les  rayons  vecteurs  O(F'G'H') 
et  forment  les  mêmes  angles  entre  eux  ;  F"G"H"  est  donc  la  même  spirale 
que  F'G'H';  elle  est  simplement  déplacée. 

Deux  points  quelconques  F  G'  de  la  spirale  logarithmique,  le  centre  O 
et  les  deux  points  de  rencontre  N  et  N'  des  tangentes  et  des  normales 
correspondantes  se  trouvent  sur  le  même  cercle. 

En  effet,  les  angles  NG'N'  et  NF'N'  sont  supplémentaires,  car  ils  sont 
droits  tous  deux;  de  même,  les  angles  OG'N  et  OF'N  sont  aussi  supplé- 
mentaires, car  les  tangentes  F'N  et  NG'  coupent  les  rayons  vecteurs  OG' 
et  OF'  sous  le  même  angle.  Par  suite,  les  deux  quadrilatères  N'F'NG'  et 
OFNG'  sont  inscriptibles  et  le  cercle  circonscrit  étant,  dans  les  deux  cas, 
déterminé  par  les  trois  sommets  communs  F'NG',  passera  aussi  par  N' 
et  0.  NN'  est  un  diamètre  de  ce  cercle,  parce  que  les  angles  en  F'  et  G' 
sont  droits,  l'angle  NON'  est  donc  aussi  droit.  Cette  propriété  subsiste 
encore  lorsque  G'  seuapproche  indéfiniment  de  F'  et  que  ces  deux  points 
coïncident  finalenent.  N'  vient  alors  se  confondre  avec  F'  et  G',  et  N  devient 
le  centre  de  courbure  en  F'  comme  étant  l'intersection  de  deux  normales 
infiniment  voisines.  On  en  conclut  que,  dans  la  spirale  logarithmique, 
chaque  rayon  de  courbure  F'F"  et  G'G"  est  projeté  du  centre  0  sous  un 
angle  droit. 

Cela  posé,  il  est  facile  de  construire  la  développée  quand  on  connaît 
l'angle  sous  lequel  les  rayons  vecteurs  sont  coupés  par  la  spirale.  L*angle 
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que  la  normale  FF"  forme  avec  le  rayon  vecteur  en  est  le  complément 
et  F"  se  détermine  en  menant  OP'  perpendiculaire  à  OF'  et  prenant  son 
inteniection  avec  FT". 

Supposons  qu'outre  le  centre  0  on  donne  les  points  A  et  C  fort  éloignés 
l'un  de  l'autre  (yî^.  37]  et  qui  doivent  être  raccordés  par  une  m6me  spirale. 


Circonscrivons  un  cercle  au  triangle  OAC.  Ce  cercle  contiendra,  d'après 
ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  les  points  N  et  N'  de  rencontre  des  tangentes 
et  des  normales  en  A  et  en  C. 

T)'un  point  M  de  la  circonTérence  également  distant  de  A  et  C,  décri- 
vons un  deuxième  cercle  ponctué  passant  par  A  el  C.  Ce  deuxième  cercle 
coupe  la  spirale  encore  une  fois  en  un  point  B  silué  sur  la  bissectrice  OL 
de  l'angle  GOA. 

Menons,  en  effet,  les  perpendiculaires  MQ  et  MP  sur  OA  et  OC  et  dé- 
^if^nons  par  a,  b,  r,  m,  ;),  g.  les  longueurs  des  rayons  0  (A,  B,  C,  M,  P,  Q). 
Nous  aurons  d'abord  }>  =  g,  car  OM  est  bissecteur  du  supplément  de  OAB 
De  plus,  les  angles  OAM,  OCM  sont  égaux,  ainsi  que  les  longueurs  AM 
el  CM  ;  par  suite,  les  triangles  AMP,  QCM  le  seront  aussi,  et  nous  aurons 

AP  =  GQ  =  a-i-p  =  c  —  q;      or,      p  =  g, 
donc 

(i)  2/;  =  a/  =  f  — n. 

Dans  le  triangle  OAM  nous  avons  : 

AM  =  CM  =  ^a«  +  m*  +  ^p  =  v'm'  +  ac 

en  tenant  compte  de  (I).  

MB,  dans  le  triangle  rectangle  MOB,  a  pour  valeur  v'm'  +  b'  et  est 
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égal  à  AM  et  CM  comme  rayon  du  cercle;  par  suite  : 

V^m*  +  ac  =  v^m*  -+•  A*      ou      A*  ^  ac. 

Le  rayon  OB  étant  moyenne  proportionnelle  entre  OC  et  OA  dont  il 
divise  Tangle  en  deux  parties  égales,  le  point  B  fait  partie  de  la  spirale. 
Au  moyen  de  M,  nous  obtiendrons  facilement  les  centres  2'  et  6'  des  arcs 
de  cercle  AB  et  BG  qui  coupent  encore  la  spirale  sur  les  bissectrices  02 
et  06.  Ces  centres  se  trouvent  sur  les  perpendiculaires  menées  de  M  aux 
cordes  AB  et  BG,  et  sur  les  rayons  02',  06',  on  trouvera  les  points  1 , 
3',  5',  1'  correspondants  aux  subdivisions.  En  continuant  ainsi  jusqu'à 
ce  que  ces  subdivisions  soient  assez  petites,  nous  pourrons  décrire  la 
spirale  au  moyen  des  arcs  de  cercle  tels  que  AB  qui  se  rapprochent  du 
cercle  osculateur  à  mesure  que  Ton  augmente  le  nombre  des  subdivi- 
sions. 

Les  arcs  de  cercle  décrits  avec  2',  6'  comme  centres,  se  confondent  déjà 
à  peu  près  avec  la  spirale.  Les  points  1',  3',  5',  T  sont  complètement  situés 
sur  la  développée.  Les  rayons  extrêmes  Ai',  G7'  se  coupent,  comme  cela 
doit  être,  en  N  sur  le  cercle  OAG  et  de  même  les  tangentes  en  A  et  en  G 
se  coupent  sur  le  même  cercle  en  N'  diamétralement  opposé  à  N.  Si  Ton 
prolongeait  la  spirale  du  côté  du  centre  0,  elle  couperait  encore  le  cercle 
OAG  en  un  nombre  infini  de  points  réels  (deux  fois  par  chaque  rotation 
autour  du  centre);  toutes  les  tangentes  aux  points  d'intersection  passe- 
raient par  N',  toutes  les  normales  par  N. 

Enfin,  si  par  di^ux  de  ces  points  d'intersection  Ton  mène  un  cercle 
dont  le  centre  soit  situé  sur  le  cercle  OAG,  ce  nouveau  cercle  coupera 
une  fois  la  spirale  entre  les  deux  points,  sur  le  rayon  bissecteur  de  Tangle 
au  centre  entre  ces  deux  points.  Deux  de  ces  cercles  sont  représentés 
dans  la  fig.  27.  A  part  les  trois  points  d'intersection  considérés,  ils  n'ont 
aucun  autre  point  réel  commun  avec  la  spirale.  Ge  cercle  devient  oscu- 
lateur lorsque  les  trois  points  se  confondent. 

Si  au  lieu  de  donner  deux  points  A  et  G  assez  éloignés ,  on  donnait 
(PI.  I)  deux  points  F'G'  assez  rapprochés  pour  que  la  spirale  puisse  être 
remplacée  dans  l'intervalle  par  un  arc  de  cercle,  on  déterminerait  le 
centre  N'  de  cet  arc  en  remarquant  qu'il  doit  se  trouver  à  l'extrémité  du 
diamètre  du  cercle  G'F'O  perpendiculaire  à  la  corde  F'G'.  En  détermi- 
nant de  cette  manière  le  centre  d'un  élément  suivant  G'H',  c'est-à-dire 
en  traçant  un  cercle  H'G'O  et  déterminant  son  intersection  P'  avec  le 
diamètre  perpendiculaire  à  la  corde  H'G',  les  points  PNG'  seront  en 
ligne  droite  (dans  le  cas  où  les  portions  de  courbe  F'G',  G'H'  pourront 
être  remplacées  par  des  portions  d'arc  de  cercle).  Si  donc  on  détermine 
exactement  un  centre  de  courbure  N',  le  suivant  P'  et  tous  les  autres 
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peuvent  facilement  être  déterminés  en  formant  un  triangle  G'OF  sem- 
blable à  F'ON'  et  ainsi  de  suite. 

Un  moyen  plus  simple  encore  consiste  à  calculer  Tanglc  a  sous  lequel 
la  spirale  coupe  les  rayons  vecteurs.  L'équation  de  la  spirale  logarithmi- 
que est  : 

e  — e  =:tgalgn.  ^ 

u 

6,  0\  u,  u  représentant  deux  azimuts  avec  les  rayons  vecteurs  qui  leur 
correspondent.  Ces  4  quantités  étant  données,  on  peut  calculer  tg  a  qui 
est  aussi  le  rapport  constant  des  longueurs  de  2  rayons  perpendiculaires 
Tun  à  l'autre  qui  projettent,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut,  le  rayon 
de  courbure  d'un  point  quelconque  de  la  courbe,  et  ce  rapport  suffit 
pour  construire  la  spirale  d'après  la  méthode  indiquée. 
Posons  dans  celte  équation, 

0  —  6  =  ?  n 
2 

et 

u 

nous  obtiendrons  une  spirale  telle  qu'en  faisant  tourner  les  rayons  de 
trois  angles  droits  ils  augmentent  dans  la  même  proportion  que  ceux 
qui  projettent  les  rayons  de  courbure,  c'est-à-dire  que  les  centres  de 
courbure  de  la  spirale  construite  avec  cette  valeur  de  tg  a  se  trouvent 
sur  la  spirale  elle-même  qui  par  suite  est  sa  propre  développée,  PI.  I,. 

Dès  qu'une  portion  de  cette  courbe  est  construite  dans  un  angle  de 

1% 

•^  ,  il  suffit,  pour  l'achever,  de  placer  le  centre  des  arcs  sur  la  courbe 
z 

elle-même.  Les  normales  et  les  rayons  de  courbure  UT,  TS  et  SO  sont 

en  môme  temps  les  tangentes. 

De  l'équation 

-ii  =  tgalgn.tga 

on  tire  par  des  essais  successifs,  l'angle  sous  lequel  la  courbe  coupe  les 
rayons  vecteurs,  c'estrà-dire  le  rapport  des  rayons  vecteurs. 

tg  a  =  ^  =  —  =  —  etc.  =  3,6441734. 
^         OS       OT       OU  '^.^^^^'o^' 

La  courbe  est  construite  d'une  manière  très  simple  au  moyen  de  ce 

315    379    373 
rapport  (ou  des  rapports  -— - ,  7-- ,  --7-  ,   valeurs  approchées   commo- 

00      1U4     2o7 
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des  pour  les  échelles  ordinaires  sur  lesquelles  on  peut  lire  trois  chiffres)  ; 
on  peut,  de  plus,  calculer  un  rayon  vecteur  quelconque,  au  moyen  de 
la  formule  : 

Ig  «  =  0,000034660603  B  =0,0020799962  e*, 

où  ©  et  e*  représentent  en  minutes  et  en  degrés  Tangle  que  les  rayons 
r  et  c  forment  entre  eux.  L'angle  a  lui-même  est  égal  à  74*  39'  i8"  53. 

Ces  deux  spirales  (PI.  1)  peuvent  complètement  tenir  lieu  de  loga- 
rithmes et  servent  encore  à  multiplier  ou  élever  aux  puissances  des  rap- 
ports linéaires  :  Tangle  que  forment  deux  rayons  quelconques  est  le 
logarithme  de  leurs  rapports.  Nous  montrerons  plus  loin,  par  un  exem- 
ple, Tusage  de  ces  spirales. 

Comme  les  longueurs  des  rayons  ne  peuvent  être  comparées  directe- 
ment avec  les  angles  qu'ils  forment  entre  eux,  il  est  indifférent  de 
choisir  une  progression  quelconque  pour  la  spirale.  Pour  construire  la 
planche  1,  nous  Tavons  choisie  de  manière  que  le  rayon  vecteur  décuple 
en  un  tour  complet.  Nous  avons  donc  partagé  en  20  parties  la  circonfé- 
rence du  cercle  qui  sert  à  mesurer  les  angles,  et  nous  avons  désigné  ces 
parties  par  0  5,  iO,....  90,  95,  100,  de  manière  que  la  notation  corres- 
ponde au  système  décimal.  Tous  les  rayons  vecteurs  dont  le  rapport 
est  iO,  100,  1000,  etc.,  se  trouvent  sur  la  même  direction.  Remarquons 
que  cette  disposition  n'a  aucun  avantage  en  statique  graphique,  car  on 
ne  se  sert  que  de  rapports  linéaires,  et  non  de  rapports  numériques.  La 
spirale  qui  coïncide  avec  sa  propre  développée  et  qui  se  construit,  par  suite, 
plus  exactement,  doit  donc  être  préférée.  La  circonférence  qui  sert  à  me- 
surer les  angles  est  partagée  en  24  parties.  Il  faut  naturellement,  pour  que 
la  construction  soit  bien  précise,  que  les  arcs  de  ce  cercle  ne  soient  pas 
trop  éloignés,  ou  différents  des  arcs- correspondants  de  la  spirale;  on  a 
donc,  dès  que  la  spirale  s'est  trop  écartée  du  centre,  tracé  un  2*  cercle 
plus  grand  que  le  premier  que  Ton  a  partagé  de  la  même  manière. 

Exemple.  On  donne  les  3  hauteurs  d'un  parai lélipipède  abc,  trouver 
le  côté  du  cube  équivalent. 

1°  Il  faut  trouver 


X  =  \abc 


ou 


?  =  \/7 


b       C 

7  *1 


où  /  représente  l'unité,  c'est-à-dire  la  longueur  du  rayon  de  l'axe  polaire. 
On  détermine  sur  la  spirale  les  rayons  de  longueur  a,  ô,  e,  PI.  1„  on 

ajoute  les  trois  angles  al;  ht\  cl,  en  tenant  compte  de  leurs  signes,  et 
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-r  sera  le  rayon  vecteur  qui  formera  avec  /  un  angle  égal  au  |  de  Tangle 
total. 
2'  On  peut  simplifier  la  construction  en  posant  : 


X  i  /  *     ^ 

a       V    fl     a 


y\    /\ 


Si  a  est  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  des  2  hauteurs,  ba^  ca  sont  de 
même  signe  et  s^ajoutent,  et  le  résultat  est  partagé  en  trois  parties. 
Si  a  est  la  longueur  moyenne,  comme  nous  Tavons  supposé  PI.  I, , 

ba,  ca  sont  de  signes  contraires,  et  se  retranchent. 

Si  Ton  opère  de  manière  que  la  différence  aA  soit  mesurée  à  partir  du 
rayon  a  dans  le  plus  grand  angle,  et  que  Ton  partage  en  trois  parties 

égales  Tangle  aA,  la  longueur  du  premier  rayon  de  division  à  partir  de 
a  nous  donnera  Tinconnue  x. 
On  a  très  souvent  à  construire  l'expression  : 

x=  y/aJb, 
La  question  pourrait  être  résolue  au  moyen  de  la  spirale  en  mettant 

l'expression  sous  la  forme  -  =  W  — ,  mais  dans  tous  les  cas,  il  est  plus 

simple  de  se  servir  du  cercle  pour  déterminer  la  moyenne  proportion- 
nelle. 

Fipr.  28. 


Il  y  a  pour  cela  diff^érentes  constructions  représentées  fig.  28  et  qui 

reposent  sur  les  principes  suivants  : 

s 
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a)  La  tangente  est  moyenne  proportionnelle  entre  la  sécante  entière 
et  sa  partie  extérieure. 

b)  Toute  corde  est  moyenne  proportionnelle  entre  le  diamètre  passant 
par  une  de  ses  extrémités  et  sa  projection  sur  ce  diamètre. 

c)  La  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  quelconque  d'une  circonfé- 
rence sur  un  diamètre  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  seg- 
ments qu'elle  détermine  sur  ce  diamètre. 

d)  Les  |deux  cordes  déterminées  par  deux  arcs  de  cercle  de  même 
diamètre  et  terminées  d'un  côté  par  le  point  d'intersection  commun,  de 
l'autre  par  la  ligne  des  centres,  sont  moyennes  proportionnelles  entre 
leurs  rayons  et  le  segment  coupé  par  2  arcs  sur  la  ligne  des  centres. 

Les  propositions  a,  6,  c,  sont  démontrées  dans  tous  les  traités  de  géomé- 
trie, et  Ton  voit  que  b  eid  sont  identiques,  car  le  segment  dans  d  est  le 
double  de  la  projection  de  la  corde  dans  6,  par  contre  le  diamètre  en  d 
n'est  que  la  moitié  du  diamètre  en  b. 
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CHAPITRE  II 

LOGARITHMES  ET  RÈGLES  A  CALCUL 


6.   ADDITION  ET  SOUSTRACTION  AU  MOYEN  DE  RÈGLES  A  CALCUL 

La  représentation  graphique  des  logarithmes  est,  dans  la  pratique, 
d'une  très  grande  utilité.  On  peut  représenter  graphiquement  les  loga- 
rithmes de  différentes  manières,  et  notamment  au  moyen  de  la  règle  à 
calcul. 

Les  opérations  qui  se  rattachent  à  cette  représentation  ne  sont  pas  de 
nature  essentiellement  graphique ,  comme  le  calcul  par  le  trait  et  la 
staUque  graphique,  parce  que  les  quantités  algébriques  sont  représentées 
graphiquement  pour  fournir  des  résultats  algébriques,  taudis  que  dans 
la  statique  graphique  on  opère  graphiquement  sur  des  données  graphi- 
ques pour  obtenir  des  résultats  graphiques.  Nous  croyons,  néanmoins, 
devoir  indiquer  ces  méthodes,  çarce  que  toutes  les  brochures  écrites  sur 
les  règles  à  calcul  ne  parlent  pas  des  logarithmes,  qui  sont  la  base  de 
leur  théorie,  et  ne  donnent  par  suite  que  des  règles  pratiques  pour  les 
ouvriers.  Comme  il  est  impossible  de  se  servir  avantageusement  de  la 
règle  à  calcul,  si  Ton  ne  connaît  pas  la  théorie  des  logarithmes,  cet 
instrument  n*a  pas  trouvé  Taccueil  qu'il  méritait  auprès  des  ingénieurs 
instruits.  Nous  espérons,  en  démontrant  ses  propriétés,  en  répandre 
Tusage  à  TÉcole  polytechnique  de  Zurich. 

La  manière  d*ajouter  ou  de  retrancher  des  nombres  au  moyen  de  la 
règle  à  calcul  (*),  se  démontre  très  facilement  sur  des  échelles  mobiles. 

Supposons  deux  réglettes  divisées  et  graduées  de  la  même  manière. 


(*)  n  s'agit,  bien  entendu  ici,  d'^ne  règle  à  calcul  spéciale  pour  Taddition  et  la 
towtraetifm,  et  non  de  la  règle  À  caleol  ordinaire. 
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et  faisons  glisser  Tune  d*elles  au-dessous  de  Tautre  {/ig.  29);  il  est 
évident  que  la  différence  entre  les  numéros  de  deux  traits  placés 
en  regard  Tun  de  Tautre  sera  constante  pour  une  même  position 

Fig.  «9. 

Al   I   I    ■   .  I  .  .   .    . L_i I  -^  I L_i I I I I I I — I — I    I  I  I  I   I  I 

relative  des  réglettes  ;  dans  la  fig.  29,  cette  différence  est  de  7.  Repré- 
sentons par  a,  i,  c...,  les  numéros  des  divisions  de  la  réglette  supé- 
rieure^ et  par  aj,i|,(?|...,  ceux  de  la  réglette  inférieure;  on  aura,  en 
remarquant  que  ces  numéros  peuvent  aussi  désigner  les  longueurs 
0)  ABC  et  0,)  A,B,C,  : 

Si  Tune  de  ces  quantités,  par  exemple  i,  est  considérée  comme  in- 
connue, on  pourra  écrire  : 

Pour  bien  faire  sentir  le  sens  de  celte  Tormule,  nous  montrons  (/ig.  30) 

Fig   30. 

«. , J>„ ^T, 

comment  Ton  a  formé  la  longueur  A  au  moyen  des  longueurs  a,  a,,6j. 
Une  pareille  figure  est  toujours  possible. 

De  ce  que  nous  venons  de  dire,  il  résulte  que  : 

On  peut,  en  faisant  glisser  Fune  contre  Vautre  deux  réglettes  de  mime 
graduation ,  retrancher  un  nombre  d'un  autre ^  et  ajouter  un  3«  nombre 
à  leur  différence.  Les  réglettes  conservent  la  même  position  tant  que  les 
deux  premiers  nombres  restent  les  mêmes.  Toutes  les  valeurs  des  sommes 
cherchées  qui  dépendent  alors  du  dernier  terme  b,,  se  liront  sur  la  réglette 
supérieure  en  regard  de  h^  En  égalant  à  o  Vune  de  ces  quantités  on  peut 
ajouter  ou  retrancher  deux  nombres  quelconques, 

Fig.  ai. 
(S  ?A.  ^B  *^  20  2S  30 

On  peut  aussi  retourner  l'une  des  réglettes,  et  faire  correspondre  des 
graduations  allant  en  sens  contraire  {fig,  31)  ;  dans  ce  cas,  la  somme  de 
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deux  numéros  placés  verticalement  en  regard  Tun  de  l'autre  est  con- 
stante, et  Ton  obtient  les  résultats  suivants  : 


La  formation  de  b  s'explique  ^u  moyen  de  la  fig.  3â,  et  Ton  en  déduit 
les  propositions  suivantes  : 

On  peut^  en  fatsant  glisser  tune  contre  Vautre  des  réglettes  dont  la  gra- 
duation est  inverse^  retrancher  un  nombre  de  la  somme  de  deux  autres.  Les 
réglettes  conservent  la  même  position  t^elative  tant  que  la  somme  des  2  pre- 
miers  nombres  reste  la  même.  Toutes  les  valew's  correspondantes  au  résultat 
final  se  lisent  sur  la  réglette  supérieure  en  regard  de  b^ .  En  égalant  à  o  tune 
de  ces  quantités^  t opération  revient  à  ajouter  ou  retrancher  deux  nombres 
quelconques. 

On  peut  aussi  se  servir  de  réglettes  dont  Tune  ait  des  divisions  deux, 
trois, ...  fois  plus  grandes  que  l'autre.  Dans  la  fig.  33,  l'échelle  de  la 


i 


Fig.  83. 

3  10  A  IS  ^^  n,    ^^  ^ 

■     ■      '     '     ^     ■      '     ■ I I  > — • — I — I — • I i — I — i I t-jSl I      ■     '     ■     ■     ' 


réglette  inférieure  est  double  de  celle  de  la  réglette  supérieure.  Pour 
comparer  les  longueurs  de  la  deuxième  réglette  avec  celle  de  la  première, 
il  faut  évidemment  multiplier  les  numéros  de  sa  graduation  par  2  avant 
de  les  ajouter.  Nous  aurons  donc,  en  nous  servant  des  indices  1  et  2, 
pour  distinguer  les  graduations  des  deux  réglettes  z 

a, — 2a, =6, — 2i,='C,— 2c,=:..., 
*,=a,  — 2fl,+  2*„ 

En  retournant  les  réglettes  bout  à  bout  on  aura  : 

a,  +  2a,  =  6|  +  26,  =  c,  -f  ^i  =  ••• 
*,=:a, +  2a,  — 26,, 

Les  résultats  s'énoncent  comme  précédemment. 
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En  prenant  des  réglettes  dont  les  divisions  soient  dans  le  rapport  ~, 
il  faudrait  multiplier  les  numéros  de  la  graduation  par  m  et  par  n. 


7.    RÈGLE  A  CALCUL  ORDINAIRE 

Dans  les  règles  à  calcul  ordinaires,  les  longueurs  (0)AB...,  (0,)A,B,..., 
ne  sont  plus  proportionnelles  aux  nombres  ai...,  aj6|...,  mais  à  leurs 
logarithmes  log  a,  log  b...,  log  Oj,  log b^.,. 

On  peut  construire  graphiquement  ces  logarithmes  au  moyen  des  spi- 
rales logarithmiques  (PI.  Iiett)*  On  détermine  sur  Tune  de  ces  deux 
courbes  les  points  dont  les  distances  au  pôle  0  sont  i,  a,  6...,  et 
Ton  porte  sur  la  règle  des  divisions  dont  les  abscisses  sont  proportion- 
nelles aux  angles  que  forment  entre  eux  les  rayons  vecteurs  de  ces  points  ; 
les  abscisses  s'obtiennent  en  développant  les  arcs  de  cercles  interceptés 
par  ces  rayons  sur  une  circonférence  dont  le  centre  se  trouve  en  0.  En 
'  changeant  le  rayon  de  cette  circonférence,  on  obtiendra  différentes  lon- 
gueurs d'échelles.  On  retrouve  les  mêmes  échelles  pour  des  rayons  vec- 
teurs de  îV  ^  ^)  de  i  à  10  et  de  10  à  100.  On  porte  ordinairement  sur  la 
règle  deux  de  ces  échelles  à  la  suite  Tune  de  Tautre.  Nous  n'avons 
indiqué  la  méthode  précédente  que  pour  donner  une  construction  gra- 
phique des  logarithmes,  mais  dans  la  pratique,  on  se  borne  à  porter 
comme  abscisses,  deux  fois  à  la  suite  les  uns  des  autres,  les  logarithmes 
des  nombres  de  1  à  100,  mesurés  à  une  échelle  quelconque. 

Au  système  ainsi  formé,  on  joint  ordinairement  une  troisième  échelle 
ayant  des  divisions  doubles  des  précédentes  et  sur  laquelle  on  ne  porte 
qu'une  seule  fois  les  logarithmes  de  1  à  10,  comme  le  montre  la 
Aff.  34. 

Fis.  84. 

O B A , 

fl  2  3       4     S    6  7  S  glO  .        2      .     3       f     5    ^.7  »^.10| 


Dans  une  coulisse  pratiquée  au  milieu  de  la  règle  à  calcul,  on  place  une 
réglette  mobile.  La  partie  supérieure  de  la  règle,  dont  nous  continue- 
rons à  désigner  les  divisions  parai...,  contient  deux  séries  de  loga- 
rithmes. La  partie  supérieure  de  la  réglette  est  graduée  de  la  même 
manière.  Nous  donnerons  à  ces  divisions  Tindice  1,  et  nous  désignerons 
par  suite  par  a,,  é,,  c^...  les  longueurs  correspondantes  à  a,  6,  e...  Quand 
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h  division  de  la  partie  inférieure  de  la  réglette  est  la  même  que  celle  de 
la  partie  supérieure,  nous  la  désignerons  aussi  par  le  même  indice, 
c^estpà-dire  par  a„  6|,  c,...  Si,  au  contraire,  comme  dans  la  fig.  35  (n*  9), 
les  logarithmes  sont  portés  à  la  partie  inférieure  à  une  échelle  double, 
de  manière  que  cette  partie  ne  comprenne  qu'une  seule  série  de  loga- 
rithmes, nous  désignerons  les  divisions  par  a,,  6,,  c^...  La  partie  infé- 
rieure de  la  règle,  que  nous  affecterons  de  Tindice  3,  porte  toujours  des 
divisions  à  Téchelle  double,  et  par  suite  ne  renferme  qu'une  seule  série 
de  logarithmes. 

En  appliquant  les  règles  de  l'addition  de  la  fig.  30  à  la  partie  supé- 
rieure de  la  règle  et  de  la  réglette,  on  aura  : 

log  6  =  loga  — loga,  +  log  é^. 

Dans  la  figJU,  par  exemple,  on  aura 

*=?  3  =  6,75. 
4 

Le  théorème  énoncé  au  n*  6,  à  savoir  que  la  position  de  la  réglette  ne 

change  pas  tant  que  la  différence  a — a^  des  deux  premiers  membres 

reste  la  même,  peut  s'appliquer  maintenantaux  logarithmes  :  la  position  ne 

change  pas,  tant  que  la  différence  des  logarithmes,  c'est-à-dire  le  quotient 

des  nombres  correspondants,  reste  le  même.  Ainsi,  dans  la  fig.  34,  tous 

9 
les  nombres  dont  le  quotient  est  de  7  =:  2,25  se  correspondent  verti- 

calement  sur  la  règle  et  la  réglette. 

Ck)mme  0  est  le  logarithme  de  1 ,  on  peut,  en  égalant  à  i  l'un  des  trois 
nombres  précédents,  multiplier  ou  diviser  deux  nombres  quelconques 
l'un  par  l'autre. 

Nous  pouvons  résumer  tout  ce  qui  précède  de  la  manière  suivante  : 

On  peutf  en  faisant  glisser  la  réglette  mobile  (Tune  règle  à  calcul  graduée 
comme  la  réglette ^  multiplier  le  quotient  de  deux  nombres  par  un  troisième 
nombre  quelconquey  par  suite  aussi  multiplier  ou  diviser  un  nombre  par  un 
autre.  La  position  de  la  réglette  ne  change  pas  quand  les  deux  premiers 
nombres  restent  les  mêmeSy  et  par  suite  tous  les  nombres  dont  le  quotient  est 
constant  se  correspondent  respectivement  sur  les  deux  échelles. 

Gomme  les  divisions  correspondent  aux  mantisses  des  logarithmes,  il 
faut  ajouter  séparément  les  caractéristiques.  L'opération  se  fait  ordinai- 
rement de  tète.  Si  les  mantisses  des  logarithmes  à  ajouter  sont  assez 
grandes  pour  que  leur  somme  dépasse  Tunité,  l'extrémité  du  système  de 
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* 

lignes  de  la  fig.  30  tombe  sur  la  2*  série  de  logarithmes  de  la  règle.  11 
faut  donc,  dans  ce  cas,  augmenter  d'une  unité  la  caractéristique  que 
l'on  aurait  trouvée  sans  cette  circonstance.  11  faut  en  retrancher  l'unité 
lorsque  cette  extrémité  tombe  en  avant  de  la  1'*  série  de  logarithmes  par 
suite  de  la  grandeur  exagérée  du  dénominateur. 

Soit,  par  exemple,  à  former  b=z  -  7.  La  position  de  la  réglette  sera 
indiquée  par  le  tableau  suivant  : 

0;  f  9  10  15^ 

i;  4  4  7 

11  faut  ajouter  1  à  la  somme  des  c^iractéristiques,  qui  est  ici  0,  parce 
que  le  nombre  correspondant  7,  qui  forme  l'extrémité  du  système  com- 
mençant en  1,  tombe  à  droite  de  la  1''  série  de  logarithmes  de  la  règle. 
La  caractéristique  finale  est  donc  1,  et  le  résultat  est  15 1. 

Pour  former  b  =  —  •  700,  on  aurait,  pour  la  même  position  de  la 

réglette,  la  caractéristique 

1—9  +  2  +  1=5, 

et  le  résultat  serait  157^00. 

2 
Soil  6=  --BfS  à  former;  on  placera  la  réglette  dans  la  position  indi- 
y 

quée  par  le  tableau  suivant  : 

0;        1  7,8         I        2, 

1;  1        3,5  9, 

et  on  preudra  comme  origine  du  système  de  lignes  le  point  I  qui  forme 
le  commencement  de  la  deuxième  série,  car  on  a  besoin  de  la  série  pré- 
cédente. 

Si  l'on  retranche,  du  2  qui  suit  1 ,  log  9,  on  tombe  sur  la  série  précédente 
et,  même  après  l'addition  de  3,5,  on  n'arrive  pas  à  1.  La  caractéristique 
sera  9 ,  et  le  résultat  de  l'opération  0,78. 

0,2 
Pour  former--^  0,035,  la  caractéristique  serait 

9—2+8—1=4 

et  le  résultat  égal  à  0,0000078. 

Si  la  règle  à  calcul  est  construite  de  manière  que  la  réglette  puisse 
être  retournée,  on  peut  faire  les  mêmes  opérations  que  plus  haut.  Le 
nouveau  système  de  lignes  ne  se  distingue  du  précédent  qu'en  ce  qu'on 
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ajoute  d^abord  les  deux  logarithmes,  puis  qu'on  en  retranche  le  troisième. 
Dans  le  dernier  exemple,  la  réglette  aurait  la  position  indiquée  par  le 
tableau  suivant  : 

0;  7,8        f        2 

1;        1        9  7        3,5        1. 

Le  produit  de  tous  les  nombres  qui  se  correspondent  sur  la  règle  et  la 
réglette  est  égal  à  7. 

On  peut  donc^  en  retournant  la  réglette  y  diviser  le  produit  de  deux  nom- 
bres par  un  troisième  e/,  par  suite^  multiplier  ou  diviser  un  nombre  quel- 
conque par  un  troisième, 

La  position  de  la  réglette  ne  change  pas  tant  que  les  deux  premief's  nom- 
bres ety  par  siu'te,  leur  produit  ne  changent  pas^  et  tous  les  nombres  se  cor- 
i^pondant  sur  la  règle  et  la  réglette  ont  un  produit  constant. 

Comme  cas  particulier,  des  nombres  réciproques  se  cotrespondent  sur  la 
réglette  et  sur  la  règle  quand  la  division  i  de  la  réglette  se  trouve  au-dessous 
de  la  division  1  de  la  règle,  , 

Nous  n^avons  considéré  jusqu'ici  que  la  partie  supérieure  de  la  règle 
et  de  la  réglette,  considérons  maintenant  leur  partie  inférieure.  Dans  la 
disposition  de  la  fig.  34,  les  différences 

Iga  — lga,  =  21ga3  — Iga, 

seront  constantes. 

On  voit,  au  moyen  de  cette  équation,  qu'on  peut  trouver  les  b  dans 
les  rapports  : 

A  =  ^  ~  ^  ~  ^» 
6,       A,       a,  ~  ^i' 

c'est-à-dire  faire  les  opérations  suivantes  : 

6  =  -'  ^  =  -'  ^*  —  ^  A* 


OU 


«8  a     '       «3 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  traduire  ces  résultats  en  langage  or- 
dinaire et  nous  nous  contenterons  d'indiquer  les  positions  de  la  réglette 
dans  deux  cas  particuliers  :  celui  de  la  recherche  de  b^  et  celui  de  la  re- 
cherche de  6,. 

4   — s 

Soit  à  former  6,  =  --2,6  =3.  (Le  résultat  exact  est  3,0044,  on  voit 

y 

dailleurs  sur  la  règle  que  le  3  est  un  peu  dépassé.) 
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La  réglette  a  la  position  indiquée  par  le  taUean  : 


0; 

l 

9 

1; 

1 

4 

1 

1; 

8 

1 

3 

1 

4,2 

3 

3; 

3 

1,342 

2,6 

3 

5,2 

8,22 

Si  au  lieu  de  9,  on  avait  eu  3*,  on  aurait  pu  faire  toutes  les  opérations 
au  moyen  des  échelles  inférieures  i  et  3. 

Si  l'extrémité  du  système  de  lignes  se  trouve  dans  la  première  série, 
il  suflBt  d'ajouter  les  caractéristiques,  celle  du  carré  étant  naturellement 
doublée.  Si  l'extrémité  dépasse  la  première  série,  il  faut  ajouter  1  à  la 
caractéristique  trouvée.  Ainsi  pour 

*i  =  ^52  =120178. 

La  caractéristique  est  : 

1^94.2.1  +  1=5. 

La  même  position  de  la  réglette  permet  aussi  de  faire  le  calcul  suivant  : 


'.=  \/f^=2, 


6  (exactement  2,598); 

mais  il  faut  remarquer  que  l'origine  du  système  se  trouve  à  gauche  au 
premier  1  et  non  plus  au  point  1.  Si  la  somme  des  caractéristiques  n'est 
pas  égale  à  0,  il  faut  naturellement  la  diviser.  Cette  somme  pouvant  être 

impaire,  il  peut  arriver  que  sa  moitié  soit  de  la  forme  n-\--.  Dans  ce 

cas,  si  l'on  considère  l'échelle  3  de  la  règle  comme  la  vraie  échelle  de 

logarithmes,  les  longueurs  y^,  \'a^ ,  v/*!  des  échelles  supérieures  devront 

être  considérées  comme  des  demi-logarithmes  et  par  suite  la  caractéris- 

i 

tique  -  représentera  la  longueur  d'une  des  séries  supérieures  qu'il  faudra 
2 

ajouter  dans  ce  cas  au  système  de  lignes  pour  lire  le  résultat. 

Par  exemple,  *,=  K/j  .  30=8,22  (exactement  8,216). 

i 

La  caractéristique  est  -,  c'est-à-dire  qu'il  faut  ajouter  au  système  la 

longueur  d'une  série  supérieure,  et  le  résultat  se  lira  en  regard  du  nom- 
bre 3  placé  sur  la  deuxième  série  de  la  réglette  comme  l'indique  le 
tableau  précédent. 
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Si  le  système  ainsi  prolongé  dépassait  3,  il  faudrait  se  servir  de  la  série 
qui  précéderait  celles  de  la  réglette,  et  alors  ajouter  1  à  la  caractéris- 

1  1 

tique,  car  l'opération  indiquée  reTient  à  former  1  ~  -  au  lieu  de  -. 

z  z 


•.  =  \/î-80= 


Par  exemple  b^  =  K/j. 80=  13,42  (exactement  13,416). 

On  ne  peut  lire  le  résultat  qu*au  moyen  de  la  série  placée  avant  la 

réglette,  moins  la  caractéristique  =1.  (Voir  le  tableau.) 

Gomme  Técbelle  3  n*est  gravée  qu'une  fois  sur  la  règle,  il  n'est  pas 

toujours  possible  de  lire  à  la  fois  tous  les  résultats  ;  lorsque,  par  exem- 

9 
pie,  on  détermine  le  rapport  --  sur  les  échelles  0  et  1,  il  est  impossible 

4 

de  lire  en  même  temps  sur  les  échelles  1  et  3  les  rapports  compris  entre 

44         1  1  44 

J_  et  —,  et  entre  -^^  et  -^. 

Dans  ce  cas,  on  peut  très  facilement  trouver  le  résultat  au  moyen 
d'an  compas  :  on  mesure  avec  le  compas  la  longueur  qui  dépasse 
réchelle  et  on  la  porte  à  partir  de  l'autre  extrémité  de  cette  échelle. 
On  peut  aussi,  en  prenant  avec  le  compas  la  longueur  d'une  des  séries 
supérieures,  ou  en  la  marquant  sur  une  bande  de  papier,  reculer  d'une 
série  un  nombre  quelconque,  et  lire  le  résultat  sur  l'échelle  inférieure 
lorsque  la  réglette  n'atteint  pas  le  point  voulu.  Il  est  inutile  d'expliquer 
plus  longuement  ces  opérations  qui  sont  évidentes,  nous  passerons  sous 
silence  tous  les  cas  particuliers  qui  ont  tant  occupé  M.  Sella,  par 
exemple;  il  suffit  de  dire  qu'avec  le  compas  ou  une  bande  de  papier,  on 
peut  faire  toutes  les  opérations. 

En  égalant  à  l'unité  ou  entre  elles  une  ou  deux  des  longueurs  de  la 
page  41,  on  voit  qu'on  peut  exécuter  les  opérations  suivantes  : 

Élever  des  nombres  au  carré  et  au  cube  ;  diviser  des  nombres^  des  carrés^ 

des  cubesy  par  des  nombres  ou  des  carrés.  Extraire  des  racines  carrées  de 

3 
nombres  et  de  cubes,  c'est-à-dire  former  la  puissance  -;  déterminer  des 

moyennes  proportionnelles^  enfin  diviser  ces  puissances  par  une  racine 
carrée. 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  s'exercer  dans  ces  opérations 
qui  sont  toutes  simples,  et  nous  n'ajouterons  plus  qu'une  remarque  sur 
l'élévation  au  cube  et  l'extraction  de  la  racine  cubique. 

La  meilleure  méthode,  pour  exécuter  ces  opérations,  consiste  à  re- 
tonraer  la  réglette.  Si  l'on  met  en  regard  sur  la  réglette  et  sur  la  règle 
le  nombre  dont  on  cherche  le  cube,  l'extrémité  de  la  réglette  corres- 
pondra sur  la  règle  supérieure  au  cube  cherché.  Lorsque  le  nombre  est 
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supérieur  à  y/iO  =  2,454,  rextrémîté  du  système  de  lignes,  qui  se  com- 
pose du  logarithme  double  sur  Téchelle  3  et  du  logarithme  simple  sur 
réchelle  1,  tombe  dans  la  première  série;  la  caractéristique  est  alors 
trois  fois  celle  du  nombre.  Lorsque  le  nombre  est  compris  entre  2,454  et 

V 100  =4,642,  l'extrémité  du  système  tombe  dans  la  deuxième  série  et 
la  caractéristique  est  égale  à  trois  fois  celle  du  nombre  -f  1.  En  prenant 
des  nombres  plus  grands ,  l'extrémité  du  système  se  trouve  dans  la 
deuxième  série,  et  la  caractéristique  est  égale  à  trois  fois  celle  du 
nombre  +  2. 

Les  règles  pour  l'extraction  de  la  racine  cubique  sont  inverses  de 
celles  que  nous  venons  d'exposer. 

On  peut  extraire  les  racines  cubiques  suivantes  : 

6,  =  yaa,  =vaîa|. 

Après  avoir  retourné  la  réglette,  on  met  en  regard  les  nombres  a  dans 
les  échelles  correspondantes,  puis  l'on  cherche  le  nombre  qui  se  corres- 
pond à  lui-môme  sur  les  échelles  3  et  4.  L'on  cherchera  cette  correspon- 
dance entre  0  et  2,15  quand  la  caractéristique  est  entière,  entre  2,15  et 

4,64  lorsqu'elle  est  égale  à  un  nombre  entier  augmenté  de  -  ou  diminué 

o 

2 

de — -,  et  enfin  entre  4,64  et  10  quand  elle  est  formée  d'un  nombre 

o 

2  1 

entier  augmenté  de  -  ou  —  -. 

Soit  par  exemple  à  former 


Positions  de  la  réglette  : 


0 
1 
1 
3 


1                                  4  9  1                     3,6 

19  4  1 

1,532        19  4  3,3          1          7,12 

I         1,532                  2  2  3,3          6          7,12 


On  a  : 


y  3,6  =1,532,        car  la  caractéristique  =  0, 

1 


36  =3,3(019),  id,  —    , 

o 

v'sëÔ  =  7,12  ;7,H4).  id  =|. 
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Il  faut  remarquer,  pour  rapplicaiion  des  dernières  décimales,  que, 
lorsque  deux  mêmes  nombres  se  correspondent  sur  les  échelles  1  et  2, 
la  différence  de  longueur,  pour  une  même  différence  sur  le  nombre,  est 
moitié  aussi  grande  sur  Téchelle  1  que  sur  Téchelle  3.  Si  donc  on  lit 
deux  nombres  correspondants  aux  environs  du  point  exact,  la  différence 
enUre  eux  et  le  nombre  cherché  sera  sur  1  deux  fois  aussi  grande  que 
sur  3.  On  aura  par  exemple,'  en  faisant  coïncider  9  : 

i;  9,1  9         8,9, 

3:  8,95  9  9,05. 

On  voit  que  pour  avoir  9,  il  faut  de  9^05  retrancher  le  tiers  de  sa  dif- 
férence avec  9,1.  On  pourra  donc  facilement  interpoler. 


8.   DE  l'usage  DE  LA  RÈGLE  A  CALCUL  ORDINAIRE 


La  longueur  d'une  règle  à  calcul  ordinaire  est  de0",26  à  0",30.  Elle  est 
divisée  de  deux  en  deux  centièmes  entre  1  et  â,  de  0,05  en  0,05  entre  2 
et  5,  et  enfin  de  0,1  en  0,1  entre  5  et  10.  Si  Ton  admet  que  Ton  puisse 
apprécier  avec  une  certaine  exactitude  les  cinquièmes  de  divisions,  nous 
aurons  comme  approximation 


entre  1  et  2 
td.  2  et  5 
ïd.    5    et  10 


0,004  :(1  à  2)  =0,004  à  0,002, 
0,01  :(2  à  5)  =  0,005  à  0,002, 
0,02   :(5    à  10)  =  0,004    à    0,002. 


1 

En  moyenne,  Tapproximation  sera  de  ttt--;  Tusage  de  la  règle  à  calcul 

uUU 

est  donc  indiqué  pour  tous  les  cas  où  cette  approximation  est  suffisante  : 
ainsi  pour  les  calculs  de  sommes  d'argent  qui  ne  sont  pas  trois  cents  fois 
plus  grandes  que  la  plus  petite  monnaie;  pour  tous  les  devis  approxima- 
tifs; pour  les  calculs  des  poutres,  car  le  coefficient  de  résistance  est  loin 

1 

d'être  déterminé  avec  l'approximation  de  ^rrr  ;  pour  tous  les  petits  cal- 

ouu 

culs  qui  se  présentent  dans  la  construction  et  qui  demandent  rarement 
mie  plus  grande  exactitude.  L'usage  de  la  règle  à  calcul  doit  être  recom- 
mandé dans  tous  les  cas  précités,  car  il  épargne  du  temps  et  les  lectures 
seules  peuvent  occasionner  des  fautes.  Pour  lire  exactement,  faisons  en- 
core remarquer  l'avantage  suivant  :  il  est  difficile  d'interpoler  ou  de  lire 
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des  nombres  lorsqu*il  faut  apprécier  des  décimales  sur  chacune  des  deux 
échelles,  tandis  que  cette  difficulté  n'existe  pas  lorsque  sur  Tune  des 
échelles  le  nombre  correspond  à  une  division.  On  fera  donc  bien  de  cor- 
riger Tun  des  nombres,  celui  qui  correspond  à  une  plus  petite  division,  de 
manière  qu'il  tombe  sur  une  division  exacte  dans  l'autre  échelle.  Soit 
a-f^  le  nombre  qui  se  trouve  sur  le  côté  des  grands  intervalles;  $  repré- 
sente la  quantité,  toujours  plus  petite  que  0,1,  à  apprécier  entre  deux  divi- 
sions, et  supposons  qu'on  doive  faire  correspondre  à  a  4-^  un  nombre  a^ 
qui  ne  tombe  pas  non  plus  exactement  sur  une  division  ;  comme  l'on  a  : 

on  voit  que  la  position  de  la  réglette  ne  change  pas  quand,  au  lieu  de 
faire  correspondre  a,  et  a  +  o,  on  fait  correspondre  a,  —  ■       ^  et  a.  La 

correction  8'=     !^  ^  peut  se  lire  directement  sur  la  réglette,  car  il  ré- 

suite  de  l'égalité  r-  = — ^qu'elle  se  trouve  du  côté  de  a„  vis-à-vis  de 

la  correction  8  du  côté  de  a. 

Exemple.  Soit  à  faire  correspondre  312  et  743.  Les  subdivisions  sont 
plus  grandes  près  de  31  que  près  de  74.  Nous  fixerons  donc  31  et  corri- 
gerons 743.  Plaçons  provisoirement  74  au-dessous  de  31. 

0;  I  â  31, 

1  ;  4,78         74, 

vis-à-vis  de  la  correction  8  =  2  se  trouve  4,78  ou  5,  en  nombre  rond.  Nous 
devons  donc  corriger  743  de  5,  et  par  suite  placer  738  au-dessus  de  31 
ce  qui  peut  se  faire  très  exactement. 

On  opère  inversement  pour  lire  des  résultats,  vis-à-vis  de  31  on  lit 
exactement  738,  et  l'on  ajoute  5. 

Lorsque  la  réglette  est  renversée,  on  a  : 


{a  +  i)a,  =  a{a,  +  ^y 


Dans  ce  cas,  la  correction  n'est  pas  aussi  facile,  car  il  faut  d'abord 
faire  coïncider  a,  et  B  puis  lire  la  correction  vis-à-vis  de  a. 

0;        1        2  3,1 

1;  7,4        4,8        1. 
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U  en  est  de  même  pour  faire  coïncider  des  nombres  sur  les  échelles  1 
et  3.  On  a,  en  négligeant  les  puissances  supérieures  de  S  : 

a.:(a.  +  8)«  =  a.-i^:«î 
et 


,  +  .:,!=.,:  [„.-5^]'. 


n  faut  donc  faire  (T abord  coïncider  les  nembres  stir  les  échelles  0  eM, 
comme  si  a,  n^était  pas  au  carrée  puis  multiplier  ou  diviser  par  2  la  correc- 
tion^ suwant  qu'il  faut  rappliquer  à  Féchelle  i  oud  VécheUe  3. 

Cette  règle  reste  la  môme  lorsqu'on  retourne  la  réglette.      « 

Nous  allons  encore  montrer  par  quelques  exemples  comment  la  règle 
i  calcul  peut  servir  à  calculer  des  formules  usuelles  et  combien  son  em- 
ploi peut  être  ayantageuz. 

U  suffit  ici  de  faire  remarquer  combien  elle  est  utile  lorsque,  avec 
Tapproximation  qu'elle  permet,  il  faut  multiplier  plusieurs  nombres  par 
un  même  rapport.  On  forme  le  rapport  sur  la  règle  et  tous  les  produits 
se  trouvent  en  face  des  facteurs;  cette  application  se  présente  dans  les 
devis  où  plusieurs  objets  doivent  être  multipliés  par  le  même  prix.  Pour 
des  calculs  de  société,  on  place  la  masse  totale  vis-à-vis  de  la  totalité  des 
frais  et,  aux  différentes  parts  sociales,  correspondent  sur  la  règle  les 
frais  partiels. 

Pour  des  réductions  d'échelles,  on  place  la  base  de  réduction  vis-à-vis 
ue  i,  et  les  mesures  de  mêmes  longueurs  se  trouvent  vis-à-vis  Tune  de 
l'autre.  On  peut  aussi  effectuer  directement  des  réductions  composées 
en  opérant  de  la  même  manière. 

Les  Anglais,  par  exemple,  expriment  la  pression  ic  sur  l'unité  de  sur- 
face en  livres  de  (V,4534  ou  en  tonnes  de  i\0156,  l'unité  de  surface  étant 
le  pouce  carré  de  0*,Qâ54  de  côté.  Quelle  est  la  pression  «/^  en  kilog.  ou 
en  tonnes  par  centimètre  carré?  Nous  transformons  les  livres  anglaises 
3t.  et  le  pouce  carré  en  mesure  française.  Le  quotient  0,45347(s  :  2,54' 
devra  donner  sz  kil.  par  centimètre  carré.  On  fait  donc  coïncider,  dans  les 
échelles  i  et  3, 0,4534  et  2,54,  les  unités  de  pressions  se  liront  en  regard 
dans  les  échelles  0  et  i. 


0; 

,        1 

14,23 

14,7 

1; 

;        0,703 

1 

1,033 

i; 

0,703 

1 

4,4634, 

3; 

;       i 

Ath. 

2,54    . 
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Pour  des  tonnes,  on  aurait  : 


0; 

1 

4,45 

6,36 

♦  ; 

0,1574 

0.7 

1 

1; 

1,016, 

3; 

2,54  . 

On  peut,  de  la  même  manière,  trouver  les  prix  pour  des  unités  de  lon- 
gueur ou  des  unités  de  surface  différentes. 

Pour  multiplier  le  produit  de  deux  nombres  ou  d*un  nombre  et  d'un 
carré  par  un  coefficient  constant,  on  fera  bien  de  calculer,  une  fois  pour 
toutes,  la  réciproque  du  coefficient;  le  calcul  pourra  alors  se  faire  au 
moyen  d'une  seule  position  de  la  réglette. 

Nous  donnons  ici  un  tableau  de  coefficients  réciproques  pour  le  calcul 
des  corps  géométriques.  Nous  avons  désigné  par  d  les  diamètres,  par  u  le 
périmètre  du  cercle,  h  la  hauteur  du  corps,  par  s  le  côté  ou  longueur  de 
la  génératrice  qui  le  décrit. 


Surface  latérale  d*un  cylindre. 

Surface  latérale  d*un  cânedroit. 

Surface  latérale  d*un  tronc  de 
cône  droit 


Surface  d*un  cercle. 


Surface  d*une  zone  sphérique. 

Volume  d*un  cylindre  droit  cir- 
culaire  

Volume  d'un  c6ne  droit  circu 
laire 


Volume  d'une  sphère. 


ndh 

d  +  tlj 
2 

Tdh 


8 


-  =  0,3183 
?  =  0,6366 
?=  0,6366 

-=1,273 

ic 

^-  =  0.3183 
-=i;273 

-  =  3,820 

ir 

-  =  1,910 


uh 

uh 

4it 
12ic 
6it» 


2 
4ir  =  12,57 


4ic  =  ia!57 
12ic  =  37,70 
6iï*  =  59;22 


Si  les  cercles  sont  remplacés  par  des  polygones  réguliers ,  donnés 

par  leur  périmètre  et  les  diamètres  rf<  et  d^  des  cercles  inscrite  et 

u  u 

circonscrits,  on  aura  ir^sr  j  et  it<.=  — .  La  longueur  du  polygone  est 

alors  égale  à  7Ma.  =  7— =  71^,0?  =  -; — . 

4  4Tj.        4  4'«r< 

Nous  donnons  ici  les  valeurs  de  it^,  ir«,  47r,etles  réciproques  de  — 

4it» 

et  de  Y  t^. 

S*il  faut  calculer  les  poids  des  corps  au  lieu  de  leurs  volumes,  on  fera 
bien  de  combiner  avec  les  coefficients  déjà  calculés,  les  réciproques  des 
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Triaagle 

Curé 

Pentagone 

Heitgone. .  •  .  •  .  . 

Heptagone 

Octogone. 

Polygone  k   9  edtés. 

—  10  côtés. 
^  il  côtés. 
^  12  côtés. 
'        13  côtés. 

—  14  côtés. 

—  15  côtés. 

—  16  côtés. 


ic- 


2,598 

2,828 

2,939 

3,000 

3,037 

3,062 

3,078 

3,090 

3,099 

3,106 

3,111 

3,115 

3,119 

3,122 


«< 


5,196 

4,000 

3,633 

3,464 

3,371 

3,314 

3,276 

3,349 

3,229 

3,215 

3,206 

3,196 

3,188 

3,183 


4lt£ 


3,0793 

2,0000 

1,6813 

1,5396 

1,4618 

1,4142 

1,3821 

1,3612 

1,3449 

1,3333 

1,3259 

1,3179 

1,3112 

1,3065 


4 


0,7698 

1,0000 

1,1011 

1,1547 

1,1866 

1,2071 

1,2211 

1,2311 

1,2387 

1,2440 

1,2468 

1,2528 

1,2546 

1,2568 


47:, 


20,784 

16,000 

14,531 

13,857 

13,484 

13,255 

13,103 

12,997 

12,917 

12,861 

12,833 

12,782 

12,753 

12,730 


I 


poids  spécifiques,  de  manière  à  trouver  le  poids  cherché  en  ne  donnant 
qu'une  seule  position  à  la  réglette.  Dans  sa  Règle  logca^ithmique,  Paris, 
1845,  H.  J.-F.  Artur  a  calculé,  pour  différents  métaux,  les  coefficients 
suivants  : 

Le  poids  spécifique y 

Sa  réciproque  pour  le  calcul  des  prismes  dont  on  connaît  la 

section  et  la  hauteur ï  =  - 

Pour  le  calcul  de  cylindres  dont  on  connaît  la  hauteur  et  le 

carré  du  diamètre iiity' 

Pour  le  calcul  du  cylindre  dont  on  connaît  la  hauteur  et  le 

carré  du  périmètre iitCitY 

De  sphères  dont  on  connaît  le  cube  du  diamètre.  ......  6  :  icy' 

De  sphères  dont  on  connaît  le  cube  du  périmètre 6ic*:y 

Nous  donnons  (pages  50  et  51)  ces  coefficients  pour  certaines  matières, 
et  nous  ajouterons  un  seul  exemple  pour  montrer  leur  emploi. 

EiBMPLB.  Soient  deux  poutres  à  relier  par  un  boulon  de  0",025  de  dia- 
mètre. La  somme  des  épaisseurs  des  poutres  est  égale  à  66  centimètres. 
Quel  est  le  poids  du  boulon  ? 

Pour  tenir  compte  de  la  tête  et  de  Técrou,  nous  ajouterons  20  fois  le 

diamètre ,  c'est-à-dire  50  centimètres.  Le  coefficient  —7  pour  des  cy- 
fiodres  de  fer  est  égal  à  0,1625. 
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IfOMI  BBS  COMPt. 


A.  Corps  solides, 

Plttine  laminé. 

Or  forgé 

Mercure  (à  0*) 

Plomb  fondu 

Argent  fondu 

Cuitre  laminé 

Nickel  forgé 

Acier  non  écroui 

Fer  en  barre. 

Fer  fondu 

Fonte  grise 

Étain  fondu 

Zinc  fondu 

Hica,  S,7  k 

Calcaire,  2,6  k  Marbre.  .  .  . 

Quarz,  2,636—2,653 

Feldspath,  2.49  —  2,62.  .  .  . 

Graphite,  meulière,  etc.  .  .  . 

Sulfate  de  chaux,  2,2  —  .  .  . 

Craie  et  grès. 

Terre,  silicate  d'alumine, 

1,86  — 

Soufre 

Sable  sec,  1,4;  mouillé.  .  .  . 

Albâtre 

Mortier 

Argile,  Tase,  1,66  —  1,76.  .  . 

Ciment,  1,7 

Brique,  2,2 

Lait  de  chaux,  1,6  ;  sec.  .  .  . 

Charbon  dense 

Gypse,  terre  Tégétale  brûlée. 

Chaux  éteinte,  1,4;  vite. .  .  . 

Chêne  frais , 

Chêne  sec 

Acajou 

Buis  de  France 

Hêtre 

Frêne 

Orme  et  Aulne 

Prunier 

Pommier.. 


FOIM 

spéetfiqne 


22,069 

19,3617 

13,598 

11,3523 

10,4743 

8,95 

8,666 

7,8163 

7,7880 

7.2070 

7,67 

7,2914 

7,19 

3 

2,8376 

2,65 

2,6 

2,5 

2,4 

2,3 

2,2 

2 

1,9 

1,8470 

1,8 

1.7 

1,6 

1,5 

1,* 

1,3292 

1,25 

0,8 

0,930 

1,670 

1,063 

0,91 

0,852 

0,845 

0,800 

0,785 

0,733 


wta- 

FIOOOB 

da 
•  poids 
spécifique 
1:y'  =  T 


0,0453 

0,0516 

0,0735 

0,088! 

0,0955 

0,1170 

0,1154 

0,1279 

0,1284 

0,1388 

0,1304 

0,1371 

0,1391 

0,3333 

0,3524 

0,3774 

0,3846 

0,4 

0,4167 

0,4348 

0,4545 

0,5 

0,5263 

0,5336 

0,5556 

0,5882 

0,625 

0,6667 

0,7143 

0,7523 

0,8 

1,25 

1,075 

0,5988 

0,9407 

1,099 

1,174 

1,183 

1,250 

1,274 

1,364 


CTUMMI  »  POMCTMII 
DU  CÀtlÉ 


da 

diamètM 

4:icy' 


0,0577 
0,0658 
0,0936 
0,1122 
0,1216 
0,1423 
0,1469 
0,1629 
0,1635 
0,1767 
0,1660 
0,1746 
0,1771 
0,4244 
0,4487 
0,4805 
0,4897 
0,5093 
0,5305 
0,5536 

0,5787 

0,6366 

0,6701 

0,6794 

0,7073 

0,7489 

0,7958 

0,8488 

0,9004 

0,9579 

1,0186 

1,5915 

1,369 

0,7624 

1,198 

1,399 

1,494 

1,507 

1,592 

1,622 

1,737 


da 
périmètre 


0,5694 

0,6490 

0,9241 

1,107 

1,200 

1,404 

1,450 

1,608 

1,614 

1,744 

1,638 

1,723 

1,748 

4,189 

4,429 

4,743 

4,833 

5,027 

5,236 

5,464 

5,712 
6,283 
6,614 
6,706 
6,981 
7,392 
7,854 
8,378 
8,976 
9,454 

10,053 

15,706 

13,51 
7,525 

11,82 

13,81 

14,75 

14,87 

15,71 

16,01 

17,14 


DO  CDM 


da 

rayon 
6:icy' 


0,0865 
0,0986 
0,1405 
0.1682 
0,1823 
0,2134 
0,2204 
0,2443 
0,2452 
0,2650 
0,2490 
0,2619 
0,2656 
0,6366 
0,6731 
0,7208 
0,7345 
0,7639 
0,7958 
0,8304 

0,8681 

0,9549 

1,005 

1,019 

1,061 

1,123 

1,194 

1,273 

1,364 

1,437 

1,528 

2,387 

2,054 

1,144 

1,797 

2,099 

2,242 

2,260 

2,387 

2,433 

2,606 


de  U 
suiface 
6ic«:y' 


2,683 
3,058 
4,355 
5,216 
5,654 
6,616 
6,833 
7,576 
7,604 
8,217 
7,721 
8,122 
8,236 
19,74 
20,37 
22,35 
22,78 
23,69 
24,67 
25,75 

26,92 
29,61 
31,17 
31,60 
32,90 
34,83 
37,01 
39,48 
42,29 
44,55 
47,37 
74,02 
63,67 
35,46 
55,71 
65,07 
69,50 
70,06 
74,02 
75,44 
80,79 
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NOKI  M8  CORPS. 


Cerisier. 


Noyer 

Poirier 

Sapin  jamie 

Smpin 

Tilleiil  et  noisetier.  .  .  . 
Peiqilier  bltnc  d*Espagne. 

Pei^ier  ordinaire 

liége 


fi.  tdquides, 

Aelde  snifnriqne.. 

Eaa  de  la  mer  Morte 

Eau  de  mer 

EandittiUée 

Vin  de  Bourgogne 

HvUe  d'olite 

Huile  essentielle  de  térében- 
tliine 

Bitome  liquide 

Alcool  absolu 

Éther  sulfurique 

C.  Gaz. 

Air  see 

Vapeur  d'iode 

Vapeur   d*essence    de   téré- 
benthine  • 

Vapeur  d'éther  sulfurique.  .  . 

Chlore 

Gaz  sulfureux 

Vapeur  d*aleool  absolu.  .  .  . 

Acide  carbonique 

Gar  hydrochloriquc.  ..... 

Gaz  hydiosulfurique 

Oxygène 

Azote. 

Oxyde  de  carbone 

Vapeur  d'eau 

Anunoniaque 

Gaz  des  marais 

Hydrogène  arsénié 

Hydrogène 


POIDS 

spécifique 


0,715 
0,671 
0,66! 
0,d57 
0,550 
0,604 
0,529 
0,383 
0,240 


1,8409 

1,2403 

1,0263 

1,0 

0,9915 

0,9153 

0,8697 
0,8475 
0,792 
0,7155 


aici- 

PBOOOB 

do 

poids 
spécifique 

i:t'=t 


1,399 
1,490 
1,513 
1,522 
1,818 
1,656 
1,890 
2,611 
4,167 


0,5432 

0,8063 

0,97U 

1,0000 

1,009 

1,095 

1,150 
1,180 
1,263 
1,398 


CTUMDaB  EN  PONCTION 
DU  CÂt%È 


du 
diamètre 
4:xr' 


1,781 
1,898 
1,926 
1,938 
2,315 
2,108 
2,407 
3,324 
5,305 


0,6916 

1,027 

1,241 

1,273 

1,284 

1,391 

1,464 
1,502 
1,608 
1,780 


dn 

périmètre 

4ic:y' 


17,58 
18,73 
19,01 
19,13 
22,85 
20,81 
23,75 
32,81 
52,36 


6,826 
10,13 
12,24 
12,57 
12,67 
13,73 

14,45 
14,83 
15,87 
17,56 


SPHiaS  BN  FONCTION 
DO  COBB 


d>l 

rayon 
6  lin" 


2,671 
2,846 
2,889 
2,907 
3,472 
3,162 
3,610 
4,987 
7,958 


1,037 
1,540 
1,861 
1,910 
1,926 
2,087 

2,196 
2,254 
2,411 
2,669 


de  la 
SOI  face 
6ic«  :  y' 


oz,oz 
88,25 
89,59 
90,13 
107,7 
98,04 
111,9 
154,6 
246,7 


32,17 
47,74 
57,70 
J(9,22 
59,73 
64,70 

68,09 
69,87 
74,77 
82,76 


Mille  fois  les  densités  par  rapport  àTeau  sous  la  pression  0,76 


1,2987 
11,319 

6(1870 
3,3584 
3,2078 
2,9013 
2,0052 
1,9792 
1,6200 
1,5470 
1,4357 
1,2623 
1,2427 
0,8097 
0,7749 
0,7208 
0,6870 
0,08974 


0,7700 
0,0883 

0,1616 
0,2978 
0,3117 
0,3447 
0,4773 
0,5053 
0,6173 
0,6464 
0,6965 
0,7922 
0,8047 
1,235 
1,290 
1,387 
1,456 
11,14 


0,9804 
0,1125 

0,2058 
0,3791 
0,3969 
0,4389 
0,6077 
0,6433 
0,7860 
0,8230 
0,8868 
1,009 
1,025 
1,572 
1,643 
1,766 
1,853 
14,19 


9,676 
1,110 

2,031 
3.742 
3,917 
4,331 
5,998 
6,349 
7,757 
8,123 
8.753 
9,955 
10,11 
15,52 
16,22 
17,43 
18,29 
140,0 


1,471 
0,1687 

0,3087 
0,5687 
0,5954 
0,6583 
0,9115 
0,9650 
1,179 
1,235 
1,330 
1,513 
1,537 
2,359 
2,465 
2,650 
2,780 
21,28 


45,60 
5,232 

9,571 
17,63 
18,46 
20,41 
28,26 
29,92 
36,55 
38,28 
41,25 
46,91 
47,65 
73,14 
76,42 
82,16 
86,20 
659,9 
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iruBiuuu  uo  la  i^ 

C|^10»M 

7   pUUt     1. 

"*""'"'""    0,1638     • 

0; 

1; 

2; 

1 

444 

116 

volume 
46  34         longueur 
25         diamètre 

caractéristique. 

2.9- 

-9  +  1=0. 

Le  boulon  pèse  donc  4'%44. 

Dans  beaucoup  de  cas  Texactitude  de  la  règle  à  calcul  sufBt  pour  les 
problèmes  d*hydraulique,  car  les  coefficients  fournis  par  Texpérience 
n'ont  pas  une  exactitude  de  3^^ ,  et  Ton  se  fait  illusion  quand  on  croit 
pouvoir  obtenir  une  approximation  plus  grande.  Nous  donnerons  ici 
quelques  indications  au  sujet  de  l'emploi  de  la  réglette. 

Soit  à  calculer  la  vitesse  de  Teau  dans  des  fleuves  ou  canaux  au  moyen 
de  la  formule 

Vta 

Nous  considérons  l'échelle  3  comme  celle  des  vrais  logarithmes.  Nous 
ferons  coïncider  l^  avec  ^,,  puis  à  A,,  extrémité  du  système  de  lignes, 


\/f 


nous  ajouterons  la  différence  des  logarithmes  W  —  mesurée  avec  le 

compas  sur  l'échelle  1,  et  nous  trouverons  sur  3  la  vitesse  v.  Gomme  ce 
résultat  s'obtient  sur  l'échelle  double,  on  peut  très  exactement  lui  faire 
correspondre  sur  0,  la  division  1  de  l'échelle  1,  et  lire  sur  0,  vis-à-vis  de 
F,  la  masse  d'eau  Q. 
Souvent  les  quantités  Q,  A,  A,  et  /  sont  données  et  il  faut  calculer  par 

F  /h 

essais  la  valeur  - .  On  combine  alors  avec  k  K/  -un  nombre  quelcon- 
que, et  Ton  calcule  directement  (  *  \/  j)  V/ — • 

Weisbach  emploie  le  coefficient  C  au  lieu  du  coefficient  k.  On  a  alors 
la  relation  : 

kK  =  2g 

d'où  l'on  tire  très  simplement  k  au  moyen  de  la  règle  à  calôul  en  fonc-» 
tion  des  différentes  valeurs  de  (.  On  lit  ensuite  ^g  =  19,62  sur  0,  on  lui 
fait  correspondre  1  ou  10  de  l'échelle  1,  et  les  Ç  et  *  se  trouvent  vis-à- 
vis  l'un  de  l'autre  sur  les  échelles  1  et  3. 
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Pour  calculer  la  hauteur  h  résultant  d'équations  de  la  forme 


»• 


on  forme  tj  /  et  on  y  ajoute,  au  moyen  du  compas,  le  rapport  ^ 
Pour  calculer  des  formules  de  la  forme  : 


Q  =  jiV/2?**^  = 


0.2258 


on  forme  t^  en  prenant  avec  le  compas  la  moitié  de  k*  sur  la  réglette, 
et  on  ajoute  cette  longueur  à  .  ll^-» 

U.2Z5o 

On  voit,  par  ces  exemples,  combien  Ton  peut  étendre  l'emploi  de  la 

règle  à  calcul  au  moyen  du  compas.  On  peut,  en  général,  prendre  avec^ 

(* 
le  compas  un  rapport  quelconque  -  et  au  moyen  du  rapport  des  sinus 

m 

m  /c  \** 

-  (voir  n*  2,  page  10),  former  la  longueur  Ig  (- )  >  l'ajouter  à  un  sys- 
tème de  lignes  quelconque,  par  exemple  à-^A,  et  calculer   ainsi  les 


«I 


valeurs  de  la  forme  : 


m 


d'une  manière  très  simple  et  très  rapide. 
Le  même  rapport  peut  se  répéter  plusieurs  fois,  de  sorte  que  l'on 


p*" 


(c  \      '^«i 
-  j  par  des  nombres  ou  rapports  quelconques. 

Les  multiplications  successives  d'un  rapport  constant  par  différentes 
puissances  d'un  nombre  se  font  très  simplement  au  moyen  d'échelles. 

Les  règles  anglaises  (n*  12)  dont  nous  parlerons  dans  le  numéro  sui- 
vant ont  de  ces  échelles,  qui  sont  construites  pour  déterminer  la  valeur 
l',05  de  1'  au  bout  d'une  année  de  placement,  de  manière  que  l'on 
puisse  multiplier  un  nombre  quelconque  par  les  puissances  de  cette 
valeur,  sans  le  recours  du  compas  ou  de  la  bande  de  papier. 

Nous  exposerons,  dans  les  chapitres  suivants,  de  nouveaux  perfection- 
nements qui  étendent  encore  l'usage  de  la  règle  à  calcul. 
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9.  RÈGLE  A   CALCUL  PERFECTIONNÉE 


Nous  allons  indiquer  quelques  perfectionnements  qu*on  a  apportés 
dans  la  construction  des  règles  à  calcul  afin  d'en  étendre  remploi  ou  de 
l'approprier  à  des  calculs  spéciaux. 

Dans  ces  derniers  temps,  MM.  Tave^mier  et  Vinay  (Paris,  39,  rue  de 
Babylone)  ont  remplacé  la  graduation  inférieure  de  la  réglette  par  une 
graduation  double,  de  manière  que  la  réglette  porte  la  graduation  dou- 
ble aussi  bien  que  la  graduation  simple  {fig.  35).  Il  ne  serait  phis  possi- 

Fig.  85. 


a  6  y  6? 


10 


if 


^ 


rn 


j 


f 


♦     $    «~7 


J i''i'î^ 


^^S  ^smm 


ble,  avec  cette  disposition,  de  faire  correspondre  Téchelle  simple  avec 
réchelle  double  sur  deux  règles  voisines  si  l'on  n'y  avait  pas  remédié  au 
moyen  d'un  curseur  (voir  la  figure)  qui  permet  de  reporter  les  nombres 
d'une  échelle  sur  l'autre.  Le  curseur  peut  se  déplacer  sur  la  règle  et 
la  réglette  glisse  au-dessus  du  curseur  sans  le  toucher.  Les  traits  mar- 
qués sur  les  deux  petits  indicateurs  donnent,  pour  une  position  quel- 
conque, des  nombres  correspondants  sur  les  quatre  échelles. 

Ce  changement  présente  les  avantages  suivants  :  parmi  les  opérations 
indiquées  comme  possibles  dans  le  n*  7,  p.  38,  ne  se  trouvent  pas  les 
deux  suivantes  : 


et      b.  =  —  Jb,, 


On  peut  maintenant  les  effectuer.  Soit,  par  exemple, 


^,  =  1*3»      et      ^  =  ^^/9. 


Position  de  la  réglette  : 

0 
i 
2 
3 


2,75 
9 
3 
5,25 


4 

7. 


Dans  la  première  opération,  on  lit  sur  0,  au  moyen  du  curseur  et  vis- 
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à-vis  du  nombre  3  de  Téchelle  2,  le  nombre  27,5  (exactement  27  ^)  ;  la 
caractéristique  est  1,  car  le  système  de  lignes  dépasse  la  première  série. 
Dans  le  deuxième  exemple,  on  lit  5,25  sur  l'échelle  3,  vis-à-vis  de  9  de 
réchelle  1.  On  considère,  dans  ce  dernier  exemple,  les  échelles  2  et  3 
comme  celles  des  logarithmes  entiers  et  Téchelle  0  comme  celles  des 
demi-logarithmes  ou  des  racines.  On  peut  maintenant,  d'une  manière 
générale,  combiner  des  carrés  et  des  nombres  ou  des  nombres  et  des 
racines  carrées. 

En  supposant  le  dénominateur  égal  à  1,  on  voit  qu'il  est  possible  de 
former  des  puissances  quatrièmes  et  d'extraire  des  racines  bicairées. 
Cette  dernière  opération  s'effectue  très  facilement  comme  celle  de  l'ex- 
traction des  racines  cubiques,  en  retournant  la  réglette.  On  recule  le  cur- 
seur jusqu'à  ce  qu'il  indique  le  même  nombre  sur  l'échelle  3  et  sur 
réchelle  2  (placée  maintenant  vis-à-vis  de  l'échelle  0). 

Pour  un  seul  et  même  nombre,  la  coïncidence  peut  se  produire  en 
quatre  points  différents,  suivant  que  la  caractéristique  est  égale  à  un 

nombre  entier  ±.--,  où  i  peut  représenter  les  quatre  nombres  1,2,  3,  4. 

4 

Pour  des  caractéristiques  entières,  la  réglette  retournée  dépasse  l'ex- 
trémité gauche  de  la  règle  de  plus  que  la  longueur  d'une  petite  échelle, 
et  le  point  de  coïncidence  se  trouve  entre  1  et  1,7783.  Lorsque  la  carac- 

1  3 

téristique  est  augmentée  de  la  fraction- ou  — 7,  la  réglette  dépasse 

4  4 

Textrémité  de  gauche  d'une  longueur  inférieure  à  celle  d'une  petite 

échelle;  la  coïncidence  a  lieu  entre  1,7783  et  3,1622.  Avec  les  fractions 

±:-,  la  réglette  dépasse  l'extrémit^  de  droite  d'une  longueur  moindre 

4 

que  celle  d'une  petite  échelle,  et  la  coïncidence  a  lieu  entre  3,1623  et 

3  1 

5,6234;  enfin,  avec  les  fractions -|- 7 ou  — 7,  la  réglette  dépasse  l'extré- 

4  4 

mité  de  droite  d'une  longueur  supérieure  à  celle  d'une  petite  échelle,  et 
la  coïncidence  a  lieu  entre  5,6234  et  10. 

On  peut,  sur  cette  règle  à  calcul,  former  directement  a*  et  c?\  la  ré- 
glette étant  retournée,  on  lit,  sur  les  échelles  1  et  3,  qui  sont  maintenant 
en  contact,  des  nombres  égaux  dont  le  cube  est  égal  à  la  quatrième 
puissance  des  nombres  qui  se  correspondent  sur  les  échelles  2  et  3  au 
moyen  du  curseur. 

Les  deux  coïncidences  auront  rarement  lieu  pour  une  même  position 
de  la  réglette  et  il  faudra,  le  plus  souvent,  reculer  la  réglette  d'une 
double  échelle.  Soit,  par  exemple,  8*  =  16*. 
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0;  4,1  4,f  10 


2; 

2,53 

10           8 

1; 

1,6 

1             1 

3; 

1 

1,6 

2,53 

6,4        8        10 
Extrémité  de  la  règle. 

Si  sur  3  et  sur  1  on  fait  coïncider  1 ,6,  on  lira  sur  0  le  nombre  4,1  avec 

la  caractéristique  3,  c'est-à-dire  4100  (exactement  4096).  L'extrémité  de 

la  règle  n'atteint  que  6,4  sur  Téchelle  3.  La  coïncidence  pour  2  et  3  aura 

lieu  au  point  2,53  ;  mais,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  précédemment, 

3 
il  faut  la  chercher  entre  5,623  et  10  à  cause  de  la  caractéristique  j;  on 

fera  donc  glisser  la  réglette  de  sa  longueur  entière  en  conservant  sur  3 
la  position  6,4  au  moyen  du  curseur;  dans  cette  nouvelle  position,  la 
réglette  dépassera  la  règle  de  plus  d'une  série,  et  la  coïncidence  aura  lieu 
au  point  8, 

Il  faut  considérer  le  curseur  comme  un  véritable  perfectionnement  (*); 
il  permet  de  marquer  sur  l'une  des  échelles  un  nombre  quelconque  tom- 
bant entre  les  subdivisions  et  de  chercher  avec  exactitude  le  nombre  qui 
lui  correspond  sur  une  des  autres  règles.  Les  corrections  indiquées  n*  8, 
p.  46,  deviennent  donc  inutiles.  Malheureusement  le  curseur  n'est  pas 
toujours  parfaitement  perpendiculaire  à  la  règle.  Un  autre  inconvénient 
consiste  en  ce  qu'on  ne  peut  plus  faire  coïncider  des  nombres  dont  le 
produit  est  constant;  cette  opération  doit  se  faire  au  moyen  du  curseur, 
car  les  deux  échelles  simples  ne  peuvent  plus  être  placées  vis-à-vis  l'une 
de  l'autre. 

10.   RÈGLE  TRIGONOMÉTRIQUE 

Sur  le  revers  de  la  réglette  et  en  son  milieu  se  trouve  l'échelle  suivant 
laquelle  la  double  série  de  logarithmes  a  été  po.rtée.  Elle  est  disposée  de 
manière  qu'en  plaçant  le  1  de  la  réglette  au-dessus  d'un  nombre  quel- 
conque de  l'échelle  inférieure,  on  lise  sur  le  revers  de  la  réglette  et  à' 
l'extrémité  de  la  règle,  la  valeur  du  logarithme  de  ce  nombre.  Les  deux 
bords  du  revers  de  la  r^lette  portent  les  log  sin  et  les  log  tang  à 
l'échelle  de  la  série  simple  pour  les  valeurs  caractéristiques  8  et  1.  Les 
sinus  commencent  donc  à  34'24",7  et  s'étendent  jusqu'à  90**  (voir /f;.  36); 
les  tangentes  commencent  à  34'22'',7  pour  s'étendre  jusqu'à  45*.  MaU 

(*)  Noas  croyons  toutefois  devoir  ajouter  que  Tauteur  a  changé  d^avis  sur  ce  point 

et  qu'il  considère  le  cureeur  comme  réduisant  l'exactitude  à-rau  lieu  derrr. 

50  300 
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heureusement  ces  graduations  sont  faites  d'une  manière  très  grossière. 
Jusqu'à  10%  la  graduation  n*est  faite  que  de  10'  en  10',  tandis  que  Tin- 
tervalle  entre  40'  et  50''est  aussi  grand  que  30  des  subdivisions  indiquées 
sur  la  règle  entre  1,4  et  2,  on  pourrait  donc  le  diviser  en  demi-minutes, 

Pig.  36. 


f^ 


\y' ' 'V' ^'■'^'"'''^'T'f  f  '^^*  ^  '^  'î'Il  "  T  "'^;L'i!"'^'i!!'4'i"l'  ili'i 

■•^'^w''''^i*i''''''W''g^vv!VVi'V'V'!'''''''^v'''^''^'''^y'^'.''^:'^[ 


IIBIMIinillllMllini    11'   l|WHHaHHailBHHHHaMB«|«||||||||l||ll|IUIIII 


IT    T.,, 7., 


èSiÔ] 


mais  avec  la  graduation  actuelle,  il  est  inutile  de  songer  à  placer  exacte- 
ment la  réglette. 

Vers  Teztrémité  de  la  réglette,  il  y  a  aussi  peu  d'exactitude.  Entre  50 
et  60*,  il  y  a  encore  dix  subdivisions  et  enfin  trois  traits  indiquant  75*, 
80*  et  90*  entre  lesquels  il  est  impossible  d'interpoler.  En  dehors  de  ces 
dernières  divisions,  on  peut,  après  avoir  retourné  la  réglette  de  manière 
que  la  partie  inférieure  se  trouve  en  haut,  multiplier  des  quantités  par 
des  rapports  de  sinus  et  de  cosinus,  c'est-à-dire  résoudre  beaucoup  de 
problèmes  de  trigonométrie.  Lorsque  les  extrémités  des  échelles  coïnci- 
dent, les  sinus  se  trouvent  sur  la  règle  en  regard  des  degrés. 

Les  remarques  que  nous  avons  faites  pour  les  sinus  des  petits  angles 
s'appliquent  aussi  à  leurs  tangentes;  à  partir  de  10*,  la  graduation  est 
faite  de  20'  en  20'  et  entre  20*  et  45*  de  30'  en  30'.  On  ne  peut  donc  com- 
modément multiplier  par  des  rapports  tangentiels  qu'entre  2*  et  45*. 
Lorsque  Ton  veut  déterminer  le  rapport  des  tangentes  de  deux  angles, 
Tun  plus  grand,  Tautre  plus  petit  que  45*,  on  obtient  son  logarithme  en 
mesurant,  sur  l'échelle  des  tangentes,  la  longueur  comprise  entre  le 
plus  petit  angle  et  l'extrémité  correspondant  à  45*,  et  en  y  ajoutant  la 
longueur  mesurée  en  sens  inverse  depuis  45'  jusqu'au  complément  du 
plus  grand  angle.  Le  tout  peut  se  faire  au  moyen  du  compas,  mais  Topé- 
ration  n'est,  en  généi'al,  pas  simple;  car,  pour  dé  grandes  différences 
d'angles,  la  longueur  obtenue  peut  être  quatre  fois  celle  d'une  des  pe- 
tites séries  de  logarithmes;  il  faut  alors  retrancher  de  1  à  3  de  ces  séries, 
ajouter  autant  d'unités  à  la  caractéristique  et  opérer  sur  le  reste  comme 
sur  un  rapport  de  tangentes.  Ces  réductions  étant  longues,  nous  nous 
servons  de  la  même  règle  à  calcul  que  pour  les  calculs  trigonométriques 
les  plus  simples.  Lorsque,  par  exemple,  les  extrémités  de  l'échelle  des 
tangentes  coïncident  avec  celles  des  échelles  supérieures  de  la  règle,  on 
peut  lire  les  tangentes  en  regard  des  degrés.  Ainsi,  l'on  voit  qu'à  une 
rampe  de  10  p.  100  correspond  l'angle  de  5*43'  (exactement  5*  42' 38"). 
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A  quel  angle  correspondent  des  rampes  de  â  sur  dO  et  sur  3  mètres.  Les 
caractéristiques  sont  8  et  9.  Pour  résoudre  les  deux  problèmes,  nous 

placerons  Téchelle  des  tangentes  au-dessous  du  3  de  la  deuxième  série  ; 
comme  l'indique  le  tableau  suivant,  où  le  commencement  de  la  réglette 
est  indiqué  par  34'  et  Textrémité  par  45\ 

0  1  2  3  10  20         30      1 

Tg      34'      1*54      3*49      5*43      48*25      33*45      45 

Le  2  qui  se  trouve  entre  34'  et  5*  43  nous  donne  Tangle  3*  49  (exacte- 
ment 3"  48' 49")  qui  correspond  à  la  caractéristique  8  (tg=— )  et  le  2 
qui  se  trouve  entre  5*  43  et  45'  nous  donne  Tangle  33*  45  (exactement 
33* 41' 24")  qui  correspond  à  la  caractéristique  9  (  tg  =  -,  rampe  de  1  {  j . 

Remarquons  que  le  1  et  le  10  nous  donnent  les  angles  correspondants  à 

1  1 

des  rampes  de  r-  et  de  - .  Ces  angles  sont  de  T  54'  (exactement  1*  54'  33") 

et  de  18*  25'  (exactement  18*  26'  6"). 

En  général,  à  chaque  angle  correspondent  les  hauteurs  mesurées  à 
une  distance  du  sommet  de  Tangle  égale  à  30. 

Enfin,  pour  calculer  aussi  des  fonctions  trigonométriques  pour  des 
angles  au-dessous  de  34' 23",  on  a  porté  sur  Téchelle  0  les  longueurs 
réciproques  de  1'  et  de  1",  c'est-à-dire  les  nombres  de  minutes  et  de 
secondes  que  comprend  un  diamètre.  Ces  nombres  sont  de  3437,75  et  de 
206  265  (il  eût  été  utile  de  marquer  aussi  le  nombre  de  degrés,  57,296  ; 
nos  figures  sont  trop  petites  pour  indiquer  Fun  quelconque  de  ces  nom- 
bres). Gomme,  jusqu'à  1*,  les  sinus  et  les  tangentes  ne  diffèrent  qu'à 
partir  de  la  quatrième  décimale,  on  pourra,  pour  remploi  de  cette  règle, 
prendre  Tare  au  lieu  du  sinus  ou  de  la  tangente.  On  peut  maintenant 
multiplier  un  nombre  quelconque  de  minutes  ou  de  secondes  par  un 
rayon.  Trouver,  par  exemple,  la  longueur  d'un  arc  de  n  minutes  décrit 

fi   VIO 

avec  300  mètres  de  rayon;  il  suffit  de  former  -777^*  Position  de  la 
réglette  : 

0;  1  1,745  3         5,25        8,73 

1;        11,45  20  (1')         60  100' 

En  tenant  compte  de  la  caractéristique  3  de  1 : 1'  on  voit  que,  pour 
300  mètres  de  rayon,  1  mètre  correspond  à  ir,45  et  que  les  arcs  sont 
donnés  en  minutes  vis-à-vis  de  leur  longueur;  60'  ou  V  a  une  longueur 
de  5",24,  etc. 

On  voit,  par  la  différence  entre  les  angles  exacts  et  ceux  que.  nous 
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trouvons  par  la  règle  à  calcul,  que  les  opérations  sont  peu  approchées, 
quelque  habitude  que  Ton  ait  de  Tinstrument.  On  pourrait  un  peu  aug- 
menter rapprozimation  par  une  meilleure  graduation,  surtout  au  com- 
mencement de  réchelle,  mais  les  erreurs  seraient  encore  sensibles.  Elles 
ne  sont  d'ailleurs  qu'apparentes  et  proviennent  d'une  autre  raison  ;  nous 
mesurons  les  longueurs  an  moyen  d'instruments  divisés  très  grossière- 
ment, par  exemple  avec  des  chafaies  dont  les  tiges  ont  (r,20  à  (r,50  de 
long,  tandis  que  les  angles  se  mesurent  avec  des  instruments  d'une 
grande  précision  dont  les  subdivisions  ne  peuvent  se  lire  qu'an  moyen 
de  la  loupe;  par  suite,  en  combinant  des  longueurs  avec  des  angles,  ces 
derniers  sont  donnés  avec  un  plus  grand  nombre  de  décimales,  et  la  lec* 
ture  des  angles  sur  la  règle  parait  moihs  exacte. 

Exemple.  Soient  50*,  70*  et  60*  les  angles  d'un  triangle,  soit  600"  la  longueur  du 
côté  opposé  à  70*.  Quelle  est  la  longueur  des  deux  autres  côtés? 
On  place  6  vis-à-Tis  de  70,  voir  fig,  36,  et  Ton  a  : 

0  1         4d9         553         600  10 

ain  50*         60*         70*        90*, 

488  yis-à-vis  de  50,  et  551  TiB-à^vis  de  60*. 

On  emploie  aussi  avantageusement  la  règle  à  calcul  dans  la  tachéor 
métrie  pour  réduire  à  l'horizon  les  longueurs  que  Ton  mesure  et  pour 
trouver  la  différence  de  hauteur  de  leurs  extrémités.  Les  calculs  sont 
excessivement  simples  quand  la  mire  est  tenue  perpendiculairement  au 
rayon  visuel,  il  suffit  de  multiplier  la  longueur  lue  sur  la  mire  par  le 
sinus  et  le  cosinus  de  l'angle,  opération  qui  n'exige  aucune  explication 
et  qui  peut  se  faire  au  moyen  d'une  règle  à  calcul  ordinaire. 

Les  géomètres,  qui  répètent  chaque  jour  cette  opération  une  centaine 
de  fois,  ont  avantage  à  se  procurer  une  règle  construite  spécialement 
pour  cet  usage.  Dans  ces  instruments,  les  dernières  subdivisions  de 
l'échelle  des  sinus  portent  les  indices  des  angles  complémentaires,  au 
lieu  de  marquer  45*,  50*,  60*...  90%  on  marque  45*,  40*,  30*,  0*,  car  on  a 
rarement  à  observer  des  distances  angulaires  supérieures  à  45*;  on  a  de 
cette  manière,  vis-à-vis  de  l'échelle  supérieure,  une  longueur  égale  à 
environ  1,8  de  l'une  de  ses  séries  et  correspondant  aux  sinus  des  dis- 
tances angulaires;  la  partie  restante,  égale  à 0,2  de  Tune  des  séries,  cor- 
respond aux  cosinus  pour  les  réductions  à  l'horizon.  Afin  de  trouver 
constamment  les  sinus  et  cosinus  en  ne  donnant  qu'une  seule  position  à 
la  réglette,  il  faut  ajouter,  pour  les  cosinus,  quelques  traits  de  division 
à  gauche  de  34^23^;  ils  ne  sont  strictement  nécessaires  que  jusqu'au 
sinus  dont  le  logarithme  est  9,  c'est-à-dire  jusqu'à  5*43'.  Pour  lire,  par 
exemple,  cos  5*  quand  5,20'  se  trouve  au-dessous  de  98,  on  a  besoin  de 
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ces  traits,  car  alors  l^extrémité  droite  de  Téchelle  marquée  sur  la  réglette 
dépasse  la  règle.  Gomme  cos  10*  =  siu  80*  =  0,9848,  on  peut  toujours 
marquer  sur  Téchelle  ces  quelques  traits  de  division  sans  augmenter  la 
longueur  de  l'instrument, 

La  mire  ne  se  place  pas,  en  général,  perpendiculairement  au  rayon 
visuel,  on  la  tient  verticalement.  Au  lieu  de  la  longueur  2a',  on  lira,  par 
suite  (fig.  37),  une  longueur  : 


a=ià  ( 


cos  8 


cos(e-|-8)     cos(i 


Fig.  87. 


cosS    \ 2a 

■^  cos(«  —  Sy      cos  e(l  —  tg«  S  tg«  8 


? 


La  distance  directe  est  donc 
égale  à  a  cos  e  en  négligeant 
tg*  S  tg'  e  qui  est  très  petit,  ce 
qui  est  toujours  permis,  car 
Tangle  28  est  déterminé  par 
deux  fils  de  la  lunette  et  est,  par 
suite,  excessivement  petit. 

La  distance  réduite  à  Tho- 

rizon  est,   par  suite,  égale  à 

acos*e  et  la  différence  d*alti- 
i 
tude  à  a  cos  2  sin  e  =  a  -  sin  2e. 

2 

On  peut,  pour  calculer  ces  quantités,  se  servir  d'une  règle  disposée 
comme  l'indique  la  fig.  38. 


Fig.  88. 
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La  partie  supérieure  de  la  règle  contient,  comme  d'habitude,  deux 

séries  successives  des  logarithmes  de  1  à  10.  Sur  le  bord  correspondant 

1 

de  la  réglette,  on  peut  indiquer  les  valeurs  Ig  -r  sin  2a  pour  les  caracté- 

1 

ristiques  comprises  entre  8  et  1.  Le  plus  petit  angle  marqué  est  -  arc  sin 

0,02  =  34'  23",  l'angle  ^  arc  sin  0,2=ï;*46'6',5  correspond  à  l'extrémité 

de  la  1"  série.  L'angle  45*  correspond  au  chiffre  5  de  la  2*  série,  et 
forme  l'extrémité  de  l'échelle  de  la  réglette,  car  la  fonction  ne  peut 
jamais  surpasser  la  valeur  0,5.  Lorsque  la  distance  angulaire  est  plus 
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grande  que  45%  il  faut  lire  la  différence  d'altitude  vis-à-vis  du  eomplé- 

1  1 

ment  deTangle,  car  on  a  -  sin  2  (45  -|- 1)=-  cos  2  e. 

L'espace  libre  entre  45*  et  l'extrémité  de  la  réglette  suffit  pour  porter 
les  cos*  des  angles  compris  entre  45*  et  0*.  En  reculant  la  réglette  vers 
la  gauche,  et  plaçant  son  extrémité  droite  au-dessous  de  la  2*  série  de  la 
régie,  on  pourra  toujours  lire  sur  l'échelle  des  sinus  tous  les  degrés 
supérieurs  à  5*46'6'',5.  Quant  à  l'échelle  des  cosinus,  elle  est  située 
tout  entière  au-dessous  de  la  réglette.  Si  cependant  il  fallait  faire  coïn- 
cider de  grands  nombres,  par  exemple  99  avec  des  angles  inférieurs 
à  5*46',  comme  cela  arrive  pour  des  distances  de  1",  10",  100",  etc.,  on 
ne  pourrait  amener  la  coïncidence  qu'en  reculant  la  réglette  vers  la 
droite.  Dans  ce  cas,  l'échelle  des  cosinus  se  trouve  tout  entière  à  droite 
de  la  règle  et  ne  peut  plus  servir  pour  la  lecture  ;  il  faut  donc,  pour  lire 
les  nombres  correspondants  aux  cosinus  sans  déplacer  la  réglette,  tracer 
sur  la  gauche  une  graduation  pour  les  cosinus,  au  moins  jusqu'à  5*  46'. 
Nous  indiquerons,  afin  d'employer  des  chifTres  ronds,  la  graduation 
entre  cos*  10*  et  cos*  0*^1,  et  l'on  pourra  alors,  en  donnant  une  seule 
position  à  la  réglette,  lire  en  même  temps  la  réduction  à  l'horizon  et  la 
différence  d'altitude  des  stations. 

Sur  le  bord  supérieur  de  la  règle  figure  encore  une  graduation  gros- 
sière dont  les  divisions  sont  très  écartées  ;  elle  donne  la  correction  qu'il 
faut  faire  à  la  différence  d'altitude  lorsqu'on  tient  compte  de  la  courbure 
de  la  terre  c'est-à-dire  de  la  réfraction,  calculée  au  moyen  de  la  formule 

0,0672  f  j.  On  lit  à  gauche,  au-dessous  des  hectomètres,  ou  à 

droite,  au-dessous  des  kilomètres,  la  valeur  de  la  réfraction  en  centi- 
mètres ou  en  décimètres. 

Nous  avons  supposé  que  la  limite  des  visées  était  de  2^,  et  nous  avons 
arrêté  l'échelle  à  cette  valeur  ;  à  droite,  nous  avons  encore  indiqué  300" 
(au  lieu  de  3000)  sous  lequel  on  lit  la  réfraction  en  millimètres. 

Cette  échelle  ne  peut  évidemment  servir  que  lorsque  le  mètre  est 
l'unité  de  mesure.  On  voit,  par  la  formule  à  construire,  que  cette  échelle 
n'est  autre  que  l'échelle  double  des  logarithmes  reculée  de  0,672.  Il  faut 
remarquer,  lorsqu'on  en  fait  usage,  que  la  correction  doit  se  retrancher 
de  la  hauteur,  quelle  que  soit  la  direction  de  la  visée. 

Exemple.  On  lit  120"  (ou  1 200)  sur  la  mire»  La  position  de  la  réglette 
est  celle  de  la  fig.  38  pour  des  distances  angulaires  inférieures  à  20*. 
La  distance  réduite  s'obtiendra  sur  la  règle  vis-à-vis  de  la  distance  angu- 
laire lue  à  gauche  du  1*'  zéro  de  la  réglette,  par  exemple  110  vis-à-vis 
de  16*  ;  la  différence  d'altitude  32  se  lira  vis-à-vis  du  16  de  l'échelle 
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principale  de  la  réglette.  La  rMrtetion  pour  120"  de  distance  est  égale 
à  !■■;  elle  est  négligeable,  mais  pour  1 200"  elle  est  de  lO^*- 

A  droite,  les  lectures  peuvent  encore  se  faire  pour  22".  Si  Ton  reculait 
la  réglette  d'une  série  entière  vers  la  gauche,  on  pourrait  faire  les  lec- 
tures pour  toutes  les  distances  angulaires  comprises  entre  4*  65'  et  45*. 
Cette  position  serait,  à  vrai  dire,  la  meilleure,  mais  nous  nepoutions 
Tindiquer  dans  la  fig,  38,  car  nous  voulions  donner  *la  réglette  entière. 
Dans  la  pratique,  il  n'y  aura  jamais  de  doutes  sur  la  manière  de  placer 
la  réglette  ;  pour  dos  distances  angulaires  au-dessous  de  5*,  rextrémité 
gauche  se  placera  à  Tintérieur  de  la  règle;  pour  de  plus  grands  angles, 
ce  sera  l'extrémité  droite  qui  devra  s'y  placer. 


11.  RÈGLES  A  CALCUL  POUR  DBS  USAGES  SPÉCIAUX 

Lorsqu'il  faut  souvent  multiplier  des  nombres  par  des  coefficients 
déterminés,  on  supprime  presque  toutes  les  causes  d'erreur  en  ne  mar- 
quant sur  l'une  des  échelles  que  les  graduations  correspondant  à  ces 
coefficients,  au  moyen  d'un  trait  bien  apparent.  Ainsi,  j'ai  remarqué, 
au  gueulard  d'un  haut-fourneau  en  Angleterre,  une  règle  à  calcul  dont 
la  réglette  ne  portait  que  trois  traits  comme  graduation.  Ces  traits  étaient 
marqués  des  mots  :  «  minerai,  charbon,  castine.  »  Les  ouvriers,  qui  de- 
vaient veiller  à  ce  que  ces  différentes  substances  fussent  employées  tou- 
jours dans  la  même  proportion,  n'avaient  qu'à  peser  le  wagon  de  mine- 
rais, et  à  placer  le  trait  «  minerais  »  en  regard  du  poids  trouvé,  pour  lire 
immédiatement  en  regard  des  deux  autres  traits  les  poids  correspondants 
de  charbon  et  de  castine.  On  ne  demandait  ainsi  à  l'ouvrier  que  de 
savoir  lire  exactement  sur  la  règle. 

On  trouve  aussi  en  Angleterre  des  règles  à  calcul  au  moyen  desquelles 
on  peut,  pour  de  petits  achats,  transformer  les  pence  en  shillingt  et 
les  onces  en  livres,  c'est-à-dire  éviter  la  multiplication  par  les  fractions 

1    ,  1 

12^^16- 

Fig.  39. 


La  fig.  39  représente  une  de  ces  règles  à  calcul.  L'échelle  3  (voir  la 
figure)  est  consacrée  aux  prix  en  pence  :  elle  s'étend  de  2  à  25  pence 
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6S 


Vig.  40. 


et  porte  des  subdivisions  indiquant  les  1/4  de  pence.  L'échelle  2  de  la 
réglette  ne  porte  qu'un  trait  fortement  marqué  que  Ton  place  au-dessus 
du  prix.  L'échelle  1  de  la  réglette  est  celle  des  poids,  elle  s'étend  de  2  à 
36;  sur  toute  sa  longueur,  qui  est  de  O'^dâ,  chaque  division  est  partagée 
en  16  subdivisions  qui  correspondent  à  des  onces  (ces  subdivisions  n'ont 
pu  être  toutes  indiquées  dans  notre  figure).  L'échelle  supérieure  de  la 
règle  indique  les  valeurs  en  shillings  et  est  divisée  sur  toute  sa  longueur 
en  pence.  (La  fig,  39  n'indique  pas  non  plus  toutes  ces  subdivisions.) 
Les  calculs  se  font  très-simplement  au  moyen  de  la  règle  et  n'ont  pas 
besoin  d'explication  ;  on  place  l'indice  au-dessus  du  prix  et  on  lit  en  re- 
gard de  l'indice  le  poids  de  la  marchandise,  ou,  réciproquement,  en 
faisant  coïncider  la  valeur  d'une  marchandise  avec  son  poids,  on  lira  sur 
3,  au-desfous  de  l'indice,  le  prix  de  l'unité-poids. 

On  ne  construira  évidemment  plus  de  ces  règles  dès  que  le  système 
décimal  aura  pénétré  partout;  mais  l'on  peut  toujours  concevoir  des  cas 

soit  dans  la  construction,  soit  dans  l'économie  ru- 
rale, où  des  règles  analogues  rendraient  de  grands 
services. 

On  a  construit,  également  en  Angleterre,  une 
règle  analogue  à  celle  que  nous  indiquons  fig.  40, 
et  destinée  à  réduire  les  longueurs,  les  poids  et  les 
monnaies.  La  réglette  seule  est  divisée  en  loga* 
rithmes.  Des  deux  côtés  de  la  réglette  sont  indi- 
qués sur  la  règle  plus  de  100  longueurs,  poids  et 
monnaies  de  différentes  espèces,  et  cette  gradua- 
tion de  la  règle  est  faite  de  manière  qu'à  chaque 
trait  de  graduation  corresponde  sur  la  réglette 
son  coefficient  de  réduction.  En  plaçant  une  lon- 
gueur quelconque^  ou  un  poids^  ou  une  somme 
d'argent,  vis-à-vis  de  son  unité,  on  peut  lire  im- 
médiatement sa  valeur  en  fonction  d'une  autre 
unité  quelconque  marquée  sur  la  règle.  Cette 
règle  présente  un  avantage  sur  les  tables  ordi- 
naires de  réduction  :  elle  fournit  non  seulement 
les  coefficients  de  réduction  comme  cette  der- 
nière, mais  encore  leurs  différents  multiples.  Elle 
rendra  de  grands  services  aussi  longtemps  qu'on 
n'aura  pas,  sur  toute  la  terre,  les  mômes  unités 
de  poids,  de  mesures  et  de  monnaies  ;  son  usage 
serait  surtout  commode  si,  à  côté  de  chaque  trait 
de  graduation,  on  inscrivait  le  coefficient  de  réduction  correspondant. 
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car  alors  on  n'aurait  plus  besoin  du  tableau  comparatif;  elle  pourra 
même  encore  être  employée  avec  utilité  après  que  les  unités  seront  par- 
tout les  mêmes  pour  transformer  directement  des  grandeurs  qui  peuvent 
être  exprimées  de  différentes  manières,  pour  transformer,  par  exemple, 
une  pression  atmosphérique  en  pression  d*une  colonne  d'eau,  de  mer- 
cure, de  pierre,  de  ciment,  etc. 

La  fig.  40  nous  représente  une  règle  servant  à  la  réduction  du  change 
et  des  monnaies.  Sur  l'un  des  côtés  de  la  réglette  sont  indiqués  les 
cours  des  différents  papiers  arrivant  habituellement  sur  la  place  (de 
Londres  dans  notre  figure).  Ces  cours  sont  portés  à  leur  place  sur 
l'échelle  logarithmique  et  indiqués  par  des  chiffres.  De  l'autre  côté,  sur 
la  droite  de  la  réglette,  sont  indiquées  de  la  même  manière  les  valeurs 
des  différentes  espèces  de  monnaies  ;  remarquons  que  l'on  fera  bien  de 
prendre  pour  leur  évaluation  la  valeur  réelle  du  métal  qui  les  compose. 

Le  fabricant  a  disposé  les  deux  échelles  en  sens  inverse  :  le  haut  de 
l'échelle  correspond  aux  cours  élevés  des  papiers  et  aux  cours  faibles  des 
monnaies.  Enfin,  au  bas  de  la  réglette  et  sur  ses  deux  bords  sont  portées 
les  deux  échelles  1  à  2  et  5  à  100,  qui  ont  même  longueur.  Le  trait  1  de 
l'échelle  1  à  2  a  été  désigné  par  0,  le  trait  1,10  par  10, 1,20  par  20,  et  2 
par  100;  quant  à  l'échelle  de  5  à  100,  on  a  désigné  log90  par  10,  logSO 
par  20,  log50  par  50;  on  a  disposé  le  tout  de  manière  que  lorsqu'on 
place  l'indice  de  la  réglette  vis-à-vis  du  zéro  de  la  graduation  inférieure, 
les  cours  indiqués  par  la  règle  sur  la  réglette  soient  au  pair. 

Si  maintenant  on  place  un  cours  quelconque  vis-à-vis  du  repère  cor- 
respondant de  la  règle,  on  pourra  lire  vis-à-vis  de  l'indice  de  la  réglette 
de  combien  ce  cours  est  supérieur  ou  inférieur  au  pair.  En  regard  d'une 
autre  valeur  quelconque  on  trouve  le  cours  qu'elle  devrait  avoir  pour 
être  aussi  chère  que  celle  qu'on  a  placée  tout  d'abord.  On  jugera  donc 
de  l'opportunité  du  payement  par  cette  valeur.  Enfin,  pour  une  portion 
quelconque  de  la  réglette,  vis-à-vis  de  deux  valeurs  quelconques,  se 
trouvent  des  nombres  qui  représentent  la  même  somme  dans  ces  deux 
valeurs,  de  manière  que  la  réglette  peut  aussi  servir  à  trouver,  étant 
données  des  valeurs  en  une  certaine  monnaie ,  les  valeurs  correspon- 
dantes dans  toutes  les  autres. 

Feu  L.  Pestalozzi,  banquier,  a  construit  pour  l'agiotage  une  règle  à 
calcul  très  ingénieuse  avec  du  papier  à  dessin.  La  règle  se  compose  (voir 
la  coupe  fig.  42),  d'un  étui  aplati  en  papier  dans  lequel  peut  glisser  une 
réglette  également  en  papier  à  dessin.  Afin  de  rendre  la  réglette  visible, 
on  a  découpé  à  la  partie  supérieure  de  l'étui  de  longues  bandes,  de  sorte 
que  les  bords  des  ouvertures  ainsi  formées  peuvent  être  gradués  comme 
ceux  des  règles  ordinaires.  La  fig.  41  présente  trois  de  ces  ouvertures» 
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c'est-à-dire  six  borda  sur  lesquels  on  peut  indiquer  une  graduation  loga- 
rithmique. On  peut  faire  des  graduations  analogues  sur  la  réglette,  et 
l'on  obtient  ainsi  im  ensemble  de  plusieurs  règles.  Chaque  bord  de  la 


règle  est  affecté  à  une  place  commerciale  en  relations  avec  la  maison, 
et  l'on  y  indique  les  logarithmes  des  valeurs  en  francs  de  l'unilé  de 
monnaie  en  usage  sur  celte  place.  Comme  les  cours  des  valeurs  ne  va- 
rient qu'entre  de  petites  limites,  8  p.  100  au  plus,  sous  l'influence  de 
l'ofl're  et  de  la  demande,  et  que  par  suite  l'on  n'a  besoin  que  d'une  partie 
de  la  règle  ordinaire,  de  celle  qui  s'étend  do  0,96  à  1 ,0i,  on  peut  prendre 
une  échelle  très  grande  :  il  su6Bt  de  porter  sur  la  règle  que  nous  décri- 
vons la  longueur  log  1 ,04  —  log0,96  =  0,033.  En  supposant,  comme  on 
l'a  fait  ici,  une  longueur  de  T,5Q  pour  la  série  entière  de  logarithmes, 
on  aura  pour  l'instrument  une  longueur  de  0",26.  (La  /ig.  41  a  été  con- 
struite au  moyen  d'une  échelle  de  3"  =  10  pieds  de  longueur  totale). 

Au  milieu  de  chaque  série  de  l'encadrement  on  porte  les  valeurs 
moyennes  $  530,  Ihlr371,  LS  et  flM  233,  ÛHoll  208,  Paris  (Zurich) 
100,  etc.,  à  droite  et  à  gauche  de  ces  traits,  la  division  logarithmique 
dont  nous  avons  parlé;  ainsi  le  trait  3,10  sur  la  série  des  dollars  est 
porté  vers  la  gauche  à  la  distance  Ig  330  — Ig  .^10  =  0,01671  (I  pouce, 
0,71  lignes);  5,2  à  la  distance  Ig3,3  -  Ig 3,2  =  0,00828  (8,28  lignes); 
3,4  à  la  distance  Ig5,4  —  Ig 5,3  =  0,00811,  etc.;  sur  la  série  des  thalers 


formées  ne  sont  pas  partagées  en  10  subdivisions,  mais  eu  8,  selon 
l'usage  roaUnier  des  places  commerciales. 
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On  a  construit,  pour  chaque  place  commerciale,  une  bande  mobile 
servant  de  réglette  et  portant  des  divisions  qui  indiquent  les  cours  de 
cette  place  exprimés  dans  Tunité  de  monnaie  qu'on  y  emploie.  Il  faut 
remarquer  que  les  échelles  de  la  bande  mobile  et  celles  de  Tencadremenl 
sont  reculées  Tune  par  rapport  à  l'autre,  et  que  par  suite  les  nombres 
placés  vis-à-vis  l'un  de  l'autre  sont  dans  un  rapport  constant.  On  em- 
ploiera, pour  la  réduction,  les  cours  moyens  :  ainsi,  pour  la  bande  cor- 
respondant à  la  place  de  Francfort  (voir  la  fig,  41)  ce  cours  est  de  2,12. 
Sur  la  ligne  médiane  de  la  bande,  ligne  qui  dans  la  figure  est  reculée  un 
peu  vers  la  droite,  car  nous  avons  supposé  la  bande  un  peu  déplacée,  on 

530    371    235 
marque  les  points  -— ,  — -,  —— ,  etc.  La  série  fl.  rh.  ne  porte  pas  de 

21^      Zl^      Z12 

subdivisions;  elle  n'a  qu'un  point  de  repère  en  son  milieu. 
Le  trait  243  pour  <$[  à  gauche,  est  situé  à  la  distance 

5,30      ^,    g50^ 
^  2,12,  2,43        ^  226        ' 

257 
Le  trait  257,  à  la  distance  Ig  -—■  =  0,120  à  droite  du  milieu,  correspond 

exactement  à  250  (250  fi.  valent  100  dollars.  1  dollar  vaut  2»,30).  Les 
graduations  ont  été  faites  de  la  même  manière  sur  les  autres  échelles. 

Nous  voyons  par  cette  description  que  cette  règle  n'est  autre  chose  que 
l'assemblage  de  plusieurs  règles  ordinaires  ayant  3  mètres  de  longueur 
d'échelle,  dont  on  n'a  conservé  que  les  parties  nécessaires,  et  que  l'on 
a  placées  l'une  au-dessous  de  l'autre  parce  que  cela  était  plus  commode. 

Remarquons  que,  dans  ce  nouveau  système,  on  ne  peut  pas,  comme 
dans  la  règle  ordinaire,  retourner  bout  à  bout  la  réglette.  La  fig,  41,  où 
l'on  a  supposé  la  bande  mobile  marquée  Francfort,  sert  pour  les  opéra- 
tions entre  Zurich  et  Francfort,  et  permet  de  résoudre  le  problème  sui- 
vant :  Quel  est  le  prix  du  fiorin  à  Francfort  lorsqu'une  des  valeurs  in- 
diquées sur  l'encadrement,  par  exemple  £,  se  vend  à  Zurich  255  fr.  et  à 
Francfort  119  1/4  fiorins  (pour  10  £)?  Le  cours  cherché  du  fiorin  est  évi- 

255 
demment  égal  au  quotient  des  cours  donnés,  on  lit  le  résultat 

213  J3/16  sur  la  règle  dil  milieu  de  l'encadrement.  Pour  comparer  les 
cours  de  Zurich  et  de  Francfort,  il  suffit  de  jeter  un  regard  sur  la  règle 
pour  voir  si  le  payement  avec  des  papiers  étrangers  revient  plus  cher  ou 
moins  cher.  Supposons  que  les  florins  hollandais  vaillent  à  Zurich  210  et 
à  Francfort  98,  ces  papiers  seraient  plus  chers  que  ceux  de  Londres,  car 
il  faudrait  tirer  la  bande  mobile  vers  la  droite  pour  la  régler  d'après  les 
cours.  Si  au  conti*aire  Paris  était  coté  98  à  Zurich  et  48  7/8  à  Francfort, 
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les  papiers  de  Paris  seraient  meilleur  marché,  car  pour  faire  coïncider 
les  deux  cours  il  faut  reculer  la  bande  vers  la  gauche  :  on  fait  ainsi  re- 
culer cette  bande  en  comparant  les  cours  jusqu'à  ce  que  Ton  ait  trouvé 
le  mode  de  payement  le  moins  cher  à  employer. 

Inexactitude  de  cet  instrument  est  tout  à  fait  suffisante,  car  les  subdi- 
visions (1/8)  sont  encore  très  longues.  11  donne,  dans  une  position  quel- 
conque de  la  bande,  un  aperçu  des  cours  équivalents  avec  toute  l'ap- 
proximation désirable. 

On  pourrait  peut-être  perfectionner  l'instrument  en  graduant  la  partie 
de  la  bande  qui  correspond  à  Fancfort  suivant  les  logarithmes  des  nom- 
bres 98,  99,  100,  101,  102  et  indiquant  des  subdivisions  aux  1/8;  il  serait 
alors  possible  de  combiner,  avec  les  cours  donnés,  des  «  tant  pour  100  » 
provenant  de  frais,  de  commission,  etc. 


12.    DESCRIPTION  d'une  RÈGLE  A  CALCUL  ANGLAISE 

Nous  terminerons  par  la  description  d'une  règle  à  calcul  très  soignée, 
qui  appartient  à  M.  Finsler,  directeur  de  banque.  C'est  une  règle  double, 
c'est-à-dire  que  l'encadrement  de  bois  est  assez  épais  (0",008)  pour  être 
muni  de  deux  réglettes,  l'une  d'un  côté,  l'autre  de  l'autre. 

Le  côté  supérieur  est  identique  à  la  règle  ordinaire  décrite  n*  7,  p.  38  ; 
la  réglette  supérieure  porte  aussi  sur  son  revers  les  graduations  des  fonc- 
tions sinus  et  tangente. 

Sur  le  dessous  de  la  règle  sont  portées,  comme  d'habitude,  deux  séries 
successives;  mais  la  réglette  qui  leur  correspond  en  porte  trois.  Gomme 
Ton  peut  changer  entre  elles  les  deux  réglettes,  il  sera  possible  de  faire 

correspondre  l'échelle  («)  de  la  réglette  aussi  bien   avec  la  grande 

échelle  (1)  qu'avec  l'échelle  ordinaire  f- j  du  dessus  de  la  règle,  et,  par 

suite,  d'exécuter  toutes  les  opérations  indiquées  n*  8,  p.  52,  opérations 
avantageuses  pour  divers  calculs,  surtout  pour  les  calculs  hydromé- 
triques. 

L'envers  de  là  réglette  de  dessous  porte  les  deux  séries  ordinaires, 
toais  en  sens  inverse  de  la  graduation  ordinaire,  c'est-à-dire  que  sa  gra- 
duation est  marquée  en  allant  de  droite  à  gauche  ;  La  partie  de  la  règle 
^i  sépare  les  deux  réglettes  a  été  taillée  en  biseau  afin  que  les  lectures 
se  fassent  plus  facilement  d'un  côté  de  la  règle  à  l'autre  (voir  la  fig,  43 
tîui  donne  le  profil  de  la  règle).  Supposons  maintenant  que  l'on  permute 
les  deux  réglettes  et  que  l'on  retourne  la  règle  de  manière  à  pouvoir  lire 
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au  moyen  du  biseau  sur  l'échelle  graduée  en  sens  inverse;  supposons 
aussi  que  Ton  fasse  coïncider  un  nombre  b  quelconque  de  la  réglette  avec 
le  biseau,  on  pourra,  grâce  au  choix  des  graduations,  lire,  en  retournant 


Fig.  43. 
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de  nouveau  la  réglette,  sur  les  échelles  du  dessus,  des  nombres  a,,  a,, 
a,,  tels  que  : 

-^  =  -4=0,816. 

Nous  n'avons  pu  découvrir  d'oîi  provenait  cette  formule,  qui  dérive 
évidemment  des  unités  anglaises  ;  mais  nous  la  donnons  parce  que  des 
dispositions  analogues  pourraient  rendre  de  grands  services  dans  les 
calculs  d'hydraulique  et  de  résistance  des  matériaux,  et  que  nous  vou- 
lons faire  une  description  complète  de  la  règle. 

La  partie  inférieure  du  dessous  de  la  règle  porte  une  échelle  ordi- 
naire, c'est-à-dire  dont  les  traits  de  graduation  sont  équidistants.  Leur 
distance  est  égale  à  Ig  1,05.  En  considérant  le  point  zéro  de  cette  gra- 
duation comme  origine  d'un  système  de  lignes,  on  pourra  former, 
comme  l'indique  la  fig,  44  : 


ou 


Fig.  44. 
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formule  fondamentale  dçs  intérêts  composés. 

Les  parties  de  la  règle  situées  sous  les  réglettes,  qui  n'indiquent  ordi- 
nairement que  la  longueur  totale  de  l'instrument  lorsque  la  réglette  est 
déplacée,  sont  graduées  ici  de  manière  à  servir  pour  les  calculs  de 
rentes.  De  l'un  des  côtés  la  graduation  est  telle  que,  lorsque  l'extrémité 
de  la  réglette  correspond  au  trait  n  de  cette  graduation,  la  réglette  a  été 
déplacée  de 

lg(l+l,05  +  l,05«-f  ...-M,06->), 
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de  sorte  que  deux  nombres  quelconques  placés  vis-à-vis  Tun  de  Tautre 
sur  la  règle  et  la  réglette,  sont  dans  le  rapport  : 

a,  =  fl,(14-l,05-f ...  +  l,05"-«). 
De  l'autre  côté  se  trouve  une  division  analogue  :  elle  indique  les  valeurs 

et  les  traits  correspondants  de  la  règle  et  de  la  réglette  donnent  des  va- 
leurs 

On  voit  que  cette  règle  résout  les  formules  les  plus  usuelles  des  inté- 
rêts composés  et  des  annuités  ou  valeurs  des  rentes  passées  ou  futures. 
Elle  sera  donc  très  utile  pour  un  calcul  approché  des  rentes  ;  pour  un 
calcul  exact,  les  trois  décimales  que  fournit  la  règle  ne  seraient  plus  suf- 
fisantes. 

L'instrument  que  nous  décrivons  a  exactement  la  longueur  d'un  pied 
anglais.  Il  porte  sur  ses  bords  extérieurs  des  divisions  en  100  et  144  par- 
lies  de  cette  longueur.  Enfin,  sur  l'un  des  deux  côtés  se  trouvent  indi- 
qués quelques-uns  des  coefiicients  que  nous  avons  donnés  page  50. 

Il  faut  malheureusement  constater  que  les  nouvelles  règles  usuelles 
sont  moins  avantageuses  que  cette  règle  ancienne.  Non  seulement  la  gra- 
duation est  plus  fine  dans  ce  vieil  instrument,  mais  encore  le  bois  dont 
il  est  fait  est  bien  supérieur  à  celui  que  Ton  emploie  maintenant  ;  c'est  du 
buis  très  dur  qui  aujourd'hui  encore  est  poli,  tandis  que  les  nouveaux  in- 
struments sont  faits  avec  un  bois  cassant  qui  s'ébrèche  en  peu  de  temps. 

Outre  ces  avantages,  il  permet  de  faire  beaucoup  plus  de  calculs,  et  il 
faut  certainement  regretter  que  la  fabrique  n'existe  plus.  Il  porte  la 
marque  :  Cary  London.  Sur  l'une  des  règles  décrites  n*  11,  se  trou- 
vait la  marque  :  W.  Cary  182  Strand  1815.  Une  autre  règle  analogue 
porte  :  17  Poultry  London  1824. 

Remarquons,  pour  terminer,  que  l'on  peut  se  procurer,  en  dessinant 
des  échelles,  beaucoup  des  avantages  que  fournissent  les  règles  à  calcul. 
Le»  trois  échelles  qui  servent  à  calculer  les  intérêts  et  les  rentes  peuvent 
se  dessiner  directement. 

Nous  avons  construit,  PI.  11^,  les  valeurs  de  />**;  PI.  Il,,  celles  de 

V  — ;  PI.  llg,  celles  de  V/>*  pour ;>  =  1,05.  L'échelle  de  la  série  for- 

1 

mée  est  de  jt\  si  cette  échelle  était  celle  de  la  règle  à  calcul  que  l'on 

10 
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a  à  sa  disposition,  on  pourrait  mesurer  au  compas  le  logarithme  de 
Tune  quelconque  de  ces  fonctions,  et  l'ajouter  au  logarithme  d'un 
autre  nombre  quelconque.  On  pourrait  se  passer  ainsi  des  échelles  spé- 
ciales  de  la  règle  anglaise. 

N'oublions  pas  de  remarquer  combien  ces  graduations  rendent  claire 
la  nature  de  la  fonction.  Comme  cela  est  évident,  les  traits  de  division 
des  p^  (PI.  llg)  sont  équidistants  pour  les  mômes  différences  de  n.  Les 

^^  1 

subdivisions  de  V  —  (PI.  II-)  diminuent  constamment  pour  ces  mêmes 

différences  et  leur  somme  converge  vers  20,  ce  que  Ton  a  indiqué  par 
un  gros  trait  final.  Les  distances  de  2/)"  diminuent  aussi,  mais  leur 
somme  n*est  pas  convergente. 
Nous  reviendrons  plus  tard  sur  les  autres  échelles  indiquées  sur  la  PI.  H. 


13.   REMARQUES  GÉNÉRALES  SUR  LES   REPRÉSENTATIONS  GRAPHIQUES 

L'art  des  représentations  graphiques  est  né  en  môme  temps  que  celui 
du  dessin,  et  récriture  primitive  ne  fut  d'abord  que  la  représentation  des 
objets  que  Ton  voulait  rappeler  à  Tesprit.  Mais  peu  à  peu  l'écriture  se 
perfectionna,  et  les  signes  qu'elle  employait  s'éloignèrent  de  plus  en  plus 
de  la  forme  primitive  des  objets  pour  devenir  de  simples  signes  conven- 
tionnels; au  contraire,  l'art  du  dessin  chercha  de  plus  en  plus  à  se  rap- 
procher de  la  réalité,  et  déjà,  dans  une  antiquité  reculée,  on  était  par- 
venu à  une  perfection  assez  grande  pour  tromper,  par  des  images,  les 
animaux  eux-mêmes.  Les  dessins  primitifs  n'étaient  que  de  simples  con- 
tours, des  profils.  Ces  profils,  malgré  leur  simplicité,  avaient  une  utilité 
spéciale,  outre  qu'ils  contribuaient  aux  progrès  de  l'art  du  dessin.  Il 
fallait,  pour  la  construction  des  anciens  temples,  dessiner  le  profil  de 
leur  entablement.  Les  contours  des  montagnes  et  les  profils  en  long  des 
routes  qui  les  traversent  ne  sont  aussi  que  des  profils.  Le  profil,  cepen- 
dant, ne  sert  pas  seulement  pour  les  représentations  techniques;  il  peut 
aussi  servir  à  représenter  les  conceptions  abstraites,  depuis  que  l'on 
connaît  plus  intimement  les  propriétés  des  différentes  courbes. 

On  considère  les  courbes  planes  comme  la  représentation  graphique 
de  la  relation  r  ntre  deux  variables  ;  elles  rendent,  prises  à  ce  point  de 
vue,  d'immenses  services  à  l'analyse  et  à  la  construction.  Une  courbe 
dessinée  permet,  mieux  que  l'équation  qui  la  fournit,  de  saisir  l'ensemble 
de  ses  propriétés;  le  dessin  en  met  en  relief  et  en  rend  apparentes  toutes 
les  singularités.  L'avantage  que  présentent  les  courbes  est  bien  plus 
grand  encore  quand  ce  n'est  pas  l'équation  de  la  courbe  qui  est  donnée, 
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mais  seulement  un  tableau  de  certaines  valeurs  correspondantes  des  va- 
riables. On  peut,  dans  ce  cas,  au  moyen  de  la  courbe,  trouver  souvent 
les  relations  encore  inconnues  entre  les  variables.  C'est  ainsi  que  les 
courbes  thermométriques  et  barométriques  fournissent  à  la  météoro- 
logie des  moyens  d*étude  précieux. 

Nous  ferons,  dans  notre  livre,  un  usage  constant  des  courbes;  aussi 
c'est  un  devoir  pour  nous  de  citer  les  recherches  de  l'ingénieur  français 
L.  Lalanne  (*),  publiées  dans  les  Annales  des  ponts  et  chaussées^  1846, 1, 
p.  4,  et  intitulées  :  «  Mémoire  sur  les  tables  graphiques  et  sur  la  géométrie 
ananioi*yhique  appliquée  à  diverses  questions  qui  se  rattachent  à  Vart  de  t in- 
génieur, »  Il  y  essaya  de  perfectionner  le  système  de  représentation  gra- 
phique et  de  rétendre  à  trois  variables.  Notre  citation  est  d^aut^t  plus 
à  sa  place  à  la  fin  du  chapitre  des  règles  à  calcul  que  ses  recherches  le 
conduisirent  à  un  instrument  tout  à  fait  semblable  (Quoique  déjà  connu  ' 
antérieurement).  *  '   t   ■ 

De  même  qu'une  fonction  de  deux  variables  peut  être  çepr^cicHée^^; 
une  courbe,  dont  ces  variables  sont  les  coordonnées,  de  môo^  ua^ 
fonction  de  trois  variables  pourra  l'être  au  moyen  d'une  surface.  Si 
maintenant  on  parvenait  à  représenter  sur  le  papier,  qui  n'a  que  deux 
dimensions,  une  surface  courbe,  on  résoudrait  le  problème  pour  les 
fonctions  de  trois  variables  aussi  bien  qu'on  l'a  résolu  pour  celles  de 
deux  au  moyen  du  profil. 

Il  est  possible  d'atteindre  ce  résultat  par  l'emploi  des  courbes  horizon- 
tales. Supposons  que  les  trois  inconnues  xyz  représentent  des  coor- 
données dans  l'espace,  et  admettons,  pour  avoir  le  droit  d'employer  le 
mot  «  courbe  horizontale  » ,  que  le  plan  xy  soit  horizontal.  Donnons  à  la 
variable  z  une  valeur  constante  2=2,,  qui  détermine  un  plan  z^  paral- 
lèle au  plan  des  xy.  Les  points  qui  dans  ce  plan  satisfont  à  l'équation 
donnée  sont  situés  sur  une  courbe  que  nous  projetons  sur  le  plan  des  xy 
parallèlement  à  l'axe  des  z,  et  que  nous  dessinons  dans  ce  plan.  Si  l'on 
répète  l'opération  pour  une  série  dei^leurs  équidistantes  z^  (5  =  0),  z,, 
5, ...  5^t ,  on  obtiendra  une  série  de  courbes  qui  ne  sont  autre  chose  que 
les  courbes  de  niveau,  ou  courbes  horizontales,  usitées  en  topographie, 
et  qui  donnent  une  image  exacte  de  la  surface  lorsque  les  sections  sont 
assez  rapprochées.  En  traçant  en  outre  à  des  distances  assez  rapprochées 
une  série  de  lignes  parallèles  aux  axes  des  x  et  des  y^  on  pourra,  sans 
aucune  nouvelle  ligne,  lire  sur  le  dessin  la  valeur  de  z  correspondant  à 
des  coordonnées  quelconques  x,  y. 


C;  Aujourd'hui  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées. 
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Si  réquation  est  du  1*'  degré  par  rapport  à  ar  et  à  y,  les  horizontales 
des  z  seront  des  lignes  droites.  La  fonction  z  ==  ax  +  Py  +  ^  ®st  repré- 
sentée par  une  série  de  parallèles.  En  particulier,  ces  parallèles  forment 
des  angles  égaux  avec  les  axes  des  x  et  des  y  lorsque  «  =  p,  soit  des  an- 
gles de  45*^  lorsque  ces  deux  axes  sont  perpendiculaires  Fun  à  l'autre. 

X                                                    X  —  a 
L'équation  z=  -,  ou  plus  généralement  z  —  r= -^  sera  repré- 

sentée  par  un  faisceau  de  droites  dont  le  centre  se  trouve  au  point  a, A. 

Si  réquation  est  du  second  degré,  les  courbes  seront  des  coniques. 

La  table  de  Pythagore  zz=xy  est  représentée  par  une  série  d'hyper- 
boles équilatères  qui  ont  comme  asymptotes  les  axes  de  coordonnées. 
On  peut  facilement  transformer  ces  hyperboles  en  lignes  droites,  il  suflSt 
de  poser  : 

lgz  =  lgar-}.lgy 

et  de  considérer  les  logarithmes  comme  inconnues.  Gomme  dans  celte 
équation  \gx  et  Igy  ont  les  mêmes  coeflScients  a=p=i,  on  obtiendra, 
pour  des  valeurs  constantes  de  z,  des  lignes  faisaYit  des  angles  de  45* 
avec  les  axes.  Nous  donnons  (PI.  II,)  une  table  de  multiplication 
ainsi  construite.  Les  côtés  du  carré  portent  les  divisions  logarithmiques 
que  nous  avons  déjà  appris  à  connaître  en  étudiant  les  règles  à  calcul. 

Tous  les  points  du  contour  portant  les  mêmes  indices  ont  été  joints 
au  moyen  d'horizontales,  de  verticales  et  de  lignes  à  45*.  On  peut  opérer 
avec  cette  table,  que  Lalanne  a  appelée  «  abaque  »,  comme  avec  les 
règles  à  calcul.  D'après  les  raisons  données  plus  haut,  et  qui  sont  d'ail- 
leurs évidentes,  l'horizontale  d'un  nombre  coupe  la  verticale  d'un  autre 
sur  la  ligne  inclinée  qui  correspond  à  leur  produit,  et,  de  même,  l'hori- 
zontale (ou  la  verticale)  d'un  nombre  coupe  la  ligne  inclinée  d'un  autre 
sur  la  verticale  (ou  l'horizontale)  de  leur  quotient. 

On  n'est  pas  limité  d'ailleurs  au  produit  de  deux  nombres;  on  peut 
multiplier  entre  eux  autant  de  noiûbres  que  l'on  voudra.  Soit,  par  exem- 
ple, à  former  le  produit  2.  3.  5.  7;  on  suivra  (avec  une  pointe  quelcon- 
que) la  verticale  2  jusqu'à  l'horizontale  3,  l'intersection  se  trouve  sur 
l'oblique  6;  on  suit  cette  oblique  jusqu'à  l'un  des  côtés  du  carré,  par 
exemple,  le  côté  inférieur,  de  là  on  remonte  verticalement  jusqu'à  l'ho- 
rizontale 5,  l'intersection  se  trouve  sur  l'oblique  3  (ou  30),  et  nous  ré- 
pétons les  opérations  indiquées  pour  arriver  à  l'horizontale  7  qui  corres- 
pond à  l'oblique  21 .  Chaque  fois  que  l'on  arrivera  au  côté  de  droite  ou 
au  côté  supérieur  du  carré,  il  faudra  ajouter  une  unité  à  la  caractéristi- 
que; cela  est  arrivé  deux  fois  dans  notre  opération,  la  caractéristique 
^st  donc  2  et  le  résultat  210. 
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On  opère  de  la  même  manière  pour  diviser,  mais  en  sens  inverse.  Soit 

360 

;.  Nous  suivons  Toblique  360  jusqu'à  son  intersection  avec  la 


3.4.5.6 

verticale,  elle  se  fait  sur  Thorizontale  6;  nous  la  suivons  jusqu'au  côté 
gauche  en  6,  et  nous  allons  de  là,  suivant  Toblique  6,  jusqu'à  Thorizon- 
tale  5;  la  rencontre  a  lieu  sur  la  verticale  1,2;  nous  remontons  cette 
verticale  jusqu'au  côté  supérieur,  et  nous  suivons  l'oblique  ainsi  trouvée 
jusqu'à  l'horizontale  4,  qui  nous  fournit  le  dernier  facteur  3,  par  lequel 
il  faut  diviser.  Le  quotient  total  est  donc  égal  à  1. 

On  peut  ainsi  obtenir  les  multiplications  et  les  divisions,  de  manière  à 
fournir  des  produits  de  facteurs  directs  et  réciproques. 

L'horizontale  et  la  verticale  d'un  même  nombre  se  coupent  sur  la  dia- 
gonale partant  de  l'origine  et  perpendiculaire  aux  lignes  obliques,  on 
peut  donner  à  cette  droite  le  nom  de  ligne  des  carrés. 

Si  l'on  mène  par  l'origine  une  ligne  faisant  avec  l'horizontale  un  angle 
dont  la  tangente  est  2,  la  verticale  de  chaque  nombre  la  coupera  sur 
l'horizontale  de  son  carré  et  sur  l'oblique  de  son  cube.  On  peut  donc  lui 
donner  le  nom  de  ligne  des  cubes. 

Supposons  maintenant,  d'une  façon  générale,  que  l'on  ait  tracé  une 
série  de  droites  formant  avec  l'horizontale  des  angles  dont  les  tangentes 
soient  les  nombres  entiers  consécutifs  1,2,  3,  4,  etc.;  l'une  quelconque 
de  ces  lignes  sera  coupée  par  la  verticale  d'un  nombre  sur  l'horizontale 
de  sa  r%  2%  3*..,  «'*""•  puissance  et  sur  l'oblique  de  sa  2',  3',  4*...  (n-f-1)^" 
puissance.  On  n'a  indiqué  (PI.  II,)  que  les  lignes  correspondant  aux 
2*  et  3*  puissances.  On  voit  que  ces  lignes  permettent  aussi  d'extraire 
les  radnes  carrées  et  les  racines  cubiques. 

Si  l'on  a  à  multiplier  plusieurs  nombres,  carrés  ou  cubes,  par  un  coeffi- 
cient, on  pourra  le  faire  directement  avec  le  compas,  ou  bien,  si  le  coef- 
ficient se  répète  souvent,  on  peut  le  faire  une  fois  pour  toutes,  en  tirant 
une  horizontale  par  le  numéro  qui  correspond  à  ce  coefficient.  Suppo- 
sons, par  exemple,  l'horizontale  p  tracée,  on  formera  Z*p,  en  remontant 
la  verticale  /  jusqu'à  la  ligne  des  carrés,  puis  suivant  l'oblique  jusqu'au 
bord  du  carré  et  remontant  la  verticale  jusqu'à  ja,  où  on  lira  le  produit. 

Il  est  encore  plus  commode,  lorsque  les  opérations  se  répètent  très 
souvent,  de  mener  des  parallèles  aux  lignes  des  carrés  ou  des  cubes,  à 
des  distances  égales  au  coefficient.  On  a  fait  cette  construction  (PI.  IIJ 
pour  former  m  et  r*r.  Par  les  nombres  n  des  bords  verticaux,  on  a 
mené  des  parallèles  à  la  diagonale.  Une  verticale  quelconque,  4  par 
exemple,  coupe  cette  parallèle  sur  l'horizontale  nt  =  12,6  et  sur  l'oblique 
50,3;  la  caractéristique  est,  dans  les  deux  cas,  égale  à  1,  car  la  ligne  ir  a 
rencontré  une  fois  le  bord  horizontal  avant  l'intersection. 


n 
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2 
Dans  là  PI.  11,,  on  a  aussi  mené  une   ligne  suivant  Tinclinaison  j 

4 

par  le  point  *  tc  =  4,19  ;  une  verticale  r  quelconque  donne  sur  cette  ligne 

o 

le  volume  de  la  sphère  de  rayon  r. 

On  voit,  parce  qui  précède,  que  Ton  peut,  en  réalité,  effectuer  toutes 
les  opérations  an  moyen  de  Tabaque  simple  de  la  PI.  II , ,  mais  que 
celles  qui  se  répètent  souvent  peuvent  être  simplifiées.  Nous  avons 
encore  représenté  (PI.  II,)  un  carré  destiné  à  former  les  valeurs  «ô* 
et  v/a.6  qui  se  présentent  si  souvent  dans  les  calculs  de  construction. 
Si  Ton  joint  les  divisions  de  Taxe  des  ordonnées  correspondantes  à  la 
série  des  nombres  entiers  aux  divisions  de  Taxe  des  abscisses  correspon- 
dantes aux  carrés  de  ces  mêmes  nombres,  on  obtient  des  lignes  ayant 

i 

une  inclinaison  de  — -.  Ces  obliques  aboutissent  sur  le  bord  horizontal 

aux  valeurs  de  a^*  et  sur  le  bord  vertical  aux  valeurs  de  ^a ,  h.  L'ingé- 
nieur ayant  plus  souvent  besoin  de  calculer  aA',  nons  avons  mené  les 
obliques  par  les  divisions  du  bord  inférieur  qui  correspondent  à  la  série 
des  nombres  entiers  et  nous  avons  écrit  leurs  racines  aux  points  de  ren- 
contre de  ces  obliques  avec  le  bord  vertical.  Pour  les  calculs  de  méca- 
nique et  d'hydraulique  où  l'expression  \/a,b  se  présente  le  plus  souvent, 
on  aurait  mené  les  obliques  par  les  divisions  du  bord  vertical  et  indiqué 
les  valeurs  des  carrés  aux  points  de  rencontre  avec  le  bord  hoiizontal. 
Enfin,  s'il  fallait  multiplier  souvent  par  un  même  coefficient  les  expres- 
sions ab^  ou  v^a.6,  on  reculerait  tout  le  système  d'une  quantité  égale  au 
logarithme  de  ce  coefficient,  et  cela  verticalement,  s'il  s'agissait  d'un 
coefficient  de  \a,b,  et  horizontalement  pour  un  coefficient  de  aô*.  La 

ligne  à  45**  passant  par  l'origne  coupe  les  verticales  et  les  horizontales 

3 
sur  les  obliques  des  cubes  et  des  puissances  -. 

Si  la  ligne,  au  lieu  d'être  inclinée  à  45',  a  l'inclinaison  n,  elle  coupera 
au  môme  point  la  verticale  a,  l'horizontale  a"  et  l'oblique  qui  aboutit  sur 

le  bord  horizontal  au  point  a"***  et  sur  le  bord  vertical  au  point  a***«. 

Exemple.  Quel  est  le  poids  d'une  barre  de  fer  à  section  carrée  de  0*,05  de  côté 
et  3*  de  longueur?  Nous  prenons  au  compas  (pi.  II^)  la  longueur  correspondant 
au  poids  spécifique  du  fer,  7,  8,  et  nous  la  portons  horizontalement  à  partir  de  Tin- 
tersection  de  Thorizontale  5  avec  la  verticale  3.  L'extrémité  aboutit  à  Toblique  59 
(exactement  585).  La  caractéristique  est,  en  calculant  par  décimètres  et  kilo- 
grammes, =  1+2x9  =  9.  L'oblique  59  aboutit  sur  la  troisième  échelle,  la  carac- 
téristique du  résultat  est  donc  9  -f  2  =  1,  et  le  poids  est  de  59  kilog. 

Si  la  section  était  circulaire,  on  ajouterait  encore  logr.  au  logarithme  du  coeffi- 
cient. 
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Les  tables  numériques  des  coefficients  entrant  dans  des  multiplica- 
tions ou  divisions  peuvent  être  remplacées  par  des  échelles  sur  lesquelles 
on  mesure  directement  les  valeurs  de  ces  coefficients.  Ainsi,  nous 
avons  r'eprésenté,  au  moyen  d'échelles,  les  fonctions  trigonométriques 
(PI.  II4  et  5).  Notons  un  avantage  de  ces  échelles  sur  les  tables.  Les  deux 
segments,  déterminés  par  un  trait  quelconque  sur  Téchelle  entière, 
forment  ensemble  une  longueur  constante;  ils  représentent  par  suite  les 
logarithmes  de  deux  nombres  réciproques.  On  écrira  donc  sur  les  échelles 
des  sinus  et  des  cosinus  les  valeurs  des  sécantes  et  des  cosécantes  en 
mesurant  les  distances  jusqu'à  l'extrémité  de  droite. 

De  même,  sur  Téchelle  des  ja*  (pi.  11^),  la  distance  d'un  n  quelconque 

i 

à  l'extrémité  de  droite  sera  le  log  de  — . 

Les  échelles  des  sinus  et  des  cosinus  ne  s'étendent  qu'entre  les  carac- 
téristiques 8  et  i.  Comme  on  peut  substituer  l'arc  lui-même  au  sinus  et 
à  la  tangente  lorsque  son  logarithme  est  plus  petit  que  8,  il  stiffira,  pour 
trouver  les  logarithmes  de  ces  fonctions,  d'ajouter  au  logarithme  du 
nombre  de  minutes  ou  de  secondes  celui  de  la  longueur  d'une  minute 
ou  d'une  seconde  et  que  l'on  pourra  mesurer  (PI.  Ilg).  Lés  échelles  de  la 
PI.  Il«,7et8  ont  été  expliquées  plus  haut. 

Nous  avons  enfin  représenté,  sur  la  fig*.  9,  quelques  fonctions  de  g  et 
de  -,  Pour  g  surtout,  il  est  bon  de  remarquer  l'avantage  que  donnent 

i 

les  segments  complémentaires,  car  Ton  a  aussi  souvent  besoin  de  —  et 

de  —zz  ^^^  de  2g  et  de  \/2y. 

On  pourra,  suivant  les  besoins  des  calculs,  étendre  ces  échelles  ou  en 
construire  de  nouvelles.  Nous  ne  les  avons  indiquées  que  comme 
exemples. 

En  comparant  les  opérations  de  l'abaque  avec  celles  de  la  règle  à 
calcul,  il  semble  que  les  premières  soient  plus  générales  et  plus  éten- 
dues que  les  secondes;  mais  elles  nous  paraissent  au  contraire  moins 
pratiques  et  moins  exactes.  On  commet  certainement  plus  d'erreurs 
en  interpolant  une  ligne  entre  deux  obliques,  en  la  suivant  jusqu'à 
une  verticale  également  interpolée,  et  enfin  en  remontant  cette  ver- 
ticale, qu'en  faisant  la  somme  de  trois  segments  placés  les  uns  à  la 
suite  des  autres.  Si  l'on  remarque  en  outre  qu'une  règle  à  calcul  est  bien 
plus  portative  qu'un  abaque  construit  à  grande  échelle,  on  comprendra 
facilement  que  l'usage  de  la  règle  à  calcul  se  soit  peu  à  peu  généralisé 
beaucoup  plus  que  celui  de  l'abaque. 
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14.    TRANSFORMATION   DES  ÉQUATIONS  QUI   DONNENT  COMME  LIGNES  DE  NIVEAU 
DES  COURBES,   DE  FAÇON  A   OBTENIR  DES  LIGNES  DROITES 

II  nous  a  été  possible,  dans  la  construction  de  l'abaque,  de  transformer 
réquatiou  z^=xy  qui  donne  des  hyperboles  comme  courbes  horizon- 
tales, en  une  autre  donnant  des  droites,  par  le  moyen  des  logarithmes. 
Cette  méthode  est  susceptible  d'extension.  Il  est  d'abord  clair  que  le  pro- 
blème est  toujours  possible  quand  l'équation  entre  les  deux  inconnues 
X  eiy  peut  être  mise  sous  la  forme 

où  X  représente  une  fonction  de  x  seulement,  y'  une  fonction  de  y,  et 

où  a„  ^s,  c^  ne  contiennent  que  z,  11  suffit,  en  effet,  de  donner  k  x  et  y 

des  valeurs  successives,  de  calculer  les  x  et  y'  correspondants  et  de 

porter  les  résultats  sur  les  axes  de  coordonnées  en  mettant  des  indices 

correspondants  aux  valeurs  de  a:  et  de  y  ;  puis  de  calculer,  pour  des  va- 

c            c 
leurs  successives  de  z,  les  longueurs  — ^  et ^  interceptées  sur  les 

axes  par  les  droites  représentées  par  l'équation  ci-dessus,  de  tirer  les 
obliques  correspondantes  en  donnant  comme  indice  à  chaque  oblique  la 
valeur  correspondante  de  s  et  la  représentation  graphique  sera  terminée. 
La  feuille  sera  alors  couverte  de  trois  systèmes  de  lignes,  des  parallèles 
aux  axes  de  coordonnées  et  des  obliques,  et  aux  points  d'intersection  de 
trois  de  ces  lignes  correspondent  les  valeurs  simultanées  de  x,  y,  s,  qui 
sont  indiquées  par  les  indices  des  lignes. 

X 

Dans  l'exemple  que  nous  avons  traité  plus  haut,  z  =  — ,  on  aa:'=a:, 

y 

y'  =  y,  a,  =  i,  b%=.  —  z  et,c,  =  0;  dans  l'autre  exemple,  s  =  J'y,  on  a 
x=\%x,  y'z=z.\^y^a,  =  b,  =  i  et  c.  =  — Igz. 

On  ne  peut  pas  donner  de  règle  générale  pour  transformer  ©(a:ryr)  =  0 
en  fl,J?'+  ^,y'4"^»  =  ^-  C)n  prendra  comme  z  l'inconnue  qui  se  présente 
le  plus  souvent  et  qui  a  le  plus  fort  exposant,  et  l'on  cherchera  par  des 
divisions  convenables  à  séparer  les  deux  autres  inconnues.  Si  cette  opé- 
ration ne  réussit  pas,  on  pourra  toujours,  d'une  infinité  de  manières, 
écrire  l'équation  de  la  manière  suivante  : 

^(xyz)  =  aj,[xy)  4  b,fj,xy)  -f  c.=  0. 
En  posant  maintenant 

^'  =  /i(^)    et    y'=/,(xy), 
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on  pourra  faire  la  réduction  demandée;  mais  on  aura  peut-être  besoin, 
pour  représenter  x  et  y',  de  construire  un  ou  deux  tableaux  auxiliaires 
se  composant  aussi  de  trois  systèmes  de  lignes.  Si  Tune  de  ces  fonctions 
/",  ou  y,- ne  pouvait  elle-même  être  représentée  par  un  seul  tableau  de 
lignes  droites,  il  faudrait  construire  de  nouveaux  tableaux  auxiliaires. 
Il  est  même  des  cas  où  il  faudrait  un  nombre  infini  de  tableaux,  où 
par  suite  la  fonction  ne  serait  pas  convergente  dans  le  sens  que  nous  in- 
diquons ici.  Quoi  qu'il  en  soit,  il  n'est  jamais  avantageux  d'employer 
plus  d'un  tableau  pour  la  représentation,  et,  si  cela  n'est  pas  possible  au 
moyen  de  droites,  il  sera  préférable  de  se  senir  de  courbes,  car  l'emploi 
de  plusieurs  tableaux  enlève  à  la  représentation  graphique  toute  sa 
clarté. 

Lalanne  donne  comme  exemple  d'une  fonction  nécessitant  deux  ta- 
bleaux la  fonction  suivante  : 


Il  pose  x-\-y=^y\  ce  qui  donne  un  tableau  d'obliques  à  45°  ;  quant  à 

X 

x'=ax*,  on  peut  l'obtenir  directement  par  le  calcul.  La  fonction  2  =  -7 

sera  alors  représentée  par  un  faisceau  de  droites  passant  par  l'origine. 
On  peut  toutefois  se  passer  de  ce  dernier  tableau.  Il  suffit  d'écrire  en 
efiet  l'équation  sous  la  forme  suivante  : 

y  —  or'-  -  +x  =  0. 

** 

ou 

y  —  (aar')z'  -f-  x  =  0, 

i 

où  l'on  a  posé  2'  =  7  ;  on  voit  que  l'on  arrive  ainsi  à  une  équation  du 

4* 

premier  degré  entre  y  et  5'. 

Nous  citerons  encore,  parmi  les  exemples  traités  par  Lalanne,  son 
tableau  graphique  pour  les  calculs  de  déblais  et  de  remblais  sur  lequel 
nous  reviendrons  plus  loin,  et  son  tableau  très  ingénieux  pour  la  réso- 
lution des  équations  du  troisième  degré,  ramenées  préalablement  à  la 
forme 

Si  l'on  considère  les  paramètres  "p^iq  comme  des  coordonnées  varia- 
bles pour  chaque  valeur  de  x,  cette  équation  représentera  une  droite. 
Toutes  ces  droites  enveloppent  une  parabole  cubique;  par  chaque  point 
de  l'intérieur  de  la  parabole  on  peut  mener  trois  tangentes  à  la  courbe 
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et,  par  chaque  point  de  l'exténeur,  une  seule;  de  sorte  que  Ton  voit 
immédiatement  s*il  y  a  des  racines  imaginaires.  On  peut  évidemment 
étendre  cette  construction  à  des  équations  de  la  forme 

Le  mémoire  de  Lalanne  se  termine  par  un  aperçu  historique  sur  les 
méthodes  de  représentation  graphique. 

Nous  n'avons  pas  cru  pouvoir,  dans  notre  étude  des  méthodes  graphi- 
ques, passer  sous  silence  ce  travail  important. 
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CHAPITRE   m 


TRANSFORMATION  DES  SURFACES 


15.    TRANSFORMATION  DES  TRUNGLES 

On  peut  démontrer  directement,  par  la  géométrie,  Texactitude  de  la 
multiplication  effectuée  au  n*  2,  fig.  19  et  20,  p.  13  pour  déterminer  la 
surface  d'un  triangle.  Joignant,  en  effet,  les  joints  G  et  B,  D  et  A,  on 
voit,  à  cause  du  parallélisme  des  droites  AD  et  BG,  que  le  triangle  OGD 
est  équivalent  à  OAB.  Dans  la  fig,  19,  2b  est  la  base  et  f  la  hauteur  du 
triangle  OGD;  dans  la  fig.  20,  aucontraire^  26  est  la  base  et  /"la  hauteur; 
par  suite,  on  aura,  dans  les  deux  cas,  comme  surface  de  OAB  =  F  = 

~r-2b  =  bf,      d'où      f=l; 

c'est-à-dire  que  la  surface  F  est  représentée  par  la  hauteur  f  d*un  rec* 
tangle  dont  la  base  serait  b.  On  voit  ainsi  qu'en  réduisant  un  triangle  à 
une  base  ou  à  une  hauteur  26  donnée,  on  arrive  au  même  résultat  qu^en 
multipliant  la  base  par  la  hauteur  et  divisant  ensuite  le  produit  par  b. 

Gette  concordance  des  deux  méthodes  ne  peut  plus  se  démontrer 
lorsque,  au  lieu  de  triangles,  on  a  des  figures  plus  compliquées  ;  il  est 
alors  plus  simple  de  transformer  la  figure  que  de  calculer^  puis  sommer 
les  différents  triangles  qui  la  composent.  Nous  allons  montrer  comment 
on  peut  mesurer  une  figure  quelconque  en  la  transformant  en  un  reC"* 
tangle  de  base  donnée  ou  en  un  triangle  ayant  comme  base  ou  comme 
hauteur  le  double  de  cette  longueur.  On  obtient,  par  ces  transformations^ 
des  longueurs  proportionnelles  aux  surfaces  à  mesurer  et  sur  lesquelles 
on  peut  opérer  d'après  les  règles  indiquées  dans  le  premier  chapitre* 

Il  n'est  pas  nécessaire  de  considérer,  comme  base  du  triangle,  l'un  de 
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ses  trois  côtés,  ainsi  que  nous  Tavons  fait  fig,  19  et  20;  mais  on  peut 
prendre  comme  base  une  droite  quelconque  AB,  (fig.  45)  joignant  un 


B 


Fig.  45. 
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sommet  A  du  triangle  à  un  point  B,  pris  sur  le  côté  opposé  BC.  La  hau- 
teur correspondante  à  cette  base  sera  alors  la  projection  orthogonale  CD 
du  côté  BC  opposé  au  sommet  A  sur  une  perpendiculaire  à  AB,.  Pour 
distinguer  cette  projection  sur  une  perpendiculaire  de  la  projection  sur 
la  ligne  AB,  elle-môme,  nous  rappellerons  antiprojection. 

Menons,  en  effet,  la  parallèle  AA,  à  BC  et  la  parallèle  BA,  à  AB,  ;  le 
triangle  AjBC  {A,C  n*est  pas  tracé  sur  la  figure)  sera  équivalent  au  triangle 
donné  et  la  hauteur  de  ce  triangle  est  CD.  Cette  hauteur  CD  est  maximum 
lorsqu'elle  se  confond  avec  BC  et  à  ce  maximum  correspond  le  minimum 
de  ABj,  c'est-à-dire  la  hauteur  du  triangle  ABC.  Si  Ton  fait  tourner  AB, 
autour  du  sommet  A,  sa  longueur  augmente  indéfiniment  et  le  point  D 
parcourt  un  demi-cercle  décrit  sur  BC  comme  diamètre  ;  en  même  temps 
que  AB,  augmente  indéfiniment,  CD  diminue  jusqu'à  zéro. 

On  peut  donc,  pour  effectuer  la  réduction,  prendre  comme  base  une 
longueur  quelconque  plus  grande  que  la  hauteur  du  triangle  ou,  comme 
hauteur,  une  longueur  quelconque  plus  petite  que  le  côté  BC  opposé  à  A. 

On  aurait  pu  de  môme  transformer  le  triangle  ABC  en  un  autre 
triangle  A,BC  et  la  surface  de  ce  nouveau  triangle  serait  exprimée  par 

1 

^  AjC.BCi.  D'une  façon  générale,  on  peut  dire  que  la  base  de  réduction 

2b  est  la  distance  entre  la  base  BC  du  triangle  et  la  parallèle  AA,  mesurée 
obliquement  suivant  la  direction  de  cette  base  2b  et  que  la  hauteur  cor- 
respondante h  est  la  distance  normale  des  deux  parallèles  menées  par 
les  sommets  B  et  C  à  cette  môme  base  2b,  Sur  la  fig,  45,  on  a  indiqué 
les  trois  positions  de  la  base  et  de  la  hauteur  qui  passent  par  les  trois 
sommets  du  triangle. 
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En  considérant  dans  cette  figure  comme  correspondantes  deux  per- 
pendiculaires passant  par  un  même  sommet,  par  exemple  A^B  et  BC, ,  on 
peut  énoncer  la  construction  de  la  manière  suivante  : 

Si  ton  mène,  par  le  sommet  B  d'un  trianglCy  deux  perpendîailaù^es  cor- 
respondantes BA,  et  BG,  et  que  l'on  intercepte  sur  Fune  d'elles  le  segment  BAj 
au  moyen  d'une  parallèle  AAj  à  Vun  des  côtés  passant  par  B  et,  sur  Vautre, 
le  segment  BC,  au  moyen  d'une  parallèle  GG,  à  BA, ,  le  produit  de  ces  deux 
segments  représentera  le  double  de  la  surface  du  triangle. 

Lorsque  l'un  de  ces  segments  CD  ou  AB,  est  égal  au  double  de  la  base 
de  réduction,  l'autre  sera  la  longueur  qui  représente  la  surface  du 
triangle. 


16.    TRANSFORMATION  DU   QUADRttATÈRE 

La  transformation  d'un  quadrilatère  ABCD  {fig.  46)  peut  se  ramener 
à  celle  du  triangle.  Il  suffit  de  mener,  par  l'un  des  sommets  B,  une  pa- 
rallèle à  la  diagonale  AC  jusqu'en  B,  sur  AD,  et  le  triangle  B,GD  (B,C 
n'est  pas  tracé)  sera  équivalent  au  quadrilatère  donné.  La  surface  de  ce 
triangle  se  mesurera  au  moyen  d'une  base  quelconque  FG  et  de  l'anti- 


Pig.  «W. 


projection  BjE  du  côté  B,D.  Si  Tune  de  ces  deux  longueurs  est  la  base  2A, 
l'autre  sera  alors  la  mesure  /*  du  quadrilatère. 

Le  problème  peut  être  résolu  directement  {fig,  47). 

De  G  comme  centre  décrivons  un  arc  de  cercle  PC  =  2A  comme  rayon, 
et  du  sommet  A,  menons  une  tangente  B,P  à  ce  cercle.  Considérons  FG 
comme  l'anti  projection  de  la  diagonale  AC;  nous  aurons  alors  (comme 
dans  la  fig.  45,  page  80),  en  menant  BB,  et  DD,  parallèlement  à  GA, 
AB,  comme  base  réduite  du  triangle  ABC  et  AD  comme  base  réduite 
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du  triangle  ABC;  par  suite,  la  surface  du  quadrilatère  ABGDsera  égale  à 
c'est-à-dire  que  la  surface  du  quadrilatère  sera  représentée  par  B,D,, 

Fig.  47. 


Cette  construction  n'est  plus  applicable  quand  GF  =  2^  est  plus 
grand  que  la  plus  grande  dimension  du  quadrilatère  ABGD.  On  porte 
alors  26  comme  base  en  B,D  (fig.  48)  au  moyen  d'un  arc  de  cercle  décrit 

Fig.  48. 


Fig.  49. 


de  D  comme  centre  avec  26  comme  rayon  jusqu'à  sa  rencontre  en  B, 

avec  la  parallèle  BB,  à  AC,  et  l'aire  cherchée  sera  mesurée  par  l'anti- 

projection  GF  de  la  diagonale  commune  AG. 
Lorsque  le  quadrilatère  est  étoile,  comme  dans  la  fig,  49,  la  construc- 
tion indiquée  (fig.  47)  donne  la 
différence  des  deux  triangles 
ABG  et  AGD  au  lieu  de  donner 
leur  somme.  Les  bases  réduites 
des  deux  triangles  ABG  et  ADG 
tombent  Tune  sur  l'autre,  se  re- 
tranchent, et  la  plus  grande  AB, 
correspond  à  la  plus  grande  des 
surfaces.  Dans  le  quadrilatère 
étoile,  /  a  le  signe  de  l'un  des 
deux    triangles   composant    le 

quadrilatère  dont  le  sommet  est  le  plus  éloigné  de  la  diagonale  coip- 

mune  AC. 
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Fig.  50. 


On  peut  pour  le  quadrilatère,  comme  pour 
le  triangle,  obtenir  dans  diverses  positions  les 
lignes  qui  le  mesurent.  Ne  pouvant  indiquer 
toutes  ces  positions,  nous  nous  contenterons 
de  faire  connaître  une  construction  com- 
mode pour  le  quadrilatère  étoile  {fig,  50) 
en  laissant  au  lecteur  le  soin  de  la  démon- 
stration. 
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Soit  un  polygone  012  34  5. 

Par  le  sommet  i  [fig,  51)  menons  une  parallèle  i  2,  à  la  diagonale  0  2 

qui  joint  les  2  sommets  voisins 
jusqu'à  sa  rencontre  en  2,  avec 
le  deuxième  côté  2  3  ;  le  triangle 
012  sera  équivalent  au  triangle 
0  2i2  (2j0  n'est  pas  tracé  sur  la 
figure);  par  suite  le  polygone 
02,345  sera  aussi  équivalent  à 

0  i  2  3  4  5.  Le  sommet  i  a  été  ainsi 

3Î'         3  éliminé  et  le  nouveau  polygone  a 

un  sommet  de  moins  que  le  po- 
lygone donné.  Nous  pourrons  de  môme  éliminer  le  sommet  2,  en  me- 
nant 2,  3j  parallèlement  à  03;  en  opérant  ainsi,  on  pourra  réduire 
un  polygone  d'un  nombre  quelconque  de  côtés  à  un  quadrilatère  tel  que 
03,4  5,  que  Ton  réduira  enfin  à  la  base  26  par  les  méthodes  exposées 
au  n*  16,  page  81. 

Dans  cette  construction,  le  sommet  0  est  resté  fixe,  et  chaque  nou- 
veau côté  des  polygones  successifs  est  venu  passer  par  ce  sommet;  on 
pourrait,  au  lieu  de  conserver  ainsi  un  sommet  du  polygone  primitif, 
conserver  un  côté  de  ce  polygone. 

La  construction  est  indiquée  (PI.  III,)  pour  un  profil  en  travers  de 
chemin  de  fer.  • 


Nous  avons  mené 


ir  parallèlement  à  20 
22'  »  31 

33  »  42' 

44'  »  53' 

5D  »  A4 
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Nous  obtenons  ainsi  la  ligne  droite  AD  qui  intercepte  à  gauche  et 
à  droite  des  surfaces  équivalentes.  Cette  construction  n'a  pas  besoin 
d'explication  et  il  suffit  d'en  indiquer  la  marche.  La  partie  supérieure 
du  profil  peut  de  même  être  réduite  à  une  droite  BG ,  et  nous  aurons 
ainsi  transformé  la  figure  en  un  quadrilatère  ABCD  qui,  réduit  à  la  base 
2A,  nous  donnera  la  longueur  /"représentant  la  surface  du  profil. 

Cette  méthode  est  la  plus  simple  pour  des  profils  en  travers  de  forme 
quelconque.  Avec  un  peu  d'habitude ,  on  peut  faire  la  transformation 
d'une  façon  presque  mécanique  en  portant  la  pointe  du  compas  ou  du 
crayon  en  1,2, 3, 4, ,  etc.,  sans  avoir  même  besoin  de  numéroter  ou  de 
tracer  les  lignes  de  construction.  Plaçant,  par  exemple,  une  équerre  en 
3, 3,  on  la  fixe  avec  le  crayon  au  point  3, ,  et  faisant  tourner  l'équerre 
autour  de  ce  point  en  même  temps  que  la  règle  sur  laquelle  elle  devra 
glisser  plus  tard,  on  l'amène  sur  le  point  5,  puis  on  fait  glisser  l'équerre 
sur  la  règle  jusqu'au  point  4,  ce  qui  détermine  lepoint4,,  et  ainsi  de  suite. 

Cette  construction,  toute  mécanique,  est  absolument  indépendante  de 
la  forme  du  contour  de  la  figure  à  transformer  et  il  est  indifférent  que 
ce  contour  se  dirige  à  droite  ou  à  gauche.  Or,  les  constructions  qui  peu- 
vent se  faire  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  se  préoccuper  de  la  position 
respective  des  diverses  lignes  de  la  figure,  sont  tout  à  fait  générales; 
aussi  la  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  peut  s'appliquer  aux  poly- 
gones étoiles,  ainsi  qu'aux  polygones  dont  certains  côtés  se  coupent,  et 
elle  donne  la  surface  exacte  de  ces  polygones  en  tenant  compte  des 
signes. 

Si  l'on  répète  en  effet  les  constructions  précédentes  sur  un  profil  con- 
tenant à  la  fois  du  déblai  et  du  remblai  (PI.  111,),  on  voit  que  les 
parties  en  déblai  se  retranchent  d'elles-mêmes  des  parties  en  remblai  et 
le  profil  transformé  ABCD  est  égal  à  la  différence  des  deux  surfaces. 

Pour  reconnaître  les  signes  des  différentes  surfaces  composant  une 
même  figure,  on  n'a  qu'à  parcourir  d'une  façon  continue  le  contour  de  la 
figure,  et  à  remarquer  le  sens  suivant  lequel  on  décrit  le  contour  de 
chaque  surface  partielle;  les  surfaces  décrites  dans  des  sens  différents 
ont  des  signes  contraires. 

On  voit  par  exemple  que  le  sens  suivant  lequel  on  décrit  le  contour  de 
*la  surface  en  remblai  34ABCO  est  inverse  de  celui  qu'on  obtient  en  sui- 
vant le  contour  de  la  surface  de  déblai  COI 234,  ainsi  que  l'indiquent 
les  flèches  placées  à  l'intérieur  des  deux  surfaces.  Enfin,  le  sens  suivant 
lequel  on  parcourt  le  profil  transformé  ABCD  donne  le  signe  du  résul- 
tat. Si,  par  exemple,  il  y  avait  eu  plus  de  déblai  que  de  remblai,  et  que 
par  suite  AD  fût  venu  en  AD, ,  les  surfaces  ABCD,A  et  GO  1 2  3  4  auraient 
été  de  même  signe. 
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Les  profils  en  travers  des  routes  et  des  chemins  de  fer  sont  en  général 
des  quadrilatères,  dont  trois  côtés  ont  toujours  une  direction  et  une 
position  constantes,  et  dont  le  4*  côté,  qui  est  la  ligne  du  terrain  na- 
turel, varie  en  position  et  en  direction  pour  chaque  profil. 

Gomnae  le  calcul  de  ces  profils  se  présente  très  fréquemment  dans  la 
pratique,  on  a  calculé  à  l'avance  les  surfaces  de  déblai  et  de  remblai 
pour  différentes  positions  et  directions  de  la  ligne  du  terrain  naturel,  et 
on  a  mis  les  résultats  sous  forme  de  table.  On  a  aussi  construit  des  ta- 
bleaux graphiques  qui  fournissent  immédiatement  les  surfaces  des  pro- 
fils  en  les  mesurant  suivant  les  horizontales  qui  correspondent  aux 
données  du  terrain  naturel.  Nous  allons  expliquer  la  construction  de 
ces  tableaux  graphiques.  Nous  ne  considérerons,  comme  il  est  d'usage, 
que  le  demi-profil  ABCD  [fig.  52)  et  nous  le  transformerons  en  le  con- 

Fig.  52. 


sidérant  comme  la  diff'érence  des  triangles  OGD  et  OBA.  Cette  méthode  a 
Tavantage  de  permettre  d'appliquer  le  tableau  graphique  à  tous  les  pro- 
fils de  même  talus,  car  il  suffit  de  retrancher,  au  moyen  d'une  parallèle 
à  OD,,  le  triangle  OBA  qui  est  situé  au-dessus  du  profil  et  qui  est  con- 
stant pour  chaque  espèce  de  profil.  Nous  allons  d'abord  réduire  les 
triangles  OCD,  OCiD, ,  OC,D,  (G|Dj ,  C,D,  sont  parallèles)  à  une  môme 
base  OD  =:  26,  de  manière  que  les  sommets  des  triangles  réduits  soient 
situés  sur  les  horizontales  passant  par  D,  D, ,  D,,  etc. 
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Projetons  en  E,  Ej,  E,,  par  des  verticales,  les  différents  points  CG,C, 
correspondant  aux  pieds  des  talus  sur  une  horizontale  passant  par  Tex- 
trémité  D  de  la  base  de  réduction.  Les  triangles  donnés  OCD,  OGjD,,  etc. 
seront  équivalents  aux  triangles  OED,  OEiD, ,  OE,D, ,  et  ces  derniers, 
aux  triangles  OED,  ODS,,  ODS,  (les  lignes  D,E,,  D,E,,  D,S,,  D,S,  ne 
sont  pas  tracées  sur  la  figure)  obtenus  en  projetant  du  point  0  les  points 
EEjEs  sur  les  horizontales  menées  par  D,  D, ,  D,.  Les  lignes  DE,  D,S,, 
D,Sj,  représenteront  alors  les  surfaces  des  différents  triangles  donnés. 
Pour  obtenir  leurs  valeurs,  il  suffira  de  multiplier  ces  lignes  par  la 
base  f  OD. 

Si  Ton  joint  tous  les  points  S  ainsi  obtenus  au  moyen  d'une  courbe 
dont  nous  étudierons  plus  loin  la  nature,  cette  courbe  permettra  de  dé- 
terminer la  surface  de  tous  les  profils  de  môme  talus  et  correspondants 
à  la  môme  inclinaison  du  terrain  naturel. 

Les  points  E,  S,,  S,  peuvent  être  considérés  comme  résultant  de  l'in- 
tersection du  faisceau  0(DEjE,...oo)  avec  le  faisceau  de  rayons  paral- 
lèles oo(ODD,D,.. .00).  Ces  deux  faisceaux,  étant  projectifs  à  la  môme 
ponctuelle  OCC,C,...oo,  le  lieu  du  point  S  sera  une  courbe  du  2*  degré. 

En  considérant  le  rayon  commun  Ooo  èomme  appartenant  au  fais- 
ceau 0,  son  conjugué  dans  le  faisceau  parallèle  00  sera  la  droite  à  Tin- 
fini  00  vo,;  par  suite  la  courbe  est  tangente  à  cette  dernière  droite  au 
point  oc,  et  c'est  une  parabole  dont  le  rayon  O^o  est  un  diamètre. 

Le  rayon  commun  Ooo,  considéré  comme  faisant  partie  du  faisceau 
parallèle,  a  pour  conjugué,  dans  le  faisceau  0,  la  droite  OD,  qui  est  par 
conséquent  aussi  tangente  à  la  courbe  au  point  0.  Enfin  cette  tangente, 
étant  perpendiculaire  à  la  direction  de  son  conjugué  Ooo,  qui  est  un  dia- 
mètre, est  la  tangente  au  sommet,  et  Ooo  est  l'axe  de  la  parabole. 

La  parabole  est  donc  complètement  déterminée  et  peut  se  construire 
facilement  pour  chaque  inclinaison  du  talus  du  profil  et  du  terrain 
naturel. 

La  parabole  varie  quand  on  fait  varier  l'une  ou  l'autre  de  ces  incli- 
naisons: si  on  la  construit  pour  une  série  d'inclinaisons  différentes  du 
terrain  naturel,  on  pourra,  par  une  interpolation,  déterminer  la  surface 
du  profil  pour  une  inclinaison  quelconque  en  mesurant  cette  surface 
sur  l'horizontale  qui  correspond  à  la  cote  sur  l'axe. 

En  changeant  le  talus  du  profil,  la  parabole  change  aussi.  Mais  les 
variations  provenant  des  changements  de  l'inclinaison  du  talus  sont  tout 
à  fait  de  môme  nature  que  celles  qui  proviennent  des  changements 
dans  l'inclinaison  du  terrain  naturel,  et  les  surfaces  des  profils  OCD, 
OC,D  et  OCjD  {fig.  53)  sont  équivalentes  lorsque  la  différence  x  — a,  entre 
la  tangente   de  l'inclinaison  du  talus  et  la  tangente  de  l'inclinaison  du 
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terrain  naturel,  reste  constante.  Par  suite,  au  lieu  de  prendre  comme 

p.    53  indices  des  paraboles,  les  inclinaisons  du  ta- 

10  lus  et  du  terrain  naturel,  il  est  bien  préfé- 

"^'  "^VT*  rable  d'adopter  comme  indice  la  différence 

des  tangentes  de  ces  inclinaisons.  On  obtient 

S-    ainsi  un  tableau  graphique  qui  peut  servir, 

quelles  que  soient  les  inclinaisons  du  talus 

et  du  terrain  naturel,  ainsi  que  la  cote  sur 

-^t^    Taxe. 

La  différence  •:  —  a  étant  prise  comme 
indice  pourla  construction  du  tableau,  il  con- 
vient de  la  faire  varier  suivant  une  progrès- 
'  sion  arithmétique.  Cette  disposition  est  non 
seulement  très  commode  pour  lire  directement  les  surfaces  sur  le  tableau 
sans  construction  préliminaire,  mais  encore  elle  facilite  beaucoup  là 
construction  du  tableau  graphique,  car  tous  les  rayons  du  faisceau  0 
{fig,  52,  p.  85)  seront  alors  divisés  en  parties  égales  par  les  diverses  pa- 
raboles. 

Soit,  en  effet  (PI.  Ill^),  un  rayon  quelconque  OC  coupant  en  G  Tho- 
rizontale  DC  menée  par  Textrémité  D  de  la  base  de  réduction  2ô=0D; 
soit  arctangxrangle  de  OC  avec  Thorizontale,  le  point  C  sera  un  point 
de  la  parabole  correspondant  à  une  différence  t  des  tangentes,  c'est-à- 
dire  dont  l'indice  est  x,  car  DC  représente,  sans  réduction,  la  surface  du 
triangle  ODC,  qui  a  la  base  OD  voulue.  Faisons  maintenant  varier  de  o  la 
différence  t  des  tangentes,  en  prenant  tangDiCD  =  S;  la  surface  du 
triangle  OGD  devra  être  lue  sur  la  parabole  de  x — 5,  et  nous  obtiendrons 
un  point  de  cette  parabole  en  menant  la  parallèle  CJ)^ ,  de  façon  à 
transformer  le  triangle  OCD,  en  un  autre  triangle  OCjD,  dont  la  hauteur 
soit  égale  à  la  base  de  réduction  CD,  et  dont  la  base  CjD,  sera  par  suite 
la  mesure  du  triangle  OCD,.  Mais  comme  le  point  C|  se  trouve,  par  con- 
struction, sur  le  rayon  OC  et  sur  l'horizontale  correspondant  au  point  D 
du  terrain  naturel,  ce  point  C,  est  le  point  de  la  parabole  x — S  situé  sur 
le  rayon  OC.  Par  suite  les  formes  OD,D  et  OC,C  sont  semblables  et, 
lorque  les  variations  DD, ,  D,D,,  etc.,  des  différences  des  tangentes  sont 
constantes,  les  segments  CCj,  CjC,...  interceptés  par  les  différentes 
paraboles  sur  le  rayon  OC  seront  aussi  constants.  Pour  déterminer  les 
points  où  d'autres  rayons  OB,  OE  rencontrent  les  mêmes  paraboles,  on 
cherche  les  intersections  H  et  K  de  ces  rayons  et  de  l'horizontale  menée 
•par  le  point  de  rencontre  C  de  l'une  quelconque  de  ces  paraboles  avec 
le  rayon  OC;  on  projette  H  et  K  parallèlement  à  la  tangente  commune 
OD  sur  le  rayon  OC,  en  G  et  I,  puis  on  projette  ces  points  G  et  I  hori- 
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zonialement    (c'est-à-dire   parallèlement    au    diamètre   commun)  sur 
0(HK)  et  Ton  obtient  les  points  cherchés  B  et  E. 

La  démonstration  de  cette  construction  se  fait  comme  précédemment, 
en  remarquant  que  les  faisceaux  oo(OGClcOj)  et  O(DHGDoo)  sont  tous 
deux  projectifs  avec  la  ponctuelle  OGCfoo,. 

On  voit  par  cette  construction  que  les  ponctuelles  OB,B,B,  OG,C,C, 
OEjEjE,  déterminées  avec  les  rayons  du  faisceau  0  parles  différentes 
paraboles,  sont  semblables.  Gette  propriété  résulte  d'ailleurs  d'une  façon 
immédiate  de  ce  que  le  point  0  est  le  centre  de  similitude  des  paraboles, 
qui  sont  semblablement  placées.  Il  résulte  aussi  de  cette  dernière  consi- 
dération qu'un  rayon  quelconque  du  faisceau  0  coupe  toutes  les  para- 
boles sous  le  même  angle,  et,  comme  les  segments  interceptés  sont 
égaux,  nous  aurons  sur  toute  la  longueur  du  rayon  la  môme  figure. 

Si  la  variation  de  la  différence  des  tangentes  allait  en  diminuant  (au 
lieu  d'être  constante)  en  passant  de  la  verticale  à  l'horizontale,  il  fau- 
drait diminuer,  d'après  les  mêmes  lois,  les  segments  interceptés  sur  un 
même  rayon.  Le  long  d'un  rayon,  la  différence  des  valeurs  x — a  aug- 
mentera de  0,01  à  0,02,  par  exemple,  puis  à  0,05  et  à  0,10. 


19.    CONSTRUCTION   KT   USAGK   DU    TABLEAU   PARABOLIQUE 

Les  propriétés  que  nous  venons  d'exposer  et  quelques  calculs  très 
simples  permettent  de  construire  facilement  le  tableau  graphique. 

Traçons  (en  prenant  le  décimètre  comme  unitéj  un  cadre  de  2,4  de 
longueur  sur  1,8  de  hauteur  (PI.  IV),  et  remplissons-le  par  un  quadril- 
lage en  millimètres.  Gonsidérons  le  côté  supérieur  comme  axe  des  abs- 
cisses et  en  même  temps  comme  axe  des  paraboles,  le  côté  gauche 
comme  axe  des  ordonnées  et  comme  tangente  commune,  et  désignons 
parO  l'intersection  de  ces  deux  axes,  c'est-à-dire  l'origine  des  coordon- 
nées, et  par  x^  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'une  des 
courbes. 

L'équation  des  paraboles  à  construire,  par  exemple  celle  de  OBG, 

FB      DH  X     au       y 

se  déduit  facilement  de  la  proportion  —  =  —  ou  {fig,  54),  -=t7  ou  -, 

en  supposant,  comme  on  l'a  fait  pour  la  pi.  IV,  b  =  a,  c'est-à-dire 
l'angle  GOF  de  45";  car  alors  l'ordonnée  y  des  points  B  =  OF=rFG  =  DH, 
et  l'équation  de  la  parabole  est  y*  =  ax. 

Au  moyen  de  cette  équation,  on  a  calculé  pour  construire  la  pi.  IV  les 
ordonnées  des  paraboles  dont  les  paramètres  sont  respectivement  100, 
50,  30  et  20,  et  pour  des  différences  d'ordonnées  de  0,1  à  0,2, 
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Quant  aux  autres  paraboles,  on  a  déterminé  leurs  intersections  avec 

.,.    _  des  rayons  successifs  issus  de  0. 

yig.  54.  '^ 

.- -. j ^T"--    Pour  le  premier  de  ces  rayons,  par 

exemple,  pour  celui  qui  coupe  le 
côté  inférieur  de  la  feuille  à  Tab- 
scisse  0,18  (*)  et  dont  réquation  est 
par  suite 

on  a  : 

a  a 

y=-  =0,la  et  x  =  —  =  0,Oia. 

En  prenant  pour  unité  la  différence  Aa  des  paramètres  des  paraboles 
consécutives  coupant  ce  rayon,  la  différence  des  ordonnées  successives 
sera  de  0,1  (1  centimètre)  et  celle  des  abscisses  de  0,01  (1  millimètre). 
11  passera  donc  une  parabole  par  chaque  intersection  du  rayon  •:  =  10 
avec  les  horizontales  correspondant  aux  divisions  en  centimètres  et  avec 
les  verticales  correspondant  aux  millimètres. 

On  a  ensuite  posé  -  =  0,12.  Le  rayon  correspondant  coupe  le  côté 

inférieur  à  Tabscisse  0,216,  au  même  point  que  la  parabole  15,  et  la 
différence  d'ordonnées  correspondant  à  une  différence  de  paramètres 

• 

égale  à  I  est  Ay=:=  0,12.  Les  paraboles  qui  passaient  par  Tintersection 
du  rayon  10  avec  les  horizontales  0,i,  0,2,  0,3...  passent  aussi  par  Tin- 

1 

tersection  du  rayon  j—-  avec  les  horizontales  0,12,  0,24,  0,36,  et  ainsi 

de  suite.  Les  arcs  de  paraboles  compris  entre  ces  rayons  peuvent  par 

suite  être  tracés  directement,  car  ils  son(  tous  parallèles  entre  eux  et 

on  les  obtiendra  successivement  en  faisant  glisser  une  équerre  le  long 

d'une  règle.  Les  différences  entre  les  abscisses  des  intersections  des 

1  Aa 

paraboles  avec  le  rayon  rr—  sont  Ax  =  — =  0,0144.  La  parabole  a =25 

est  la  première  qui  passe  par  Tintersection  d'une  des  verticales  tracées 
sur  le  tableau  avec  le  rayon,  et  cette  verticale  correspond  à  l'abscisse 
0,36;  comme  cette  intersection  est  en  dehors  de  la  feuille,  il  en  résulte 

1 

que  le  rayon  — —  ne  cimtient  aucune  intersection  d'une  des  verticales 

du  tableau  avec  une  des  parallèles. 

(*)  Il  ne  faut  pas  oublier  quo,  dans  tout  ce  paragraphe,  le  décimètre  est  Tunité  de 
longueur. 
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On  construit  de  la  même  manière  les  arcs  de  paraboles  compris  entre 

1 

les  rayons  -=0,i2  et  0,13,  et  ainsi  de  suite.  Nous  nous  contenterons 

i 

de  donner  les  valeurs  de  - ,  Aa,  âj?  et  Ay  correspondantes  au  rayon  pour 

T 

lequel  nous  avoas,  dans  l'intérêt  de  la  clarté  de  la  figure,  changé  la 
valeur  de  Aa,  c'est-à-dire  pour  lequel  le  nombre  des  paraboles  varie 
d'un  côté  à  Tautre  de  chaque  rayon. 

1 

-      0,1     0,2     0,3      0,5      0,8      1,2  2,4  4  8  15 

Aa       1     0,5     0,2      0,1      0,05    0,05        0,01        0,005    0,002    0,002 
Ay   0,1     0,1     0,06    0,05    0,04    0,024      0,24        0,02      0,016    0,03 
Ax  0,01   0,02  0,018  0,025  0,032  0,0282    0,0576    0,08      0,128    0,45 

Les  abscisses  des  intersections  avec  le  côté  inférieur  s'obtiendront  en 

1 

multipliant  1,8  par  -,  et  les  ordonnées  des  intersections  avec  le  côté 

1 

droit  en  divisant  2,4  par  -. 

T 

Vers  la  fin  de  la  construction,  les  intersections  des  rayons  avec  les 
intersections  deviennent  très  obliques  ;  mais  d'un  autre  côté,  les  lon- 
gueurs des  segments  interceptés  par  les  diverses  paraboles  sur  ces  rayons 
augmenteront,  et  le  nombre  des  points  de  rencontre  qui  coïncident  avec 
des  intersections  des  lignes  du  quadrillage  augmente  aussi  ;  on  obtiendra 
des  points  des  autres  paraboles  intermédiaires  en  divisant  en  un  certain 

nombre  de  parties  la  distance  de  ces  intersections  au  point  0. 

1 

Considérons,  par  exemple,  le  rayon  -  =  4;  ce  rayon  rencontre  toutes 

X 

les  paraboles  sur  des  intersections  du  quadrillage,  et  ces  points  de  ren- 
contre coïncident  de  cinq  en  cinq  avec  des  intersections  des  lignes  cor- 
respondantes aux  centimètres.  Ainsi,  les  coordonnées  de  rinlersection  R 
de  ce  rayon  avec  la  parabole  a  =  0,1  sont  x  =  l,6  et  y  =  0,4;  on  les 

a 
obtient  en  multipliant  àx  et  Ay  par  —  ou  20. 

Comme  une  parabole  est  déterminée  quand  on  connaît  son  axe,  son 
sommet  et  un  autre  quelconque  de  ses  points,  on  obtiendra  les  mêmes 
paraboles,  quelle  que  soit  la  base  de  réduction  ;  on  pourra  donc  s'en  servir, 
dans  la  PI.  IV,  pourvu  qu'en  changeant  la  base  de  réduction  on  change 
aussi  d'une  façon  correspondante  les  indices  des  paraboles.  Si  l'on  veut 
désigner  les  paraboles  par  la  difi'érence  des  tangentes  t  —  a  (fig,  53, 
p.  87),  il  faudra  donner  l'indice  1  à  celle  qui  passe  par  le  point  {x  =  2b, 
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y  =  2^)  dont  les  coordonnées  sont  égales  au  double  de  la  base  de  réduc- 
tion. Sur  la  PI.  IV,  on  a  marqué  les  indices  correspondants  à  la  base 
^=5  centimètres  ou  à  la  double  base  2^  =  iO  centimètres  et  la  parabole 
qui  passe  par  le  point  (j?  =  l,y  =  l)  a  été  affectée  de  Tindice  1.  Il  est 
évident,  en  effet,  que  le  triangle  rectangle  dont  Thypoténuse  est  01  (sur 
la  ligne  OC)  n'a  pas  besoin  de  réduction,  puisque  chaque  côté  de  Tangle 
droit  est  égal  à  2A  et  que  sa  surface  est  ainsi  représentée  par  cette  lon- 
gueur. L'indice  des  autres  paraboles  s'obtient  en  numérotant  propor- 
tionnellement tous  les  rayons  du  faisceau  0. 

Nous  terminerons  en  indiquant  l'usage  de  ces  tables  au  moyen  d'un 
exemple. 

Soit  à  déterminer  les  surfaces  de  déblai  et  de  remblai  pour  le  profil 
type  dessiné  PL  III,. 

Dans  le  cas  du  remblai,  nous  réduisons  à  un  triangle  AOA^  ayant  pour 
hauteur  la  base  de  réduction  6,  le  polygone  constant  03211  compris 
entre  le  prolongement  du  talus  en  remblai,  l'axe  et  le  contour  supérieur 
du  profil.  Dans  le  cas  du  déblai,  nous  réduisons  de  même  le  polygone 
constant  0,54321 1.  Les  moitiés  des  bases  f  et  /*,  donneront  par  consé- 
quent les  surfaces  de  ces  polygones  (savoir  6"',75  et  12*",4).  Pour 
déterminer  les  surfaces  de  remblai  au  moyen  de  la  PI.  IV,  on  prendra 
l'origine  des  coordonnées  au  point  M  dont  l'abscisse  est  égale  à  /"et  dont 
l'ordonnée  est  égale  à  OL  (PI.  III5).  Pour  le  déblai,  l'origine  devra  être 
prise  au  point  N  dont  l'abscisse  est  /*,  et  dont  l'ordonnée  est  0,L 

Soit,  par  exemple,  une  hauteur  de  remblai  LP  avec  une  inclinaison 
du  terrain  naturel  de 0,53  (PI.  III5).  La  surface  du  profil  sera  donnée 
par  l'abscisse  PQ  (PI.  IV)  du  point  de  la  parabole  ayant  pour  indice 
0,67  —  (—  0,53)  =  1,2,  dont  l'ordonnée  MP  est  égale  à  la  hauteur  LP.  La 
longueur  ainsi  obtenue  doit  naturellement  être  la  même  que  celle  qui 
résulte  de  la  construction  directe  faite  sur  le  profil  lui-môme.  La  surface 
cherchée  est  égale  à  PQ  X  6  =  3,66  X  5  =.  18''%3. 

On  peut  aussi  déterminer  la  parabole  graphiquement. 

Le  rayon  OC,  (PI.  IV)  qui  forme  avec  l'horizontale  un  angle  dont  la 
tangente  est  x  —  a,  coupe  toujours  la  parabole  correspondante  sur  l'ho- 
rizontale D,C,  dont  l'ordonnée  est  26  =  10  centimètres,  car  le  triangle 
DjOC,  n'a  pas  besoin  de  réduction.  On  porte  donc  une  fois  pour  toutes, 
sur  la  verticale  x  =  26  =  OR  et,  à  partir  de  R,  la  tangente  RT  de  l'angle 
constant  du  talus  mesurée  en  prenant  OR  comme  rayon  (ici  elle  est  de 

2 

-  =  6^,7),  on  en  retranche  la  tangente  TU  de  l'inclinaison  du  terrain 

mesurée  toujours  avec  OR  comme  rayon  (ici  — 10x0,53  =  —  5,3)  et  le 
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résultat  RU  sera  égal  à  2à(x  —  a)  ;  par  suite  U  sera  un  point  du  rayon  OCj 
et  on  déterminera  ainsi  le  point  G,  de  la  parabole  cherchée. 

La  surface  du  profll  peut  être  encore  déterminée  sans  construire  les 
joints  M  et  P. 

Ajoutons  à  la  hauteur  du  remblai  LP  =  5*",1  (PI.  IIIJ  la  hauteur 
constante  OL  =  2,65,  ce  qui  donne  7,75,  puis  cherchons  (PI.  IV)  sur  la 
parabole  1,2  Tabscisse  du  point  Q  dont  l'ordonnée  est  égale  à  7,75.  (L'in- 
dice de  la  parabole  a  été  déterminé  par  une  soustraction,  comme  on 
l'a  vu.)  Cette  abscisse  est  égale  à  5  centimètres  et  correspond  à  une  sur- 
face de  5x5  =  25  centimètres  carrés.  On  en  retranche  la  surface  du 
triangle  6'"", 75  déterminée  une  fois  pour  toutes,  el  il  reste  i5'"',25  comme 
surface  du  profll. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  pour  le  remblai  s'applique  aussi  au 
déblai.  Il  est  à  peine  nécessaire  d'ajouter  que  le  tableau  parabolique 
peut  servir  à  la  détermination  de  l'une  des  deux  valeurs  x  eiy  liées  par 
une  relation  y*  =  7i'2bx  lorsque  l'autre  est  donnée,  n  étant  l'indice  de  la 
parabole.  La  parabole  0,1,  par  exemple,  passe  par  tous  les  points  dont 
l'ordonnée  est  égale  à  la  racine  de  l'abscisse,  c'est-à-dire  par  les  points 
(1,1),  (4,2),  (9,3),  (16,4),  etc. 

20.    FORMULES  DES  SURFACES  DE  DÉBLAI  ET  DE  REMBLAI,   ET  REPRÉSENTATION 

DE   CES  SURFACES  AU   MOYEN   DE  LIGNES  DROITES 


On  a  construit  autrefois,  comme  nous  Tavons  déjà  dit,  des  tables  à  double  entrée 
donnant  pour  différentes  hauteurs  de  déblai  et  de  remblai,  et  pour  diverses  inclinai- 
sons du  terrain  naturel,  les  surfaces  correspondantes.  Quoique  ces  tables  ne  parais- 
sent pas  avoir  une  grande  utilité  pratique  à  cause  des  modifications  qui  se  présen- 
tent constamment  dans  les  dimensions  des  profils-types,  et  parce  que  la  réduction 
graphique  ou  remploi  du  planimètre  que  nous  étudierons  bientôt  conduisent  presque 
aussi  vite  au  résultat  que  Tusage  d'une  table  quelconque,  nous  allons  néanmoins 
établir  ici  en  peu  de  mots  les  formules  qui  servent  à  les  calculer. 


Fig.  56. 


Soit  a  la  tangente  de  l'angle  que  fait  avec  l'horizontale  le  dernier  côté  du  prottl. 
Dans  les  /l^.  55  et  56,  ce  dernier  côté  correspond  au  talus.  Soit  t  la  tangente  de 
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rinclinaison  du  terrain  naturel;  soient^  de  plus,  k  la  hauteur  du  remblai  ou  du 
déblai,  c  la  hauteur  constante  qu'il  faut  ajouter  à  h  pour  avoir  le  segment  total 
intercepté  sur  Taxe  par  la  ligne  du  talus  a  et  celle  du  sol  t,  et  enfin  x  la  distance 
à  Taxe  de  Tintersection  du  talus^'avec  le  sol.  Nous  aurons  : 

(a  —  x)x  =  A  +  c. 

Appelons  C  la  surface  constante  de  la  figure  qui  complète  le  profil  pour  en  former 
un  triangle  compris  entre  Taxe  du  profil,  le  terrain  naturel  et  le  talus,  et  que  nous 
avons  distinguée  piar  des  hachures  sur  les  fig.  55  et  56.  Cette  surface  est  négative 
sur  ces  deux  figures;  mais  elle  peut  être  positive  dans  certains  cas,  quand,  par 
exemple,  la  ligne  du  terrain  part  du  fond  du  fossé.  Nous  aurons,  comme  surface  du 
profil: 

2  ^  '  2(a  — t) 

Cette  équation  confirme  les  résultats  trouvés  plus  haut.  En  considérant  h-\-e  comme 
une  abscisse  variable  et  portant  à  son  extrémité  comme  ordonnée  la  grandeur  F  à 
une  échelle  quelconque,  ou  bien,  pour  employer  un  langage  plus  conforme  aux  opé- 
rations graphiques,  la  grandeur  F  réduite  à  une  base  quelconque,  le  lieu  des  extré- 
mités de  F  sera  une  parabole,  comme  on  le  voit  d'après  l'équation  ci-dessus  qui  ne 
contient  F  qu'au  premier  degré.  La  ligne  des  (h-\-c)  est  Taxe  de  la  parabole.  Le  pa- 
ramètre n'est  ni  une  fonction  de  x,  ni  une  fonction  de  a,  mais  de  (a  —  t)  ;  on  ob- 
tiendra donc  des  paraboles  difi'érentes  pour  différents  a  ou  différents  t,  mais  la 
même  parabole  pour  de  mêmes  différences  a  —  t.  La  surface  constante  C  se  retran- 
chera en  déplaçant  convenablement  ra:ii  les  abscisses  parallèlement  à  lui-même. 
Cette  formule  n'est  applicable  qu'entre  «  rtaines  limites,  car  il  faut  pour  cela  que 
la  ligne  du  terrain  naturel  rencontre  celle  du  talus.  Soient  a;  et  y  les  coordonnées 
d'un  sommet  du  profil.  On  doit  avoir  ^  =  y  d=x  tg  a  quand  la  ligne  du  sol  passe  par 
ce  sommet,  et  cette  équation  permet  de  déterminer  les  limites  entre  lesquelles  la 
formule  est  applicable.  Pour  certaines  valeurs  de  h,  prises  en  dehors  de  ces  limites, 
la  ligne  du  terrain  naturel  coupe  deux  fois  le  profil-type;  dans  ce  cas,  le  profil  con- 
tient en  même  temps  du  remblai  et  du  déblai;  la  surface  nouvelle  qui  se  présente 
alors  doit  être  déterminée  séparément  et  ajoutée  à  celle  donnée  par  la  formule, 
car  celle-ci  donne  la  surface  algébrique  de  la  figure,  et,  en  l'appliquant  à  un  profil 
mixte,  on  obtient  la  différence  du  remblai  et  du  déblai.  Lorsque  le  remblai  égale 
le  déblai,  cette  différence  est  nulle,  et  il  faut  évidemment,  pour  obtenir  la  surface 
totale,  ajouter  à  cette  surface  0  celle  qu'on  a  calculée  séparément.  Sur  la  pi.  Il,  nous 
avons  représenté  ces  surfaces  au  moyen  de  lignes  droites,  d'après  les  méthodes  do 
Lalanne. 


Dans  la  formule  simplifiée 


F  =  -^« 


2      a  — t 


nous  considérons-  h^  comme  coefficient  de  Tabscisse ,  et  en  considérant  F 

2  a  — T 

comme  une  ordonnée,  nous  avons  Péquation  d'une  ligne  droite. 
Nous  avons  pris  0",02  comme  unité  pour ,  c'est-à-dire  que  nous  avons  porté 

Aa  AO 

comme  abscisses  — ^ .  Nous  avons  par  suite  mis  l'indice  2  à  la  verticale  0*,01  ;  1  à 

la  verticale  0,02;  0,5  à  0,04  et  0,25  à  l'extrémité  de  la  planché  sur  la  Verticale  0-,08; 
Comme  échelle  des  surfaces  nous  avons  pris  0'",001  pour  1  mètre  carré;  Nous  avons 
par  suite  porté  sur  la  verticale  0,25,  du  cété  droit  de  la  figure,  les  segments 
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F  =  -  A'  T-3-  =  8A'  et,  suivant  l'échelle  adoptée  pour  les  surfaces,  les  hauteurs 

0,00£,  0,00s,  0,018,  0,032,  0,05,  0,T£;  nous  joignons  les  pointa  obtrans  à  l'origine  des 
coordonnées,  et  nous  donnons  comme  indices  à  ces  rayons  les  laleoia  correepon- 
dantes  de  h  1,  2.  3,  4,  5, 6.  On  achève  le  tableau  graphique  en  inten>ohuit  de  nou- 
veaux rayons  entre  les  rayons  déj&obtenus  et  en  continuant  la  construction  an  deU 
de  l'indice  6.  Ca  système  de  tableau  graphique  est  certainement  plus  fai'ile  àcon- 
struii-e  que  le  tableau  parabolique,  mais  il  n'est  paa  d'une  application  aussi  immé- 
diate. Les  hauteurs  sont  données  par  le  calcul  et  doivent  être  complétées  par  le 
calcul.  Un  ne  peut  plus,  comme  dans  la  pi.  Il,  retrancher  une  fois  pour  toutes  l'or- 
donnée complémentaire  M  ou  N,  et  de  ces  points  prendre  au  compas  les  hauteurs 
des  proHls,  mais  il  faut  i^outer  numériquement  à  chaque  hauteur  de  proHl  la  hau- 
teur complémentaire  de  M  pour  le  remblai,  hauteur  qui,  dans  le  proUl  de  la  pi.  lll|, 
fig,  5,  est  de2',60,  et  pour  le  déblai  celle  de  N  qui  est  de4*,55;  c'est  alors  seulement 
qu'on  pourra  trouver  sur  le  tableau  graphique  le  rayon  qui  détermine  la  surface- 
Par  contre,  on  peut  retrancher  immédiatement,  au  moyen  d'horizontales,  les 
triangles  complémentaires  qui  soot  de  €',75  pour  le  remblai  et  de  1£,4  pour  le  dé- 
blai, puisque  les  verticales  sont  directement  proportiouri elles  aux  surfaces.  Cetta 
construction  a  été  faite  PI.  III.  Pour  calculer  au  moyen  de  ce  tableau  le  proAl  de 
remblai  de  la  PI.  III,,  on  calcule  d'abord  la  hauteur  Maie  du  protll,  soit  T',7,  et 
on  suit,  sur  le  tableau,  le  rnyon  correspondant  à  7~,7;  ce  rayon  et  l'horizontale 
6,75  interceptent  sur  l'ordonnée  11  —  1=  1,2  le  segment  PQ  qui  représentera  la 
surface  cherchée- 

Le  tableau  parabolique  qui  est  général  est  bien  préférable.  Les  paraboles  montrent 
d'ailleurs  bien  mieux  la  loi  de  variation  de  la  surface  avec  la  hauteur  du  profil  ou 
ses  inclinaisons,  que  ne  peut  le  &ire  une  tigure  oh  les  inverses  des  différences  sont 
portés  comme  abscisses. 

Mais  si  l'on  veut  construire  un  tableau  pour  un  pmtll  spécial,  la  construction  de 
la  PI.  Il)  est  la  plus  simple.  On  ajoutera  A.  Â  lahauteur  complémentaire  c,  on  donnera 
au  rayon  h  +  c  l'indice  A,  et  on  diminuera  toutes  les  ordonnées  de  la  hauteur  re- 
présentant la  surface  constante  du  triangle  complémentaire.  On  obtiendra  alors  di- 
rectement la  surface  d'un  proHl  par  l'ordonnée  du  point  d'intersection  du  rayou  li 
avec  la  verticale  marquée  de  l'indice  ï  —  «. 

Comme  nous  l'avons  fait  remarquer 
^-  *'■  plus  haut,  p.  (7,  Lalanne  a  aussi  em- 

ployé les  paraboles  pour  représenter 
les  surfaces  des  proHls. 

Plus  tard,  nous  aurons  besoin  d'a- 
voir lee  surfaces  de  pi'otll  exprimées 
au  moyen  des  hauteurs  A  et  A'  [fig.  57). 
Poui'  cela,  nous  transformons  le  dcini- 
profll  donné  suivant  la  surface  om- 
brée, et  nous  voyons  immédiatement 

E  =  iKn.j.,+  ^, 

formule  qu'on  peut  écrire. 

E.     a/*  +  *'\  ,    WA  +  A'\*  1 /A-A'\i 
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en  désignant  par  F'  la  surface  du  profil  de  hauteur  -  {h  -f  h')  et  dont  la  base  serait 

horizontale.  Quant  à  —  I  — - —  j  ,  c'est  la  surface  d'un  petit  triangle  rectangle  dont 

l'hypoténuse  serait  le  talus,  et  dont  la  hauteur  serait  la  demi- différence  des  hau- 
teurs h  et  A'. 

M.  Ed.  Pellis  propose,  dans  la  brochure  autographiée  intitulée  :  Recueil  de  notes 
(les  anciens  élèves^  ingénieurs  de  Lausanne,  15  déc.  1869,  de  calculer  simplement  des 
tables  de  déblai  et  de  remblai  pour  un  terrain  horizontal^  tables  qui  donneraient 

les  surfaces  F',  correspondantes  à  différentes  valeurs  -  (//  +  /i'),  et  de  ces  surfaces 

on  retrancherait  le  petit  triangle  d'erreur,  calculé  aussi  d'avance  pour  différentes 
Taleurs  de  A  —  h'. 
Nous  ferons  remarquer  à  ce  sujet  que  la  hauteur  extérieure  h'  nécessaire  pour 

calculer  les  valeurs  de  ^  (A  -f  h!)  et  5  (A  —  /*')  ne  résulte  pas  directement  des  opé- 
rations effectuées  sur  le  terrain,  mais  qu'il  faut,  pour  la  déterminer  sans  calcul, 
dessiner  les  profils;  l'emploi  d'une  table  perd  dès  lors  son  principal  avantage  qui 
est  de  dispenser  de  tout  dessin. 

Nous  avons  cru  néanmoins  devoir  mentionner  cette  proposition,  et  nous  ajoute- 
rons en  outre  que  M.  Pellis  considérait,  dans  ses  calculs,  le  profil  complet  et  non  le 
demi-profil.  La  forme  des  équations  trouvées  plus  haut  reste  la  même  pour  ce  cas. 
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La  transformation  des  surfaces  limitées  par  des  arcs  de  cercle  repose 
sur  la  propriété  suivante  :  la  surface  d'un  secteur  circulaire  est  équiva- 
lente à  celle  d'un  triangle  qui  aurait  pour  base  la  longueur  de  Tare  rec- 
tiûé  suivant  une  de  ses  tangentes,  le  sommet  opposé  à  cette  base  se  trou- 
vant au  centre  du  cercle  auquel  Tare  appartient. 

La  seule  méthode  pratique  pour  rectifier  un  arc  sur  sa  tangente  con- 
siste à  porter  le  môme  nombre  de  fois  sur  les  deux  lignes  une  petite 
corde  quelconque  et  d'ajouter  à  la  longueur  ainsi  obtenue  sur  la  tan- 
gente le  reste  trouvé  sur  Tare  après  l'opération.  Cherchons  quelle  gran- 
deur on  peut  donner  à  l'arc  a  pour  que,  en  mesurant  l'arc  /  au  moyen  de 
la  corde  qui  sous-tend  l'arc  a,  l'erreur  soit  plus  petite  qu'une  quantité 
donnée  d, 

La  différence  entre  l'arc  a  et  sa  corde  est,  en  appelant  r  le  rayon  de 
l'arc  : 

a — 2rsin  —, 
2r 


ou,  en  développant  en  série  : 


a»  a» 


4.6r»       4.6.8.10r 


j-f-  ... 
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/  / 

L'arc  a  étant  porté  -  fois  sur  Tare  /,  Terreur  totale  d  sera  -  fois  cette 

a  a 

différence.  On  aura  donc  : 


a   24  r*       24  r»' 

en  supposant  a  assez  petit  pour  que  le  deuxième  terme  soit  négligeable 
en  présence  du  premier. 
On  en  tire  : 


(1) 


4  /24rf 


Dans  le  calcul  graphique  ordinaire,  il  suffit  d'une  approximation  de 

1 

-rrrr  de  Centimètre,  ou,  pour  plus  de  simplicité  dans  notre  formule,  de 

1  1 

--  de  centimètre.  Substituant  7^  =  rf  dans  la  formule;  il  vient  : 
96  96 


(2)  a  = 


2slV 

l  devant  être  exprimé  en  centimètres. 

i 

Si  par  exemple  Tare  à  mesurer  est  de  i  centimètres,  a=  -r;  si  Tare 

4 

1 

est  de  25  centimètres,  a  doit  être  pris  égal  à  —  r. 

10 

Nous  recommandons  de  ne  jamais  prendre  a  plus  petit  que  ne  le 
donnent  ces  formules,  parce  que,  en  reportant  trop  souvent  une  petite 
corde  à  la  suite  d'elle-même,  on  commet  une  erreur  plus  grande  que 
celle  qui  provient  de  la  différence  entre  l'arc  et  sa  corde. 

En  rectifiant  un  arc  AB  sur  la  tangente  menée  à  une  extrémité  A  de 
cet  arc,  il  est  bon  de  commencer  par  l'autre  extrémité  B  de  l'arc 

(fig,  58).  On  porte  un  certain  nombre  de  fois,  à  partir  de  cette  dernière 

1 

extrémité,  un  petit  arc  a  qui,  sur  la  fig,  58,  est  à  peu  près  le  -  du  rayon» 

et  l'on  va  juscju'à  ce  que  l'on  arrive  à  un  point  que  l'on  puisse  coûsidé* 
rer  comme  appartenant  à  la  fois  à  l'arc  et  à  la  tangente;  On  repart 
alors  de  ce  point  sans  lever  le  compas,  en  allant  en  sens  inverse  sur 
la  tangente^  et  l'on  reporte  la  corde  de  l'arc  d  le  mêrtie  iiombre  de  fois 
qu'elle  a  été  portée  stir  l'arc  (7  fois  dans  le  cas  de  la  figure).  Pour  des 
raisons  faciles  à  comprendre,  cette  méthode  est  beaucoup  plus  exacte 


TRANSFORMATION  DES  SURFACES  LIMITÉBS  PAR  DES  ARCS  DE  CERCLE. 


97 


que  celle  qui  consiste  à  diviser  l'arc  en  un  certain  nombre]  de  parties 
égales. 


Nous  croyons  cette  méthode  plus  pratique  que  celle  qui  consiste  à  construire  la 
longueur  dont  il  faut  augmenter  la  corde  d*un  arc  pour  obtenir  la  longueur  de  cet 
arc.  C'est  ce  que  propose  M.  Raim.  Hanacek  dans  les  Annales  des  ingénieurs  et  ai- 
chilectes  autnchienSj  1871  (*).  11  consti'uit  Tare  d'après  la  formule  : 

V/>-|-/^  est  la  corde  du  demi-arc;  Fautre  terme  ^  se  construit  au  moyen  d*un 
triangle  rectangle  dont  la  hauteur  est  f,  et  dont  un  des  segments  déterminés  sur 
Thypoténuse  par  cette  hauteur  est  /*:  Tautre  segment  est  ~. 

f 

Pocons  j  =  T^  et  développons  s  ;  il  viendra  : 

*=2'(i+ §"-§'*+ è^—) 

La  longueur  réelle  est,  comme  on  le  verra,  p.  100  : 

L'erreur  est  par  suite  sensiblement  égale  à  —  fois  la  longueur  de  Tare.  Pour  un 

demi-cercle  de  0*,05  de  diamètre,  cette  erreur  serait  de  0,00065. 

Nous  croyons  quUl  sera  en  général  plus  exact  et  plus  rapide  de  mesurer  Tare  au 
moyen  d'une  corde  a,  assez  petite  pour  ne  pas  avoir  besoin  de  la  corriger,  que  de  le 
mesurer  au  moyen  d'une  correction  à  la  longueur  de  la  corde.  Mais  si  Ton  veut  cal- 
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culer  la  lon^eur  d'an  arc  de  cercle  pour  de  très  petites  valears  de  t,  il  vaudra 
mieux  se  servir  des  formules  exactes  données,  p.  100. 

La  surface  du  secteur  de  cercle  est  égale  à  celle  du  triangle  AOG,  qu*on 
peut  réduire  par  Tun  quelconque  des  procédés  que  nous  avons  indiqués. 

La  surface  du  segment  de  cercle  AB  est  égale  à  la  difi'érence  des  sur- 
faces des  triangles  OAC  et  OAB,  ou  à  la  surface  du  quadrilatère  étoile 

1 
AGOB,  dont  la  surface  peut  être  représentée  par-âé/",  n*  16  (p.  83). 

2 

Il  n'est  pas  nécessaire  que  la  tangente  soit  menée  par  Tune  des  extré- 
mités de  Tare  ;  on  peut  la  mener  par  un  point  quelconque  intermédiaire, 
comme  dans  la  fig.  59.  Dans  ce  cas,  ainsi  que  l'indique  la  figure,  on  rec- 

Fig.  59. 


tifiera  CT  en  AT  et  DT  en  AB,  T  étant  le  point  de  tangence.  La  surface 
du  secteur  sera  celle  du  triangle  OAB;  la  surface  du  segment  sera 
OAB  — OCD,  égale  à  celle  du  polygone  OABODGO,  dans  lequel  le  con- 
tour ABFE  doit  être  parcouru  dans  un  sens  et  les  contours  OCE,  ODF 
en  sens  contraire.  Le  triangle  intérieur  OEF  se  retranche.de  lui-même. 
La  transformation  de  cette  figure  en  un  quadrilatère  ABD,C,  se  fera 
très  simplement  en  menant  OC,  parallèle  à  CA,  OD,  parallèle  à  DB,  et 
amenant  ainsi  les  triangles  négatifs  AOC  et  BDO  en  AG,C  et  BD,D.  La 
surface  du  quadrilatère  ABD,G,  sera  équivalente  à  celle  du  segment, 

1 

et  pourra  être  exprimée  par  t  2^./". 
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22.   TRANSFORMATION  DE  LA   SURFACE  D*UNE  SECTION  DE  VOUTE 

Soit  à  réduire  à  la  base  2b  la  surface  de  voûte  dessinée  PI.  Ille- 
On  rectiiie  les  deux  arcs  qui  limitent  la  section  de  voûte  considérée 
suivant  les  tangentes  AB  et  23  menées  par  leurs  extrémités,  et  Ton  ob- 
tient ainsi  la  surface  du  secteur  extérieur  OAB  et  celle  du  secteur  inté- 
rieur 132.  La  surface  cherchée  sera  égale  à  OAB  moins  la  somme  des 
trois  triangles  132,  OAl  et  OIG,  c'est-à-dire  moins  la  fig.  OA321GO.  En  re- 
tranchant les  parties  communes,  il  nous  restera  le  polygone  ABOC123A. 
Les  parties  qui  restent  à  Tintérieur  du  triangle  OAB  ont  été  ombrées  et 
leur  contour  doit  être  décrit  dans  le  sens  positif;  les  parties  qui  restent 
en  dehors  de  ce  triangle,  et  qui  sont  encore  à  retrancher,  sont  pointillées 
et  doivent  être  décrites  est  sens  contraire.  On  réduit  cette  surface  à  un 
quadrilatère  d'après  les-  méthodes  connues.  La  plus  simple  consiste  à 
réduire  la  ligne  brisée  G123A  à  la  ligne  G,A  (voir  n*  17,  p.  83)'  d'une  ma- 
nière analogue  à  ce  qui  a  été  fait  sur  la  PL  III,;  on  obtiendra  ainsi  le 
quadrilatère  étoile  ABOG]  dont  la  surface  sera  e^qprimée  par  le  produit 
des  deux  lignes  2b  et  f. 

La  figure  se  simplifie  un  peu  quand  on  considère  la  moitié  de  la  sec- 
tion entière  de  la  voûte.  On  ramène,  comme  précédemment,  la  surface 
de  la  demi-voûte  à  celle  de  la  figure  ABG0321A  (PI.  Ill,),  qui  a  autant 
de  côtés  que  celui  de  la  PI.  III,.  Gela  fait,  si  on  réduit  le  contour  Al 230 
à  la  ligne  AG|  par  un  procédé  analogue  à  celui  qui  a  été  suivi  pour  la 
fig,  51,  p.  83,  on  obtiendra  le  quadrilatère  ABGG,,  équivalent  à  la  demi- 
voûte,  et  dont  la  surface  sera  représentée  par  le  produit  des  deux  lignes 
2beif. 


Fig.  60. 


Très  souvent)  dans  les  cas  que  nous  venons  d'examiner, 
les  arcs  de  cercle  sont  donnés  par  leur  corde  et  leur 
flèche^  et  on  se  propose,  au  moyen  de  ces  deux  quantités, 
de  calculer  la  longueur  de  Tare  et  les  surfaces  du  secteur 
et  du  segment. 

Soient  {fig,  60)  f  la  flèche,  /  la  demi-ouverture,  a  le 
demi-angle  au  centre.  Nous  calculerons  d'abord  a  au 
moyen  de  la  formule  : 


*  1  r 


et  nous  aurons  ensuite 


ïr- 


.— /•= 


-  =  -f(- 


■)=i'^4 


-  / 
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Exprimons,  au  moyen  de  ces  quantités,  la  demi-longueur  s  de  Tare,  la  surface  du 
demi-secteur  St,  et  celle  du  demi-segment  Sf«  Nous  aurons 

*  =  ar, 

f 
Lorsque  le  rapport  j  =  t  est  très  petit»  il  est  commode  de  développer  toutes  ces 

foi*mules  en  séries  ;  on  aura  : 

-a  =  x-5t»  +  gt»--x^+ 

Si  le  rayon  et  la  corde  sont  donnés,  on  calculera  f  au  moyen  de  la  formule  : 


/'  /*  1.3/« 


Si  Ton  veut  exprimer  la  flèche  fi  du  demi-arc  au  moyen  de  f  et  de  r,  on  aura  : 

i  /Z      ~j.     1  ^  .    ^    .     l-3/«     .      1.3.5./* 

On  voit  que  lorsque  -  est  très  petit,  on  peut  prendre  pour  la  flèche  du  demi-arc 

le  "•  de  celle  de  Tare  complet.  (Test  sur  cette  propriété  que  reposent  certaines 

règles  pratiques  employées  par  les  charpentiers,  règles  qui,  dans  beaucoup  de  cas, 
sont  très  commodes,  par  exemple,  pour  déterminer  des  points  d'un  cercle  situés 
entre  d^autres  points  donnés  de  ce  cercle. 

23.    TRANSFORMATION  DES  SURFACES  LIMITÉES 
PAR  DES  COURBES  QUELCONQUES 

Pour  résoudre  ce  problème,  nous  considérerons  comme  des  arcs  de 
t'ig.  61.  parabole  les  portions  peu  étendues  des 

courbes  qui  limitent  la  surface  sur  la- 
quelle on  veut  opérer. 

La  surface  d'un  segment  de  parabole 

{fig.  61)  est,  comme  on  sait,  égale  au 

produit  de  la  corde  du  segment  par  les 
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2 

r  de  la  flèche,  c'est-à-dire  qu'elle  est  équivalente  à  celle  d'un  triangle 

4 

ayant  la  corde  comme  base,  et  -  /comme  hauteur  (/*  étant  la  flèche  du 

segment  mesurée  normalement  à  la  base). 
Si  Ton  a  un  grand  nombre  de  ces  transformations  à  faire,  le  moyen  le 

4 

plus  simple  pour  multiplier  f  par  -  consistera  dans  l'emploi  d'un  com- 

o 

pas  de  réduction. 

On  partagera  la  ligne  courbe  limitant  la  surface  en  parties  assez  petites 
pour  que  chacune  d'elles  puisse  être  considérée  comme  un  arc  de  para- 
bole, et  on  transformera  en  triangles  les  segments  de  parabole  {fig.  62) 

„,    ..  de  manière  que  le  sommet  de  cha- 

Pig.  62.  ^ 

que  nouveau  triangle  ainsi  obtenu 
se  trouve  sur  le  prolongement  de 
la  base  du  triangle  précédent.  On 
obtient  ainsi  un  polygone  équiva- 
lent à  la  flgure  donnée  et  ayant 
autant  de  côtés  qu*il  y  a  de  seg 
ments.  La  fig,  62  indique  la  ma- 
nière de  procéder;  la  construction 
a  été  faite  en  allant  de  A  vers  B. 
11  ne  reste  plus  alors  qu'à  trans- 
former ce  polygone  par  les  mé- 
thodes connues. 

Quant  à  la  grandeur  que  l'on 
peut  donner  aux  arcs  successifs 
pour  qu'ils  puissent  être  considé- 
rés comme  des  arcs  de  parabole,  on  ne  peut  à  cet  égard  rien  dire  de 
précis- tant  qu'on  ne  connaît  pas  la  nature  de  la  courbe  à  transformer. 
Nous  nous  bornerons  à  déterminer  l'erreur  que  l'on  commet  lorsqu'on 
applique  cette  méthode  à  un  segment  de  cercle. 

La  surface  d'un  segment  de  cercle  exprimée  au  moyen  de  la  flèche  / 
et  de  la  corde  2/  est,  comme  on  a  vu  dans  le  numéro  précédent  : 

'=HI+m(9'-rb(0'+r^(O"-] 


Si  l'on  considère  ce  segment  comme  parabolique  ^^  -  //,  on  commet  und 
erreur  plus  petite  que  -  If-z  \j\    ou  plus  petite  que  \^\  multiplié  par 
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la  surface;  ce  rapport  est  lacile  à  retenir.  Lorsque  la  flèche  est  le  r-  de 

11) 

1 

la  corde,  Terreur  est  plus  petite  que  jzrpr  de  la  surface. 

luO 

Pour  préciser  davantage,  nous  supposerons  toutes  les  surfaces  réduites 

à  une  base  de  0",01  ou  à  une  double  base  de  0",02;  nous  admettrons  en 

outre  que  rapproxiraa,tion  avec  laquelle  on  peut  mesurer  les  hauteurs 

i 

soit  de-— de  centimètre;  dans  ce  cas,  Terreur  commise  sera  moindre 
iOO 

queO-%COOOOi. 

Si  donc  on  pose  : 


'  =  s'4(9"-    ™   ^'-u'-' 


on  aura,  pour  différentes  valeurs  de  f, 

f=     i              2  3  4  5    mill. 

2/=--/^  =0,54          4,3  14,4  34,1  66,7  mill. 
15 

j=-^r=0,54          2,1  4,8  8,5  13,3 

Angle  au  centre  =  150*8'      86*26'  45*  14'  26'23'      11'25' 


En  dessinant  ces  segments,  on  obtient  la  fig,  63,  pour  laquelle  on  com- 

Eig.  03. 


met  une  erreur  d*un  millimètre  carré  lorsqu'on  détermine  la  surface  des 

4 

segments  en  multipliant  la  base  par  les-  de  la  hauteur.  Dans  les  con- 

ô 

structions  graphiques  ordinaires,  on  cherchera  à  obtenir  des  segments 
ressemblant  aux  trois  derniers  de  la  fig.  63;  quand  on  se  sera  bien  fixé 
dans  la  mémoire  les  formes  de  ces  segments,  il  sera  aisé,  en  se  laissant 
guider  par  le  sentiment,  de  diviser  une  courbe  donnée  en  parties  qui  pa- 
raissent semblables  aux  segments  de  la  figure. 
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24.   DÉTERMINATION,   PAR  l'aDDITION  d'ORDONNÉES,   DE  L'aIRE 
d'une  SURFACE  LIMITÉE  PAR  DES  COURBES  QUELCONQUES. 


La  méthode  que  nous  allons  exposer  est  très  simple  et  d'un  usage  très 
fréquent  dans  la  pratique,  pour  déterminer,  par  exemple,  le  profil  d'une 
rivière.  Elle  consiste  à  additionner  les  longueurs  d'une  série  d'ordon- 
nées équidistantes  et  à  multiplier  cette  somme  par  leur  écartement 
constant  b.  Dans  cette  opération,  chaque  ordonnée  est  mesurée  ou  sup- 
posée mesurée  au  milieu  de  l'écartement  b.  Nous  allons  chercher  l'erreur 
que  l'on  commet  en  appliquant  cette  méthode. 

L'aire  ainsi  obtenue  est  égale  à  celle  du  polygone  circonscrit  à  la 
courbe  au  moyen  des  tangentes  menées  par  les  extrémités  des  ordon- 
nées hji^  ...  A«_,A„  [fig,  64)  en  admettant  que  les  ordonnées  soient  assez 


Fig.  64. 


M--? 


rapprochées  pour  que  deux  tangentes  successives  se  coupent  sur  l'or- 
donnée intermédiaire.  Ce  polygone  circonscrit  est  équivalent  au  poly- 
gone terminé  par  le  contour  KDEP...,  comme  il  est  facile  de  le  voir.  Sa 
surface  est  plus  grande  que  celle  du  profil  limité  par  la  courbe.  La  sur- 
face du  polygone  inscrit  dans  la  courbe,  AMN...  est,  au  contraire,  plus 
petite,  et  elle  est  égale  à  celle  du  polygone  terminée  par  le  con- 
tour ABCDEP...  La  difiérence  entre  Taire  du  polygone  circonscrit  et  , 
celle  du  polygone  inscrit  est,  par  suite,  égale  à  la  somme  des  aires  des 
deux  petits  rectangles  distingués  par  des  hachures  aux  deux  extrémités  du 

1 

profil  ou  à  -  b(h^—h^'\-h^  —  h^. 

Si  les  ordonnées  sont  assez  rapprochées  pour  que  les  arcs  de  courbe 
situés  entre  elles  puissent  être  considérés  comme  des  arcs  de  parabole, 
chaque  arc  partagera  le  triangle  formé  par  la  corde  et  les  tangentes  à 
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ses  deux  extrémités  en  deux  parties,  telles  que  la  surface  de  Tune  soit 
double  de  celle  de  Tautre. 

La  différence  entre  Taire  du  polygone  circonscrit  et  celle  de  la  courbe 
est  donc  égale  au  tiers  de  celle  des  deux  polygones  circonscrit  et  inscrit. 
On  aura  donc  pour  l'expression  de  la  surface 

p  =  *^i;A_l(A,_A.-fA.-A.)). 

Dans  la  plupart  des  cas,  on  pourra  négliger  la  correction  que  nous  ve- 
nons de  trouver;  mais,  si  Ton  en  tient  compte,  cette  formule  due  à 
Poncelet  (voir  Parmentier,  Nouvelles  annales  de  mathématiques,  oct.  1835) 
est  plus  exacte  que  Tancienne  formule  de  Simpson,  ainsi  que  nous  allons 
le  montrer  par  la  comparaison  des  deux  méthodes. 

Simpson  ne  suppose  aucune  relation  entre  les  divers  trapèzes  parabo- 
liques. La  surface  comprise  entre  deux  ordonnées  quelconques  et  la  corde 

1 

de  Tare  para})olique  étant  de  ^  (A,<  -|-  A,^^.,)A  et  celle  du  segment  de  para- 

bole  étant  -  (  A^^+j **       ***^*  J  *,  Simpson  obtient  comme  surface  de  la 

tranche  : 

1 

-  (A,<  +  4A,,+,  -f  A,.^.,)^. 

En  faisant  la  somme  de  toutes  ces  tranches,  la  première  et  la  dernière 
ordonnée  h^  et  A,  n'interviennent  qu'une  fois,  tandis  que  chacune  des 
ordonnées  d'indice  pair  se  répétera  deux  fois,  une  fois  pour  la  tranche 
qui  la  précède,  une  deuxième  fois  pour  celle  qui  la  suit.  Les  ordonnées 
impaires  conservent  leur  coefficient  4^  et  la  formule  de  sommation  de- 
vient 

F  =  i  (A, -f.  4A,  +  2A,  +  4A,  +  ...  H- 4A,  +  AjA. 

Si  Ton  veut  comparer  cette  formule  à  la  précédente,  il  faut  supposer 
un  profil  spécial.  Lorsque  ce  profil  est  réellement  terminé  par  un  arc  de 
parabole,  les  deux  formules  donnent  le  même  résultat,  qui  est  alors 
parfaitement  exact. 

Supposons  que  toutes  les  ordonnées  paires  soient  de  même  longueur, 
ainsi  que  les  ordonnées  impaires,  ces  dernières  étant  plus  grandes  que 
les  premières  d*une  certaine  quantité  constante  ;  la  formule  de  Simpson 
correspondra  alors  à  une  série  de  tranches  terminées  en  bas  par  des  arcs 
qui  se  rejoignent  à  angle  aigu  sur  les  ordonnées  paires,  et  qui  sont  ar- 
rondis sur  les  ordonnées  impaires. 
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La  formule  de  Parmenlier,  au  contraire,  donne  une  surface  qui  est 
terminée  par  des  arcs  de  paraboles  qui  se  raccordent  entre  eux,  pour 
les  ordonnées  paires,  aussi  bien  que  pour  les  ordonnées  impaires,  et  qui 
ondulent  entre  les  extrémités  des  ordonnées  ;  et  c'est  bien  là  le  cas  le 
plus  fréquent  dans  la  pratique.  Ainsi,  toutes  les  fois  que  la  courbe  ne 
présentera  pas  réellement  des  angles  rentrants,  la  formule  du  Simpson 
donnera  des  résultats  moins  exacts  que  celle  de  Parmentier.  L'erreur 
commise  serait  encore  bien  plus  grande  si  les  angles  rentrants  corres- 
pondaient aux  ordonnées  impaires;  car  alors  les  ordonnées  paires  au- 
raient pour  coefficient  4,  et  la  formule  deviendrait  : 


L'erreur  serait  : 


i 


i(...2A,,.,-2^,,  +  2A,,,,-...)A, 


valeur  qui  n'est  plus  négligeable. 

Ces  dernières  observations  subsistent  encore  quand  les  ordonnées  ne 
sont  plus  alternativement  plus  grandes  ou  plus  petites,  mais  sont  tantôt 
au-dessus,  tantôt  au-dessous  d'un  arc  de  parabole  d'une  assez  grande 
longueur.  La  formule  de  Simpson  donne  toujours,  comme  limites  de  la 
surface,  des  arcs  de  parabole  en  nombre  moitié  moins  grand  que  celui  des 
ordonnées,  et  qui  formeront  des  angles  aux  ordonnées  paires,  tandis  que 
la  formule  de  Parmentier  donne  autant  de  paraboles  que  d'ordonnées, 
et  toutes  ces  paraboles  ont  une  tangente  commune  entre  deux  ordon- 
nées successives.  Par  suite,  le  périmètre  qui  en  résulte  se  rapproche 
beaucoup  plus  de  la  forme  d'un  sol  ondulé  ou  de  celle  d'une  ligne  courbe 
obtenue  en  joignant  ensemble  une  série  de  points  isolés,  que  le  péri- 
mètre correspondant  à  la  formule  de  Simpson. 

En  outre,  il  n'y  a  absolument  aucune  raison  pour  supposer  dans  ces 
formules  que  les  ordonnées  impaires  doivent  avoir  deux  fois  plus  d'im- 
portance que  les  ordonnées  paires. 

Si  Ton  voulait  doubler  une  fois  les  ordonnées  paires,  et  une  autre  fois 
les  ordonnées  impaires,  puis  prendre  la  moyenne  des  deux  résultats,  on 
aurait  un  résultat  plus  exact,  mais  on  retomberait  sur  la  formule  de 
Parmentier  qui  est,  par  suite,  préférable. 
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25.    SURFACES   d'aire  MAXIMA   POUR   UN  PÉRIMÈTRE  DONNÉ 

Le  problème  suivant  se  présente  souvent  en  hydraulique  :  construire 
un  profil  d'aire  donnée  de  manière  que  le  rapport  de  Taire  au  périmètre 
mouillé,  c'est-à-dire  le  rayon  du  profil,  soit  un  maximum.  En  générai, 
on  connaît  l'inclinaison  ou  la  direction  des  côtés  du  polygone. 

Ce  problème  est  traité  dans  toutes  les  géométries,  mais  en  supposant 
connues  les  longueurs  des  côtés  au  lieu  de  leurs  directions,  et  on  dé- 
montre que  tous  les  sommets  du  profil  doivent  se  trouver  sur  un  demi- 
cercle;  par  contre,  on  n'y  traite  pas  le  cas  où  les  directions  des  côtés 
sont  données.  Steiner  a  complètement  démontré  dans  le  Journal  de  Crelle, 
vol.  XXIV,  que,  pour  ce  cas  réciproque,  les  côtés  du  polygone  doivent 
être  tangents  à  un  demi-cercle  dont  le  centre  serait  situé  sur  la  surface 
de  l'eau;  mais,  comme  il  est  difiicile  de  comprendre  sa  démonstration 
sans  avoir  étudié  les  trente  et  une  pages  qui  la  précèdent  et  que  les  théo- 
rèmes sur  lesquels  il  s'appuie  paraissent  peu  connus,  nous  allons  essayer 
de  donner  une  démonstration  directe  de  sa  proposition. 

Soit  (fig.  65)  A,B,B,A,  un  profil  quelconque,  trois  côtés  représentant 


Fig.  65. 


%3^^ 


\3   A 


la  section  du  canal,  et  le  4*,  le  niveau  de  l'eau,  ces  différents  côtés  étant 
respectivement  parallèles  aux  directions  données.  Recherchons  si  nous 
ne  pouvons  pas,  en  conservant  les  directions  des  côtés  et  le  même  péri- 
mètre, construire  un  autre  profil  de  surface  plus  grande. 

Rabattons  les  côtés  AjB,  en  CB,  sur  la  base  de  manière  que  CC  repré- 
sente le  périmètre  mouillé.  Menons  par  B,  les  parallèles  B,D,  aux 
lignes  GA,,  et  joignons  CD,.  Les  deux  quadrilatères  A,B,B,A,  et  GD,D,C 
seront  équivalents  d'après  la  théorie  des  réductions  de  surface,  et  leur 
surface  sera  égale  à  celle  du  triangle  GOC,  moins  celle  du  triangle  D,OD,. 
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Menons  maintenant  rhorizontale  AA  par  le  sommet  0  du  triangle  GOG, 
et  traçons  les  lignes  AB  suivant  les  directions  données;  on  aura 
AB  =  GB  à  cause  de  la  similitude  des  triangles  ABG  et  A^B^G^,  et  le  pé- 
rimètre mouillé  du  quadrilatère  ABBA  sera  égal  à  GG  ou  à  celui  du  qua- 
drilatère A,B,B,A,.  Si  maintenant  nous  transformons  ce  quadrilatère 
comme  précédemment ,  en  menant  par  B  des  parallèles  à  G  A,  ces 
parallèles  passeront  par  le  point  0.  En  effet,  les  triangles  A,D,Bj  et 
AOB  sont  semblables  comme  ayant  leurs  côtés  parallèles,  et  par  suite 
aussi  les  quadrilatères  A,GB,D,  et  AGBO,  et  comme  ces  quadrilatères 
sont  de  plus  perspectifs,  les  points  GD,0  sont  en  ligne  droite.  La 
réduction  du  quadrilatère  ABBA  nous  donne  donc  le  triangle  GOG  plus 
grand  de  D,OD  que  le  quadrilatère  A,B,B,Ai. 

Gomparons  maintenant  ABBA  avec  un  quadrilatère  A^B^B^A,,  dont 
rhorizontale  se  trouve  au-dessus  de  0  ;  les  parallèles  A,B,  et  B,D,  nous 
donnent  des  points  D,  situés  encore  sur  GO,  et  là  transformation  nous 
conduit  au  quadrilatère  étoile  GDjD,C.  La  surface  est  égaleàGOG — DjOD, 
et  est,  par  suite,  plus  petite  que  ABBA  de  la  quantité  D,ODj. 

Le  quadrilatère  ABBA  se  distingue  des  autres  en  ce  qu'il  est  circonscrit 
à  une  demi-circonférence  dont  le  centre  est  en  0,  car  les  quatre  angles 
marqués  a  sont  égaux  entre  eux,  les  deux  angles  en  B  étant  respective- 
ment égaux  à  ceux  du  triangle  isocèle  ABG.  Les  lignes  BO  sont,  par  suite, 
les  bissectrices  des  angles  ABB,  et  leur  point  d'intersection  0  sera  à 
égale  distance  des  trois  côtés. 

Lorsque  les  deux  niveaux  A^Aj  et  A^A,  sont  à  égale  distance  de  0,  les 
deux  quadrilatères  AjB,B,A,  et  A^B^B^A,  ont  même  surface,  car  ces  deux 
surfaces  diffèrent  de  ABBA  de  la  surface  des  triangles  égaux  DiODi  et 
D,OD,.  Ge  que  nous  venons  de  dire  au  sujet  d'un  quadrilatère  circonscrit 
à  un  demi-cercle  peut  s'étendre  immédiatement  au  cas  d'un  quadrilatère 
circonscrit  à  un  cercle  entier,  la  direction  des  côtés  étant  fixe.  Parta- 
geons en  effet  en  deux  quadrilatères  le  quadrilatère  donné  au  moyen  de 
la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  deux  côtés  opposés;  on  ne  pourra, 
d'après  ce  qui  précède,  augmenter  aucune  des  deux  parties  si  elles  sont 
circonscrites  à  une  circonférence  dont  le  centre  se  trouve  sur  la  bissec- 
trice. Dans  le  cas  contraire,  on  pourra  les  augmenter,  et  il  suffira  pour 
cela  d'augmenter  ou  de  diminuer  la  longueur  du  segment  déterminé  sur 
la  bissectrice  par  les  deux  côtés  opposés,  de  manière  à  rapprocher  de 
cette  bissectrice  le  point  0  de  la  fig.  65  déterminé  pour  chacun  des  deux 
profils  séparés  par  la  bissectrice. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  de  quadrilatères  circonscrits  à  des 
demi-circonférences  ou  à  des  circonférences  entières  peut  s'étendre  im- 
médiatement à  des  polygones  d'un  nombre  quelconque  de  côtés. 
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Soit  {fig.  66)  BB  un  côté  d'un  polygone  qui  n'est  pas  Ungent  à  la  cir- 
conférence inscrite  dans  les  deux  côtés  extérieurs,  de  manière  que  le 
centre  de  cette  circonférence  soit  situé  sur  la  surface  de  Teau  AA  :  on 

Fig.  66. 


pourra  augmenter,  comme  nous  venons  de  le  montrer,  la  surface  du 
quadrilatère  ABBA  formé  par  BB,  par  Thorizontale  de  la  surface  de  Teau 
et  par  les  deux  côtés  extrêmes  tangents  à  la  circonférence,  tout  en  con- 
servant le  même  périmètre  et  la  même  direction  des  côtés.  Si  maintenant 
on  retranche  du  quadrilatère  ainsi  augmenté  les  deux  surfaces  ombrées 
près  des  sommets  B,  chacune  de  ces  surfaces  étant  la  partie  comprise 
entre  les  côtés  AB  et  BB  et  les  côtés  intermédiaires  du  polygone  primi- 
tif, on  formera  un  nouveau  polygone  de  même  périmètre  que  l'ancien, 
mais  dont  la  surface  aura  été  augmentée  de  la  différence  des  deux  qua- 
drilatères. Cette  augmentation  de  surface  n'étant  pas  possible  lorsque 
tous  les  côtés  du  polygone  sont  tangents  à  la  circonférence,  on  peut  dire 
que  : 

La  direction  des  côtés  d'un  polygone  étant  fixe^  le  rapport  de  la  surface  au 

périmètre  mouillé  (  —  j  est  maximum  quand  le  polygone  est  circonscrit  à  une 

circonférence. 

Lorsque^  comme  c'est  le  cas  pour  les  profils  de  canaux^  la  longueur  de 
l* horizontale  correspondante  au  niveau  de  Veau  n'entre  pas  dans  le  périmètre 

F 

mouillé  y  le  rapport  —  est  maximum  lorsque  les  autres  côtés  sont  circonscrits  à 

une  circonférence  dont  le  centre  se  trouve  sur  cette  horizontale. 

Lorsque  le  profil  transversal  d'un  canal  se  compose  d'une  horizontale 
correspondante  à  la  ligne  d'eau,  d'une  autre  horizontale  correspondante 
au  fond  du  lit  (fig.  67),  et  de  deux  talus,  la  somme  des  longueurs  de  ces 

F 

talus  est  égale  à  la  laigeur  du  canal  à  la  ligne  d'eau,  lorsque  -  est  maxi- 

mum. 

En  effet,  l'angle  AOB  est  égal  à  a  à  cause  du  parallélisme  des  côtés  AA 
et  BB,  et  le  triangle  B AO  est  par  suite  isocèle,  d'où  AB  =  AO.  Il  en  ré- 
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suite  en  général  que  -  est  maximum  pour  tous  les  quadrilathes  dont  deux 
côtés  opposés  sont  les  rayons  de  deux  cercles  tangents  et  ont  leurs  extrémités 

«g.  #7. 


situées  sur  deux  horizontales^  dont  Tune  correspond  au  niveau  de  Ceau^  et 
t autre  au  fond  du  lit. 

Soient  x,  x,  les  cotangentes  des  angles  des  laïus  (inclinaisons  des 
talus),  h  la  profondeur,  et  b  la  largeur  au  fond  du  lit  du  canal  ;  la  largeur 
du  canal  à  la  ligne  d*eau  sera  : 


A(v/r+T« + v/1 + ^î) = * + *(^ + ^), 


d*où  Ton  déduit  : 


et 


d*où  enfin 


gl = ^  ==.2(v/rR + N/r+^  ■- (X + X,) = e, 


p      2 


Gomme  h  est  le  rayon  du  cercle  inscrit,  on  voit,  ce  qui  d'ailleurs  est 
presque  évident,  que  le  rayon  moyen  est  égal  à  la  moitié  du  rayon  du 
cercle  inscrit. 

Dans  la  pratique,  on  se  donne  en  général  Taire  de  la  section  et  les  in- 
clinaisons des  talus;  au  moyen  de  ces  données  on  peut  calculer  e,  et  Ton 
a  alors  : 


_  2F  _      /2F 


On  peut  calculer  ainsi  le  périmètre  mouillé  et  le  rayon  moyen  qui  com- 
plètent les  éléments  dont  on  a  besoin  dans  les  cas  ordinaires. 
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Cependant,  la  construction  que  nous  donnons  {fig.  68)  est  toujours 
plus  simple  et  plus  pratique  que  le  calcul.  Soit  à  construire  un  profil  de 

Kg.  W. 


cf'tmet. 


15  mètres  carrés  de  superficie,  et  semblable  à  un  profil  donné  circonscrit 
à  une  demi-circonférence. 

Construisons  un  polygone  quelconque  (pointillé  sur  la  figure)  satisfai- 
sant à  cette  condition,  et  réduisons-le  à  la  base  26  ^  5")  de  manière  à 
trouver  le  résultat  f  sur  l'un  des  côtés  rectilignes  du  profil.  L'aire  du 
profil  cherché  doit  être  hf  (f  étant  égal  à  6")  au  lieu  de  bf.  Il  faut  donc 

ylbf       J7 
modifier  tous  les  côtés  a^  du  premier  polygone  dans  le  rapport  — ^  =  — L . 

Pour  cela,  sur  la  plus  grande  des  longueurs  f  {f  dans  le  cas  de  la  figure), 
nous  décrivons  une  demi-circonférence,  nous  menons  par  l'extrémité  de 
l'autre  /(c'est-à-dire  f)  une  perpendiculaire  à  sa  direction,  et  nous  joi- 
gnons son  extrémité  à  l'origine  commune  de  f  et  de  f  au  moyen  d'une 

c      yJf 
ligne  C.  On  aura  c*  =  ff  ou  -  =-^.  Si  donc  l'on  augmente  a,  dans  le 

c 
rapport  -,  comme  l'indique  la  figure,  on  obtiendra  une  longueur  a  qui 

est  le  côté  cherché  du  profil  demandé.  Nous  avons  indiqué  dans  la  figure 
toutes  les  lignes  auxiliaires  nécessaires  à  la  construction. 
On  démontre  dans  toutes  les  géométries  que  pour  des  polygones  ré* 

F 

guliers  le  rapport  -  augmente  avec  le  nombre  des  côtés,  et  atteint,  à  la 
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limite,  pour  le  cercle,  la  valeur  -  r.  On  en  concluL  que  de  lous  les  ppo- 

Fig.  «s.  Bis    (  non    semblables  entre 

eux),  celui  qui  a  le  plus  grand 
rayon  moyen  est  celui  qui 
s'approche  le  plus  du  demi- 
cercle,  et  que  c'est  le  demi- 
cercle  lui-même  qui  a  le  plus 
grand  rayon  moyen.  Si  donc  les  berges  d'un  canal  ne  devaient  pas 
dépasser  une  certaine  inclinaison,  on  obtiendrait  le  profil  de  rayon 
moyen  maximum  au  moyen  d'un  arc  de  cercle  prolongé  de  chaque 
côté  par  deux  tangentes  dirigées  suivant  l'inclinaison  maxima  des  talus 
(/ig.  69).  Ce  profil  a  été  employé  avec  succès  pour  les  torrents. 


26.    THÉORIE    DU    FLANIMÈTRE 

SuppoBODS  qu'une  roulette  soit  adaptée  sur  le  milieu  d'une  tige,  de 
manière  à  ne  pouvoir  tourner  que  dans  un  plan  perpendiculaire  à  celle- 
ci,  on  pourra,  en  déplaçant  l'appareil  sur  un  plan,  mesurer,  par  le 
nombre  de  tours  delà  roulette, 


Fig.  ^• 

-f- 


t:± 


le  chemin  que  parcourt  le  milieu 
de  la  tige  perpendiculairement 
JL  elle-mCme.  Ce  chemin  multi- 
\  plié  par  la  longueur  b  de  la  tige 

1  donnera  toujours  l'aire  décrite 

--*(  par  le  système.  La  proposition 

P[^  71,  est  évidente  dans  le  cas  où  la 

baguette  se  meut  parallèlement 
à  elle-même  et  décrit  une  sur- 
face dans  le  genre  de  celle  que 
nous  représentons  (fig..  70J.  Le 
nombre  de  tours  effectué  par  la 
roulette  mesure  en  effet,  dans  ce 
cas,  la  distance  normale  l  des 
I.  positions  extrêmes  de  la  tige  et 

en  multipliant  cette  distance 
par  la  longueur  è,  on  obtient  bien  l'aire  de  la  figure.  Il  en  est  encore  de 
même  lorsque  la  tige  ne  reste  pas  parallèle  &  elle-même.  Soient  AB  et 
A,B,  i/ig.  71)  deux  positions  successives  de  la  baguette.  La  surface  du 
quadrilatère  AA.BB,  est  égale  à  Hp-\-p,),  p  et  ;»,  étant  les  longueurs 
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des  perpendiculaires  abaissées  sur  AB  et  A,B|  par  le  milieu  de  la  droite 
MMj  qui  joint  les  milieux  de  ces  côtés.  En  effet,  le  quadrilatère  peut  se 
décomposer  en  trois  triangles  AMiB-|-  AAjM,  4'BM,B,;  la  somme  des 
aires  des  deux  derniers  triangles  est  égale  à  celle  du  triangle  MA,Bp 
car,  M  étant  le  milieu  de  AB,  chacun  des  deux  triangles  MA^M,  et 
MM|B,  est  égal  à  la  moyenne  arithmétique  des  surfaces  AA,M|  et  BM,B|, 
et  leur  somme  est  par  suite  égale  à  celle  de  ces  surfaces  ou  à  MA^B,. 
On  voit  donc  que  la  surface  du  quadrilatère  est  égale  à  AM,B  +  MA^B,  = 
b{p  +;>i),  car  p  et  />,  sont  les  demi-hauteurs  de  ces  triangles.  Remar- 
quons en  outre  que  la  somme  des  aires  des  deux  triangles  ombrés  est 
égale  à  Taire  du  quadrilatère  pointillée,  car  les  deux  triangles  AMjB, 
A|MBj  ne  recouvrent  pas  la  partie  ombrée  et  recouvrent  deux  fois  la  par- 
tie pointillée. 

Pour  obtenir  le  chemin  /  que  décrit  la  roulette,  supposons  que  la  tige 
se  déplace  d*abord  parallèlement  à  elle-même  jusqu'au  milieu  N  du  che- 
min MMj,  puis  tourne  sur  elle-même  en  N  jusqu'à  ce  qu'elle  soit  paral- 
lèle à  la  direction  A,Bp  et  enfin  se  déplace  parallèlement  à  elle-même 
jusqu'à  cette  dernière  position.  Le  système  décrira  ainsi  la  surface  de  la 
fig.  72,  égale  à  la  somme  des  deux  parallélogrammes  AGDB  et  A,B,D,Cj, 

Fig.  7i. 


c'estrà-dire  égale  à  ^(i>  +/>i),  ou  à  la  surface  que  l'on  veut  mesurer,  car 
les  deux  secteurs  égaux  NGG,  et  NDD^  ne  doivent  pas  être  comptés, 
puisque  l'un  s'ajoute  et  que  l'autre  se  retranche.  Pendant  que  la  tige 
paropurt  le  premier  parallélogramme,  la  roulette  décrit  le  chemin  p; 
pendant  qu'elle  parcourt  les  deux  secteurs  NGG,  et  NDDj,  la  roulette 
décrira  le  chemin  c^^  si,  au  lieu  d'être  fixée  au  milieu  de  la  tige 
on  suppose,  pour  plus  de  généralité,  qu'elle  l'est  à  une  distance  c  de  ce 
milieu,  A^/  étant  l'angle  des  deux  secteurs,  c'est-à-dire  l'angle  que  for- 
ment les  deux  directions  extérieures  AB  et  A,B,  de  la  tige;  c  doit  être 
pris  avec  le  signe  -{-  lorsqu'en  tournant  la  tige  sur  elle-même  dans 
le  sens  positif,  la  roulette  effectue  aussi  une  rotation  positive:  enfin, 
pendant  que  le  système  parcourt  le  deuxième  parallélogramme,  la  rou- 
lette décrit  le  chemin />,. 
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Le  chemin  total  à/  décrit  par  la  roulette  est  donc  : 


d'où 


et  la  surface  du  quadrilatère  sera  : 

Si  maintenant  nous  supposons  que  les  positions  extrômes  du  système 
soient  infiniment  rapprochées,  les  éléments  de  surfaces  des  fig.  71  et  72, 
qui  d^ailleurs  sont  toujours  équivalentes,  deviennent  identiques;  et,  en 
sommant  tous  les  éléments  pour  obtenir  la  surface  entière  parcourue, 
on  trouvera  comme  superficie  : 

P  =  A(/  — et);). 

Dans  toutes  les  figures  employées  jusqu'ici,  nous  avons  supposé  que 
l'axe  de  la  roulette  cotncide  avec  cehii  de  la  tige.  Cette  condition  n'est 
cependant  pas  nécessaire;  il  snfBt  que  la  roulette  soit  fixée  sur  la  tige,  de 
manière  que  son  axe  reste  parallèle  à  celui  de  la  tige  et  qu*elle  ne  puisse 
pas  se  mouvoir  sur  elle  dans  le  sens  de  la  longueur. 

En  effet,  deux  roulettes  fixées  sur  un  châssis,  de  manière  à  ne  pouvoir 
tourner  que  dans  un  seul  et  même  plan,  parcourent  le  même  chemin 
quelle  que  seit  la  manière  doivl  on  déplace  le  chAssis.  Nous  allons  le  dé- 
montrer d'abord  pour  le  cas  où  l'on  déplace  le  châssis  autotir  d'un 
p(mi  O  {fi§.  73),  de  manière  que  tous  ses  points  décrivent  de»  arcs  d« 

cerde  AA,  BB,  autour  de  ce  cenire.  Soit  <p 
l'angle  dont  on  a  fart  tourner  le  châssis;  on 
voit,  d'après  les  notations  de  la  figure,  que 
le  chemin  suivant  lequel  on  a  déplacé  la 

roulette  A  est  égal  à z  9;  mais  le  che- 

°        cos  «  ^ 

min  décrit  par  la  roulette  eHe-mémc  sera 


rig.  73. 


cos8 


<p.cos^  =  r(p,  car  son  plan  fait  tou- 


jours l'angle  &  avec  la  direction  du  chemin 
suivant  lequel  on  la  déplace*  Or  f<p  est  le 
chemin  que  décrirait  en  même  temps  Une 
roulette  située  au  pied  P  de  la  perpendiculaire  OP.  On  voit  donc  que  le 
chemin  décrit  par  la  rocdette  A  est  indépendant  de  la  position  de  cette 
roulelte  a«r  le  châssis,  et  que  par  suite  les  deux  roulettes  décrivent  des 
égaux. 

8 
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Gela  posé,  comme  il  est  toujours  possible  d'amener  le  châssis  à  prendre 
une  position  quelconque  au  moyen  d'une  rotation  autour  d'un  point  0 
(ce  point  0  s'obtenant  par  l'intersection  des  perpendiculaires  PO  menées 
par  des  points  P  tels  que  GP  soit  égal  à  la  demi-différence  des  lon- 
gueurs GA),  et  comme  Ton  peut  de  plus  considérer  un  arc  de  courbe 
quelconque  infiniment  petit  comme  un  arc  de  cercle,  il  en  résulte  d'une 
façon  générale  que  le  chemin  parcouru  par  la  roulette  est  indépendant 
de  la  position  de  celle-ci  sur  le  châssis,  c'est-à-dire  que  toutes  les  rou- 
lettes, telles  que  A  et  B,  parcourent  le  même  chemin. 

Lorsqu'on  fait  glisser  le  châssis  parallèlement  à  lui-même,  le  point  0 
est  rejeté  à  l'infini  ;  lorsqu'on  le  fait  tourner  autour  d'un  point  du  plan 
des  roulettes,  le  chemin  parcouru  est  nul,  comme  on  le  comprend  faci- 
lement. 

La  roulette  peut  tourner  dans  les  deux  sens,  et  si  l'on  parcourt  une 
surface  en  sens  opposé,  elle  tournera  aussi  en  sens  opposé.  Il  peut 
arriver  aussi  que  la  tige  décrive  plusieurs  fois  une  même  surface  :  lorsque 
cela  a  lieu  toujours  dans  le  même  sens,  la  roulette  tournera  aussi  chaque 
fois  dans  le  même  sens,  et  b{l — c^)  contiendra  cette  surface  autant  de 
fois  qu'elle  aura  été  parcourue.  Si,  enfin,  la  surface  était  parcourue  deux 
fois,  mais  en  deux  sens  opposés,  son  influence  sur  le  chemin  de  la  rou- 
lette serait  nulle. 

U  est  donc  important  de  connaître,  dans  chaque  cas  particulier,  le 
sens  dans  lequel  tourne  la  roulette  lorsque  l'on  décrit  une  surface. 
Gomme  la  tige  ne  laisse  aucune  trace  sur  la  surface,  il  faudra  que  le  sens 
suivant  lequel  on  parcourt  le  périmètre  d'une  figure  suffise  pour  déter- 
miner le  sens  de  rotation  de  la  roulette.  Nous  pourrons  appliquer  ici 
toutes  les  règles  données  dans  la  géométrie  pour  établir  la  relation  entre 
le  signe  d'une  surface  et  le  sens  suivant  lequel  on  parcourt  son  péri- 
mètre :  il  suffit  pour  cela  de  donner  des  signes  contraires  aux  directions 
que  suivent  les  deux  extrémités  de  la  tige,  c'est-à-dire  que  si  on  distin- 
gue par  une  flèche  tournée  dans  le  sens  de  la  marche  la  direction  d'une 
des  extrémités,  on  devra,  pour  l'autre  extrémité,  tourner  la  flèche  vers 
le  point  de  départ  de  celle-ci. 

On  peut,  en  effet,  considérer  un  élément  de  surface  ABGD  (fig,  74) 
comme  la  différence  des  deux  triangles  OAB  et  ODG  formés  en  prolon- 
geant jusqu'en  0  les  deux  positions  successives  de  la  tige.  Pour  que  le 
signe  de  la  surface  soit  déterminé  par  le  sens  suivant  lequel  AB  et  DG 
ont  été  parcourus,  il  faudra  donner  à  ces  chemins  AB  et  DG  des  signes 
contraires.  On  arrive  au  même  résultat  lorsque  le  point  0  se  trouve  sur 
la  tige  elle-même  et  non  sur  son  prolongement  {fig^  75)  ;  la  surface  totale 
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de  la  Ogure  a  été  augmentée  de  OAB  et  diminuée  de  OGD.  Le  triangle 
ODC  est,  par  suite,  négatif  comme  dans  la  fiy.  74. 


Fig.  75. 


Si  donc  on  place  les  flèches  dans  le  sens  de  la  marche  pour  une  extré- 
mité de  la  tige,  et  en  sens  contraire  de  la  marche  pour  l'autre  extrémité, 
et  qu'on  suppose  ces  flèches  prolongées  sur  les  positions  extrêmes  de  la 
tige,  le  périmètre  de  tout  élément  positif,  tel  que  ABGD  (fig.  74)  et  OAB 
{fig.  75),  sera  parcouru  dans  un  certain  sens,  et  le  périmètre  d'un  élément 
négatif,  comme  ODC  [fig.  75),  sera  parcouru  dans  le  sens  contraire.  Cette 
règle  ne  changeant  pas  lorsqu'un  nouvel  élément  de  surface  vient 
s'ajouter  à  celui  qui  précède,  on  peut  dire,  pour  les  surfaces  entières 
aussi  bien  que  pour  leurs  éléments,  qu'elles  sont  décrites  dans  un  sens 
ou  dans  le  sens  inverse  suivant  que  les  flèches  placées  sur  leurs  péri- 
mètres parcourent  ces  périmètres  dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 

Fig.  76. 


à 
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Il  résulte  de  là  que  nous  pourrons  employer  pour  le  planimèire  les 
mêmes  règles  que  celles  en  usage  dans  la  géométrie  pour  les  signes  des 
surfaces  dont  le  périmètre  est  parcouiu  dans  des  sens  différents. 

Montrons  Tapplication  de  ces  principes  par  quelques  exemples.  Les 
deux  parties  de  la  surface  (fig,  76)  ont,  d*après  la  direction  des  flèches, 
des  contours  de  sens  inverse,  et  sont  aussi  parcourues  par  Tinstrument 
en  sens  inverses  comme  Tindiquent  les  flèches  placées  dans  le  sens  de 
Tavancement  des  roulettes. 

Il  est  tout  aussi  évident  que  dans  la  fig.  77  les  surfaces  — 1  et  + 1  sont 
parcourues  en  sens  inverses,  et  que  les  surfaces  0  sont  parcourues  une 
fois  dans  chaque  sens,  de  sorte  qu'elles  n'ont  aucune  influence  sur  le 
chemin  décrit  par  la  roulette. 

Dans  les  fig.  77  et  78,  le  parcours  de  la  roulette  est  proportionnel  à 
la  différence  des  surfaces  marquées  +1  ©t  —  1. 

f  ig.  77. 


FIg.  78. 


Comme  les  parcours  des  extrémités  de  la  tige  forment  constam- 
ment une  figure  fermée  par  les  positions  extrêmes  de  la  tige,  on  pourra 
toujours,  pour  une  surface  présentant  des  parties  qui  se  recouvrent, 
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partager  la  surface  entière  en  parties  séparées  dont  chacune  ait,  dans 
toute  son  étendue,  un  seul  et  même  signe. 

Nous  avons  indiqué  cette  décomposition  sur  la  fig.  78,  qui  n'est  autre 
chose  que  la  fig,  T7,  dont  les  angles  formés  par  les  différentes  parties  du 
contour  ont  été  arrondis.  Si,  comme  dans  la  fig.  79,  une  surface  est 
parcourue  plusieurs  fois,  et  que  Ton  arrondisse  les  angles  comme  précé- 
demment {fig.  80),  chaque  partie  décrite  plusieurs  fois  sera  comprise 

Fig.  79. 


Hg.  M. 


tout  entière  dans  une  autre  partie  décrite  une  fois  de  moins,  et  les  sur- 
faces de  signes  contraires  seront  complètement  séparées.  Dans  une 
pareille  figure,  le  chemin  décrit  par  la  roulette  sera  évidemment  propor- 
tionnel à  4.(+l)  +  2.(-f  2)+3.(+3)  — i.(— 1),  le  symbole  (±n) 
servant  simplement  dans  cette  formule  à  désigner  chaque  surface  avec 
le  signe  dont  elle  est  affectée. 

Il  résulte  aussi  de  ce  que  nous  venons  de  dire  que  Ton  peut  voir  im- 
médiatement combien  de  fois  une  surface  a  été  parcourue  :  il  suffit  de 
mener  une  droite  depuis  Tintérieur  de  cette  surface  et  de  compter  ses 
intersections  avec  le  périmètre  en  tenant  compte  des  directions  suivant 
lesquelles  ce  périmètre  est  parcouru  aux  points  d'intersection.  Ainsi  la 


droite  menée  (fig.  80]  de  l'intérieur  de  (4-3)  coupe  cinq  fois  le  périmètre, 
savoir:  une  fois  lorsque  ce  périmètre  se  dirige  vers  le  haut,  et  4  fois 
lorsqu'il  se  dirige  vers  le  bas.  La  surface  [■\-  3)  sera  doue  parcoume 
4-  3  fois  dans  le  sens  indiqué  à  l'extrémité  de  la  sécante. 

Rappelons  encore  que,  lorsqu'on  parcourt  plusieurs  fois  la  même  ligne, 
il  faut  compter  la  surface  correspondante  autant  de  fois  qu'elle  est  par- 
courue, et  que,  lorsqu'une  ligne  est  parcourue  autant  de  fois  dans  on 
sens  que  dans  l'autre,  la  somme  des  surfaces  correspondantes  est  nulle. 
Lorsque  la  tige  revient  exacte- 
ment à  sa  position  primitive,  ses 
deux  extrémités  ont  décrit  cha- 
cune une  courbe  fermée,  et  il  est 
indifférent  de  considérer  séparé- 
ment les  deux  courbes  décrites  ou 
de  les  combiner  ensemble  de  fa- 
çon à  former  une  courbe  ouique. 
Ainsi,  dans  la  fig.  81 ,  on  peut  dire 
que  le  chemin  de  la  roulette  cor- 
respond à  la  différence  des  sur- 
faces (-|-  )}  et  (—  1),  aussi  bien  qu'à  la  différence  des  surfaces  limitées 
par  la  courbe  en  forme  de  cœur  et  par  le  cercle. 

27.    MESURE  DES   BUHFACES  AU  MOYEN    OU   PLANIHËTRK 

Le  planimèlre  n'a  pas  été  employé  sous  la  forme  simple  que  nous 
avons  étudiée  jusqu'à  présent;  mais  l'on  conçoit  très  bien  qu'un  pareil 
pj    gj  inslniment.    ronstniit    sur 

des  dimensions  assez  gran- 
des pour  qu'une  seule  per- 
sonne ne  suffise  plus  à  le 
manier,  pourrait  rendre  de 
grands  services.  Si  l'on 
avait ,  par  exemple ,  un 
champ  h  mesurer,  on  pour- 
rait fixer  une  espèce  de  roue 
de  voilure  {fig.  83)  au  milieu 
d'une  perche  un  peu  plus 
longue  que  la  plus  grande 
laideur  du  champ,  et  deux 
ouvriers,  marchant  de  façon  à  maintenir  constamment  les  extrémités  de 
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cette  perche  k  l'aplomb  des  limites  du  champ,  parcouraient  l'espace  à 
mesurer  ;  le  géomètre  n'aurait  qu'à  les  suivre  et  à  noter,  à  l'extrémité  du 
champ,  le  nombre  de  tours  que  marquerait  un  compteur  fixé  sur  ta  roue. 
Mais,  dès  que  le  planimëtre  doit  avoir  les  dimensions  d'un  compas,  et 
doit  être  manié  par  une  seule  personne,  il  faut  qu'il  soit  construit  de 
façon  &  permettre  à  l'opérateur  de  concentrer  son  attention  sur  une  seule 
des  extrémités,  à  laquelle  il  fera  décrire  la  flgnre  h  mesurer,  pendant  que 
l'antre  extrémité  décrira  une  âgure  d'aire  connue. 

L'instrument  le  plus  pratique  construit  d'après  ces  données  est  le  pla- 
nimètre  d'Amsler.  Ce  serait  sortir  du  cadre  de  notre  traité  que  de  décrire 
ici  les  détails  mécaniques  de  sa  construction;  on  les  trouvera  dans  les 
nombreux  articles  que  divers  journaux  techniques  ont  consacrés  à  cet 
instrument.  Nous  nous  bornerons  h  en  expliquer  le  principe.  L'une  des 
branches  AB  ^  i  {fig.  83)  est  munie  à  son  extrémité  A  d'une  pointe  ou 
traceur  qui  sert  à  parcourir  le 
*  contour  des  surfaces.  Son  au- 

tre extrémité  B  est  reliée  par 
une  charnière  à  une  autre 
branche  OB  mobile  autour 
d'un  point  0,  que  l'on  peut 
fixer  dans  la  position  que  l'on 
désire.  Si  l'on  décrit  avec  le 
'  traceur  A  {fig.  83)  une  courbe 
quelconque  AA,  la  difiérence 
des  surfaces  (+1)  et  ( — 1) 
sera,  d'après  le  n'  26  (p.  US), 
F=b(l  +  c^], 

car  c  est  négatif.  Gomme  il  arrive  rarement  que  la  figure  à  mesurer  con- 
tienne dans  son  périmètre  un  arc  de  rayon  r  compris  entre  deux  droites 
f^^  g^  ayant  exactement  la  longueur 

j^.''^~^     <l6  'a  branche  AB  =  b,  il  fau- 
y"""'^  \     dra  le  plus  souvent  parcourir 

f""')^  .^^^rr"? — ^  ._  y         ^         j   avec  la  pointe  A  le  périmètre 

pj    "^  r "v         F         /    entier  de  la  surface  à  mesu- 

\    .^  \  j/      rer,  comme  l'indique  la  ;îj.  84. 

\r  \_^y^         Si  les  deux  extrémités  A  et  B 

\  reviennent   après   l'opération 

0**  dans  leur  position  primitive, 

elles  auront   parcouru   cha- 
cune une  courbe  fermée,  et  la  surface  décrite  par  B  sera  nulle,  puisque  B 


iSO 
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n*a  fait  que  parcourir  un  arc  de  cercle  de  rayon  r.  De  plus,  [l'angle  i 
des  directions  extrêmes  est  égal  h  zéro,  et  la  surface  décrite  par  A  est 
simplement 

P  =  W. 

On  Toit  que,  sous  cette  forme,  le  planimëtre  est  un  instrument  qui  ré* 
duit  les  surfaces  à  une  base  constante  à. 

Lorsque  0  se  trouve  à  l'intérieur  de  la  figure,  le  point  B  parcourra  un 
arc  de  cercle  de  rayon  r  placé  comme  l'indique,  par  exemple,  la  fig,  8i 
(page  118)  ;  on  aura  alors,  en  mettant  des  flèches  comme  dans  cette  même 
figure,  et  désignant  par  F  la  surface  totale  décrite  par  A, 


Fig.  8». 


car 
d'où 


F  -  r'ic  =  6(/ +  2c7r), 


A.^-^'^—^^--f^.\ 


Or  r«  +  2rbc  est  égal  à  r\  {fig.  85),  r, 
étant  la  longueur  du  rayon  OAlorsque  le 
plan  c  de  la  roulette  passe  par  le  pôle  0. 
On  a,  en  efi'et,  dans  ce  cas  : 


•î=ÏC*  +  OG'=(e  +  Î6)*-|-[r«_(o- **)']. 


On  aura  donc  simplement  : 


F  =  6/-f  rîr. 


Si  Ton  décrivait  avec  A  un  cercle  de  rayon  r,,  la  roulette  ne  tournerait 
évidemment  pas;  on  aurait  alors  /=0  et  P  =  rfir,  ce  qu'on  devait 
trouver. 
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CHAPITRE  IV 

TRANSFORMATION  DES  VOLUMES 


23.    REPRÉSENTATION  DES  VOLUMES  AU   MOYEN   DE   LIGNES 

Nous  définirons  la  transformation  ou  réduction  des  volumes  comme 
nous  avons  défini  celle  des  surfaces  :  réduire  un  volume  à  une  base 
donnée,  c'est  trouver  la  hauteur  d*un  prisme  de  base  donnée  et  équi- 
valent au  volume  donné. 

En  considérant  dès  lors  le  volume  d'un  corps  comme  étant  le  produit 
d'une  surface  F  par  une  longueur  ou  hauteur  k,  on  réduira  d'abord  la 
surface  F  à  une  base  b,  de  manière  que  bl=¥.  Le  volume  sera  alors 
3=FAs=6/A:,  et,  en  considérant  Ik  comme  une  nouvelle  surface  que  l'on 
réduit  à  une  deuxième  base  a,  de  sorte  que  ah  =  lk,  on  aura  enfin  : 

et,  si  l'on  prend  ab  comme  unité  de  surface,  le  volume  sera  mesuré  par  h. 

On  voit  que  le  problème  actuel  consiste  simplement  à  répéter  deux  fois 
la  réduction  des  surfaces,  et  comme  nous  avons  résolu  cette  question 
dans  le  chapitre  précédent,  nous  n'expliquerons  pas  la  réduction  elle- 
même  des  volumes;  nous  nous  occuperons  surtout  du  choix  des  dimen- 
sions à  transformer  et  des  modifications  à  apporter  à  la  méthode  dans  le 
cas  de  volumes  terminés  par  des  surfaces  irrégulières.  Nous  laisserons 
de  côté  les  volumes  géométriques  simples,  tels  que  parallélipipèdes , 
prismes,  pyramides,  etc. 

Le  plus  souvent,  les  corps  irréguliers  dont  on  a  à  déterminer  le  volume 
sont  donnés  par  une  série  de  sections  parallèles  plus  ou  moins  distantes 
les  unes  des  autres.  Le  cas  le  plus  important  qui  se  présente  dans  la 
pratique  consiste  dans  la  détermination  des  volumes  de  déblai  et  de 
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remblai  pour  les  routes  et  chemins  de  fer;  aussi  c'est  ce  cas  que  nous 
allons  traiter  tout  d*abord. 


29.    VOLUMES  DE  DÉBLAI   RT  DE   REMBLAI  TERMINÉS  PAR  DES   UGNES  DROITES. 

Les  volumes  de  déblai  et  de  remblai  que  nous  considérons  dans  ce 
paragraphe  sont  terminés  par  des  lignes  droites  (PI.  V|)  et  donnés  par 
des  profils  en  travers  consécutifs. 

P  =  (ABCE)    et    F,  =  {A,BjG,EJ 

dont  la  distance  /  =  AÂj  =  EE^  peut  être  prise  assez  petite  pour  que  les 
arêtes  BB^  et  GCj  puissent  encore  être  considérées  comme  des  lignes 
droites.  En  supposant  que  le  terrain  naturel  soit  terminé  par  les  droites 
BG  ou  BjCj  dans  les  profils  extrêmes,  et  B"C"  dans  un  profil  intermé- 
diaire, la  surface  du  terrain  naturel  sera,  dans  les  limites  du  volume  à 
déterminer,  un  paraboloïde  ayant  pour  directrices  BB^  et  CC,  et  pour 
génératrices  des  droites  situées  dans  les  profils  en  travers  correspondants, 
c'est-à-dire  parallèles  à  un  plan  fixe.  Ge  paraboloïde  partage  en  deux 
parties  équivalentes  le  tétraèdre  BGB^G^;  car  un  profil  intermédiaire 
quelconque,  B"G"  par  exemple,  coupe  le  tétraèdre  suivant  un  parallélo- 
gramme (voir  la  figure)  et  le  paraboloïde  suivant  la  diagonale  B"G"  qui 
partage  ce  parallélogramme  en  deux  parties  égales.  Chaque  élément  du 
tétraèdre  étant  divisé  en  parties  équivalentes  par  le  paraboloïde,  il  en 
sera  de  même  du  tétraèdre  complet.  On  voit  par  suite  que  la  somme 
des  volumes  des  deux  prismes  situés  sous  les  faces  BGG,  et  BB,G^  du 
tétraèdre  et  celle  des  prismes  situés  sous  les  faces  GB^G,  et  GB,B  du 
même  tétraèdre  comprennent  entre  elles  le  volume  du  prisme  ABGD, 
Â'B'G'D'  et  en  difi'èrent  de  la  même  quantité. 

Le  volume  cherché  sera  donc  égal  à  la  moyenne  arithmétique  de  ces 
deux  sommes,  diminuée  de  la  p3rramide  tronquée  située  sous  les  talus  : 

^_  1  j  ADA,       ADD,       A,D,A       A,D,D  \  _    GDE 
2  I  BGB,  "^  BGG,  "^  B,G,B  "^  B,G,G  ]       G,D,B/ 

Nous  négligeons  le  volume  du  fossé,  qui  forme  un  prisme. 

Soient  maintenant  ^  =  AE  ==  A,E,  la  demi-largeur  de  la  voie,  h  et  A, 
les  hauteurs  de  déblai  ou  de  remblai  au  milieu  des  profils  extrêmes,  h' 
et  h\  les  hauteurs  de  déblai  ou  de  remblai  mesurées  dans  la  partie  cor- 
respondante aux  arêtes  extrêmes  des  talus,  enfin  t  la  tangente  de  Tincli- 
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naison  des  talus,  comme  Tindique  la  figure  ;  nous  aurons  : 

ED  =  i;  E,D,=  ^;  AD  =  ô+-      et      A,D,  =  A  +  ^ 
et  le  volume  sera  donné  par  l'expression 


2  1  1 


-e-'(T+?  +  ^). 


ou,  en  réduisant  : 


3=i/6(A  +  A'  +  A.  +  A',)  +  l^(AA'  +  A.A'.)-l/(A-A.)*-il. 
Or  les  profils  ont  pour  surface  (voir  n*  âO,  page  94) 

et 

P.  =  Î*(A.  +  A',)+^; 

on  aura  donc,  en  substituant  : 

2  12  ^  '        T 

Cette  formule  peut  s'obtenir  analytiquement  de  la  manlôre  suivante.  Si  on  sup- 
pose que,  pour  un  profil  quelconque,  h  varie  proportionnellement  à  la  distance  x 
de  ce  profil  au  profil  extrême^  on  aura,  pour  les  hauteurs  y  et  i/  au  milieu  et  à 
Textrémité  d*un  profil  : 

Substituant  ces  valeurs  dans  Texpression  qui  donne  la  surface  d*un  profil^  on 
trouvera  une  équation  de  la  forme  : 

F{x)  z=a  +  bx-^r  cac*. 

Le  premier  profil  (x  s  0)  aura  par  suite  une  surface  F  =  a,  et  le  dernier  (x  =  l), 
une  sur&ee 

F,=:F  +  ô/  +  c/«. 

U  en  résulte  que  l'on  a  : 


3=  Ç'  F{T)f1x=Fl+l  bP  4-  Icn. 


124 


DU   CALCUL  GRAPHIQUE. 


Éliminons  b  entre  les  deux  dernières  équations,  il  viendra  : 


îl  =  gAF  +  F,) 


le/» 


Mais  c  = 


_(h,--h){h\-h') 


2t. /« 


,  donc: 


3  =  i/(F  +  Pi)-^/(A,-A)^!^ 


F  +  F 
La  surface  — - — -  est  la  moyenne  arithmétique  des  aires  des  profils 

extrêmes,  en  y  comprenant,  si  Ton  veut,  les  aires  de  tous  les  déblais 
prismatiques  tels  que  fossés,  etc.  On  voit,  par  la  formule,  qu'il  n'est  pas 
exact  de  multiplier  simplement  la  surface  moyenne  par  la  distance  des 
profils.  Il  faudrait  auparavant  diminuer  la  surface  moyenne  de  la  surface  : 

A'        A' 

Gomme  -  et  —  sont  les  projections  ED  et  E,D,  (PI.  V,)  des  talus,  cette 

T  T 

surface  sera  égale  à  la  sixième  partie  du  triangle  ABC  (fig.  86),  dont  le 

^    ,^  sommet  G  est  situé  au-dessous 

Fig.  86. 

du  talus  à  une  distance  verti- 
cale h — ^,,  comme  l'indiquent 
les  constructions  de  la  figure, 
et  dont  la  base  ÂB  est  égale  à  la 
différence  des  longueurs  des  ta- 
lus. L'erreur  sera  donc  égale  au 
triangle  ombré  qui  a  pour  base 

A  -  AB.  Lorsque  les  lignes  du  ter- 
6 

rain  naturel  se  coupent  dans  les  deux  profils  superposés,  h — A,  et  K  —  h\ 
seront  de  signes  contraires,  et  Terreur,  qu'on   construit  de  la  même 

manière  {fig.  87),  devra  être  ajou- 
tée à  la  moyenne  des  surfaces. 

On  pourra  doue,  dans  chaque 
cas  particulier,  reconnaître,  au 
moyen  de  cette  construction  sim- 
ple, si  l'erreur  que  l'on  commet 
en  prenant,  pour  le  volume  cher- 
ché, le  produit  de  la  moyenne  des 
aires  des  profils  extrêmes  par  la  distance  de  ces  profils  est  assez  petite 


Pîg.   87. 


r 


VOLUMES  DE  DÉBLAI   ET  DE  RKMBLAl  TSIUllNÉS  PAR  DES  LIGNES  DROITES.     125 

pour  être  négligée  ;  dans  le  cas  contraire,  on  pourra  tenir  compte  de 
l'erreur  dans  la  réduction  de  chaque  profil  en  réduisant  en  môme  temps 
le  double  du  triangle  d'erreur. 
Lorsque  le  talus  est  vertical,  sa  projection  est  nulle,  et  l'on  a 


Fig.  sa. 


c'est-à-dire  que  l'erreur  est  nulle  aussi.  Par  suite  : 

Le  volume  d'un  corps  compris  entre 
deux  surfaces  parallèles  et  verticales, 
tel  que  celui  de  la  fy.  8B,  est  égal  au 
produit  de  sa  longueur  par  la  moyenne 
de  ses  bases. 

Dans  le  passage  du  remblai  au  dé- 
blai, on  a  souvent  à  déterminer  les 
volumes  de  corps  qui  ont  la  forme  de 

coins,  comme  ceux  de  la  fig,  89.  Les  formules  trouvées  plus  haut  sont 

Fig.  %9. 


applicables  à  ces  volumes.  Les  surfaces  latérales  Fq  et  F|  sont  verticales 
et  parallèles,  et  leur  distance  est  égale  à  l'épaisseur  b  du  coin. 

Si  l'on  compare  le  corps  de  la  fig.l^  avec  celui  de  la  PI.  V,,  et  si  l'on 
considère  la  largeur  b  du  coin  comme  correspondant  à  la  distance  /  des 
profils  de  la  PI.  Y,  ce  dernier  deviendra,  abstraction  faite  des  fossés, 
analogue  à  celui  de  la  fig.  89,  en  faisant  partir  les  lignes  des  talus  des 
points  A  et  A'.  Il  sufiira  donc,  pour  calculer  le  volume  représenté  par 
la  fig.  89,  de  remplacer,  dans  la  formule  générale,  page  124,  b  par  0, 

h'  h' 

i  par  A,  k-] —  par  ie%6+  ^  pdr^»  ou,  ce  qui  revient  aumèmeyA'  et  A'^ 

T  X 

par  t/  et  t/,,  en  laissant  subsister  A  et  A,.  On  trouve»  ea  faisant  ks  stib^ 
sUtutions  indiquées  : 

3  =  ^  *(2A/ +  2A,/,  -  A/.  +  AÀ 
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Dans  les  calculs  des  volumes  de  déblai  et  de  remblai,  ou  ne  connsdt 
pas  les  surfaces  latérales  F^  et  Fj,  mais  seulement  la  surface  P  d*un  pro- 
fil en  travers,  et,  pour  obtenir  le  volume,  on  multiplie  ordinairement  F 

par  la  moitié  de  la  longueur  moyenne  ou  ^         ',  c'est-à-dire  qu'on 
prend  comme  volume  : 

p  .  ^il  =  i  6(A+A.){/+0  =  ^  b(M  +  h,l,  +kl,  +h,l). 

L'erreur  est  la  différence  entre  cette  quantité  et  le  volume  exact  qu'on 
peut  mettre  sous  la  forme. 

/    +  / 

Mettons,  dans  ce  dernier  terme,  -^-- —  en  facteur,  afin  de  déterminer 

la  correction  qu'il  faut  faire  subir  à  F  pour  avoir  le  volume  exact  au 
moyen  de  la  formule  pratique.  Il  viendra  : 

On  aura  donc  le  volume  exact  en  augmentant  F  d'un  triangle  qui  au- 

rait  b  pour  base,  et  (Aj  —  h)  — — r-y-  pour  hauteur,  puis  en  multipliant 

*i  +  * 

le  résultat  par  la  demi-moyenne  des  longueurs. 
Nous  indiquons  (fig.  90)  la  construction  de  ce  triangle  qui  est  ombré 

Fig.  »0. 

/'Ta  ~ - 

^f:::v::----.---.-^-r - J 


sur  cette  figure  ;  cette  construction  n'exige  aucune  explication  nouvelle. 

Remarquons  seulement  que  r  (/—/,)  et  /,-f/  peuvent  être  portés  à  une 

échelle  quelconque.  La  correctioiji  sera  négative  lorsque  les  valeurs  h—h^ 
et/ — /,  sont  les  signes  contraires,  c'est-à-dire  lorsqu'au  plus  petit  k 
correspond  le  plus  grand  /. 
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Des  corps,  tels  que  celui  de  la  fig.  91,  ne  peuvent  plus  être  considérés 
comme  continus,  et  il  faut  les  partager  comme  l'indique  la  figure.  L'une 

Kig.  91. 


>-• 


des  parties  se  calculera  par  la  surface  moyenne  comme  dans  le  cas  ordi- 
naire ;  Tautre  partie  est  précisément  le  corps  en  forme  du  coin  que  nous 
venons  d'étudier. 


30.   DÉTERIONATION,    d'aPRÈS  LA   RÈGLE  DE   GULDIN,    DES  VOLUMES  DE   DÉBLAI 
ET  DE   REMBLAI  TERMIUÉS  PAR  DES  LIGNES  COURBES 


Les  volumes  de  déblai  et  de  remblai  ne  sont  pas  toujours  terminés  par 
des  lignes  droites;  le  cas  contraire  se  présente  assez  souvent  dans  les 
chemins  de  fer  et  surtout  dans  les  routes,  dont  le  tracé  offre  fréquem- 
ment des  rayons  très  petits.  En  général,  on  néglige  dans  ce  cas  la  cour- 
bure, et  on  multiplie  les  aires  des  profils  pris  normalement  à  l'axe  de  la 
voie  par  les  longueurs  mesurées  aussi  suivant  cet  axe.  Ce  calcul  est  suffi- 
sant dans  la  plupart  des  cas  ;  mais  quelquefois  il  donne  lieu  à  des  erreurs 
considérables.  Supposons,  par  exemple  {fig.  92),  un  profil  en  rocher,  dans 
une  partie  de  route  en  courbe  de  20  mètres  de  rayon,  et  supposons  que 
les  centres  de  gravité  S  et  S,  des  surfaces  de  déblais  et  de  remblais  soient 

à  2* ,50  de  l'axe  de  la  route.  On  trouvera,  par  le  calcul  usuel,  un  volume 

1 

trop  grand  de  -  pour  le  déblai,  et  trop  petit  dans  la  même  proportion 

pour  le  remblai.  En  effet,  d'après  la  règle  de  Guldin,  le  volume  d'un 
solide  de  révolution  est  égal  au  produit  de  la  surface  génératrice  par  le 
chemin  que  décrit  le  centre  de  gravité  de  cette  surface,  en  admettant 
que  la  surface  génératrice  soit  plane  et  dirigée  normalement  à  la  courbe 
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décrite  par  le  centre  de  gravité.  Dans  le  cas  de  la  figure,  le  centre  de 
gravité  décrit  un  arc  de  17",5  de  rayon  au  lieu  de  20  mètres,  et  les  lon- 

Fig.  «1. 


gueurs  mesurées  suivant  Tare  devront  être  réduites  dans  le  rapport 


2,5 
20 


I 
8' 


La  règle  de  Guldin  est,  en  général,  très  utile  à  Tingénieur;  elle  peut 
lui  servir  à  déterminer  le  volume  de  corps  irréguliers  dont  on  connaît 
des  profils  pris  dans  une  certaine  direction,  problème  qui  se  présente 
assez  souvent  dans  la  pratique.  Nous  croyons  que  le  meilleur  exemple  à 
donner  est  celui  d*une  route  qui  vient  traverser  à  niveau  on  chemin  de 
fer  dans  une  partie  en  remblai  (PI.  Ys  ^  a)-  On  pourrait,  il  est  vrai,  ap* 
pliquer  la  méthode  ordinaire,  c'est-à-dire  construire  des  profils  inter- 
médiaires a,  by  c,  d,  et  trouver  le  volume  en  multipliant  les  moyennes 
des  surfaces  par  leurs  distances  respectives  ;  dans  ce  cas,  Tapproxima- 
tion  dépendrait  du  nombre  et  du  choix  des  {M'ouïs.  Mais  si  Ton  ve«t  dé* 
terminer  le  volume  d'une  façon  plus  exacte,  an  pourra  procéder  de  b 
manière  suivante.  Partageons  le  corps  en  trots  parties  au  moyen  dm 
plan  vertical  ABC  passant  par  le  pied  du  talus  du  chemin  de  fer,  et  de 
la  surface  cylindrique  DËB  qui  projette  verticalement  Tarête  supérieure 
de  la  route. 

La  première  partie  est  comprise  entre  le  talus  du  chemin  de  fer  et  le 
plan  vertical  ABG,  ses  surfaces  extrêmes  se  mesureront  sur  la  projection 
verticale  (PI.  V,)  ;  Tune  se  projette  suivant  le  triangle  curv^^gne  BGH  et 
l'autre  suivant  un  triangle  rectiligne«  On  multipliât  la  moyenne  de  ces 
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surfaces  par  la  distance  du  centre  de  gravité  S  de  la  première  au  profil  a, 
cette  distance  étant  mesurée  normalement  à  ce  dernier  profil. 

La  deuxième  partie  est  un  cylindre  ayant  pour  base  ABEDA  (PI.  V,), 
dont  on  construira  la  hauteur  au  centre  de  gravité  S^  de  la  base  (voir  la 
projection  verticale  /f^.  3). 

La  troisième  partie  Ôst  comprise  entre  le  talus  de  la  route  et  le  cy- 
lindre ABEDA  ;  elle  est  engendrée  par  la  rotation  d*un  profil  variable  a,  I , 
â,  3.  Le  profil  1  a  été  pris  àTendroit  où  la  courbure  de  Tarête  de  la  route 
change  de  sens,  le  profil  3  à  Textrémité  B  de  la  partie  dont  nous  nous  occu- 
pons, et  le  profil  2  sensiblement  à  égale  distance  de  ces  deux  derniers.  On 
multipliera  la  moyenne  des  aires  de  deux  profils  consécutifs  par  le  chemin 
que  décrit  leur  centre  de  gravité  (ce  chemin  est  indiqué  au  moyen  d'une 

ligne );  quant  à  la  portion  comprise  entre  le  profil  3  et  le  plan 

vertical  BC,  on  l'obtiendra  en  multipliant  Taire  du  profil  3  par  le  chemin 
3  F.  La  ligne  des  centres  de  gravité  se  trouvera  au  tiers'de  la  largeur  des 
talus.  La  dernière  portion  comprise  entre  le  profil  3  et  le  plan  vertical 
BC  pourrait  aussi  être  calculée  comme  portion  de  cône  :  on  multiplierait 
la  projection  horizontale  de  sa  base  par  le  tiers  de  la  distance  du  centre 
de  gravité  de  cette  projection  au  sommet  du  cône,  cette  distance  étant 
mesurée  verticalement.  Le  résultat  serait  le  même  que  si  Ton  multipliait 

le  -r  de  la  base  par  la  hauteur  normale  du  sommet  sur  cette  base. 

On  déterminera  de  cette  même  manière  le  volume  des  quarts  de  cône 
qui  flanquent  les  grands  viaducs  lorsque  le  terrain  naturel  est  très  incliné  : 

1 

on  multipliera  aussi  la  projection  horizontale  de  la  base  par  le^  deladif- 

férence  de  niveau  entre  le  sommet  du  cône  et  le  centre  de  gravité  de  la 
base. 

Lorsque  le  terrain  est  accidenté,  on  appliquera  cette  règle  à  chaque 
partie  du  cône  pour  laquelle  la  base  pourra  être  considérée  comme 
plane. 

Le  chemin  à  considérer  dans  les  volumes  de  révolution,  pour  Tappli- 
cation  de  la  règle  de  Guldin,  est  égal  à  âSRr  :  F,  F  étant  la  surface  géné- 
ratrice et  9)1  le  moment  statique  de  cette  surface  par  rapport  à  Taxe  de 
rotation.  On  voit  que  le  volume  d'un  corps  de  révolution  est  égal  à  2k  fois 
son  moment  statique. 

Nous  appliquerons  ce  théorème  lorsque  nous  aurons  étudié  les  mo- 
ments statiques. 
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91.   QiOGUL  HBS  VeLUMES  AU  MOTBN   DES  COUBBBS  I>B  NTfEAr 

Les  pltas  parallèles,  au  moyen  desquels  nous  ayons  déterminé  les  vo- 
'  lûmes  dans  les  cas  précédents,  étaient  tous  verticaux;  mais  on  pourra 
*  souvent,  pour  des  corps  très  irréguliers,  se  servir  de  plans  horizontaux 
déterminant  des  courbes  de  niveau.  La  distance  de  deux  courbes  de  ni- 
veau est  ordinairement  choisie  de  manière  qu*en  coupant  le  terrain  entre 
ces  deux  courbes  par  un  plan  vertical,  normal  aux  courbes,  Tintersec- 
tion  puisse  être  considérée  comme  rectiligne.  Si  Ton  suppose,  de  plus, 
que  deux  courbes  consécutives  soient  semblables,  le  corps  qu'elles  limi- 
tent sera  un  tronc  de  cône  et  aura  pour  volume 

3=^^(f+f.+vff;), 

h  Mani  la  distance  des  plans  des  deux  courbes,  F  et  Fi  les  aires  de  ces 
courbes. 

Dans  la  pratique,  on  se  contente  ordinairement  de  multiplier  par  k  la 
moyenne  des  surfaces,  c'est-à-dire  que  Ton  prend 

3=1a{F+F.), 

valeur  trop  grande  de  la  quantité 

iA(VF-V'F:)'. 

Comme  toutes  les  dimensions  semblables  des  deux  surfaces  sont  dans 
le  rapport 

on  obtiendra  Terreur  en  construisant  {fig,  93)  sur  la  différence  S'A  de 
deux  rayons  homologues  SA  et  SS'  partant  du  centre  de  similitude  S, 
une  courbe  ABC  semblable  aux  courbes  données  et  en  multipliant 

1 

sa  surface  par  le  -  de  la  distance  des  deux  plans  horizontaux.  En  général 

AS' 
le  rapport  -— -  est  très  petit,  et  presque  toujours  l'erreur  pourra  être 
•  Ak> 

négligée.  Une  seconde  erreur  sera  commise  si  les  courbes  ne  sont  pas 

semblables;  mais  cette  erreur  est  plus  petite  encore  que  la  précédente 
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AS' 

lorsque  —  est  petit.  La.  grandeur  de  cette  erreur  ne  peut  être  déter^ 

Kg.  M.  minée  que  pour  une  forme  donnée  de 

la  courbe  de  niyeau,  et  comme,  dans  la 
nature,  la  môme  forme  ne  se  reproduit 
pas  exactement  plusieurs  fois  de  suite^ 
nous  laisserons  de  côté  cette  erreur,  qui 
n*est  que  de  second  oixire. 

II  arrive  souvent  que  le  corps  à  mesu- 
rer n'est  pas  exactement  limité  à  sa  par- 
tie supérieure  par  une  courbe  horizon- 
tale; c'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple, 
pour  un  mamelon,  et  il  reste  alors,  au- 
dessus  de  la  dernière  courbe  horizon- 
tale, une  portion  de  volume  en  forme  de- 
calotte.  On  multipliera  dans  ce  cas  Taire^ 
de  la  dernière  courbe  de  niveau  par  la 
moitié  ou  le  tiers  de  la  hauteur  de  la  calotte,  suivant  que  celle-ci  est 
arrondie  ou  pointue,  et  en  général  par  un  nombre  variant  entre  0,33  h. 
et 0,5  h.,  suivant  la  forme  de  la  partie  supérieure.  Si  le  corps  est  limité 
par  un  plateau  incliné,  on  multipliera  la  hauteur  verticale  du  centre  de 
gravité  du  plateau  an-dessus  de  la  dernière  courbe  de  niveau,  par  la 
moyenne  des  surfaces  de  la  coprbe  et  de  la  projection  du  plateau  sur 
le  plan  de  cette  courbe. 

La  méthode  la  plus  commode,  pour  ne  pas  dire  la  seule  pratique,  pour 
mesurer  les  aires  de  ces  différentes  courbes,  consiste  dans  l'emploi  du 
planimèire.  Si  les  plans  horizontaux  sont  menés  à  des  distances  égales, 
comme  il  convient  de  le  faire,  il  suffit  de  multiplier  par  k  la  somme  de 
ces  surfaces  diminuée  de  la  moyenne  des  deux  surfaces  extrêmes,  et  l'on 
aura  ainsi  le  volume  total  du  corps  compris  entre  ces  surfaces.  Si  le 
corps  était  termmé  par  une  calotte,  il  faudrait  encore  ajouter  le  volume 
de  celle-ci  au  volume  déjà  trouvé. 


32.    DÉTBmOIATHNI  DBS  VOLUMES  AU  MOTEH  DE  ?LAlfS  COTÉS. 


Le  volume  des  corps  dont  la  base  n'a  pas  de  très  grandes  dimensions- 
et  pour  lesquels  ces  dimensions  ne  sont  pas  bien  définies,  se  détermine 
facilement  au  moyen  des  plans  cotés,  car,  dans  ce  cas,  il  sera  inutile  de 
tracer  des  courbes  horizontales.  On  choisit  et  l'on  nivèle  sur  le  corps^ 
considéré  assez  de  points  pour  que  les  triangles  que  l'on  obtient  en  joi- 
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gnant  tous  ces  points  deux  à  deux  par  des  lignes  droites  puissent  être 
considérés  comme  plans.  On  supposera  alors  que  chacun  de  ces  triangles 
forme  la  base  supérieure  d'un  prisme  ayant  la  projection  horizontale  du 
triangle  comme  base  inférieure,  et  Ton  multipliera  la  surface  de  cette 
dernière  base  par  la  moyenne  arithmétique  des  cotes  des  trois  sommets 
supérieurs.  Ce  calcul  donnera  le  volume  de  la  partie  du  corps  projetée 
par  le  triangle  lorsque  la  surface  inférieure  du  corps  sera  située  dans  le 
plan  de  comparaison  ;  dans  le  cas  contraire,  il  faudra  encore  retrancher 
du  volume  trouvé  le  volume  compris  entre  le  plan  de  comparaison  et  la 
surface  inférieure  du  corps. 

Soit,  par  exemple,  à  déterminer  le  volume  d'une  chambre  d'emprunt 
représentée  par  la  fig,  94,  dont  les  lignes  pointillées  correspondent  à  la 


Fig.  94. 


surface  primitive  du  sol  naturel,  et  les  lignes  pleines  à  la  surface  après 
l'exploitation.  On  aura  : 

3  =  2  ^  (*•  +  *«  +  A,)F  -  2  ^  (A'.+A;+A',)F., 


F  étant  la  surface  des  faces  triangulaires  inférieures  après  l'enlèvement 
des  déblais,  F^  celles  des  faces  supérieures  primitives,  et  enfin  h  et  K  les 
cotes  des  différents  sommets  par  rapport  à  un  plan  de  comparaison  su- 
périeur. 

On  procéderait  de  la  même  manière  pour  déterminer  le  volume  d'un 
corps  au  moyen  de  la  projection  orthogonale. 
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33.   MOUVEMENT  DES  TERRES. 

Le  mouvement  des  terres  consiste  dans  la  représentation  graphique 
des  volumes  de  déblai  et  de  remblai  qui  correspondent  à  une  certaine 
longueur  d'une  ligne  à  construire,  et  qui  forment  des  corps  dont  la  lon- 
gueur est  de  beaucoup  la  dimension  principale. 

Cette  représentation  fournit  des  indications  très  claires  sur  le  mode 
d*emploi  des  différents  cubes  de  déblai  et  de  remblai,  sur  les  longueurs 
et  les  limites  des  sections  de  transport;  elle  peut  même,  lorsqu'on  em- 
ploie une  échelle  assez  grande,  fournir  une  détermination  graphique  des 
prix  de  transport.  Enfin,  on  peut  en  déduire  immédiatement  les  règles  à 
observer  pour  obtenir  une  bonne  disposition  des  transports.  Le  mouve- 
ment des  terres  a  été  imaginé  par  l'ingénieur  bavarois  Bruckner,  de 
Neustadt  (Hardt),  dont  la  mort  a  été  malheureusement  prématurée,  et 
est  exigé,  en  Bavière,  sur  les  chemins  de  fer  de  l'État,  comme  un  com- 
plément indispensable  de  tous  les  calculs  de  terrassements,  afin  de 
rendre  bien  évidente  la  répartition  des  terres. 

Le  mouvement  des  terres  diffère  du  profil  en  long  ordinaire  en  ce  que, 
au  lieu  des  cotes  du  terrain  naturel,  on  porte  comme  ordonnées  la  somme 
algébrique  de  tous  les  déblais  et  remblais  depuis  l'origine  jusqu'au  profil 
considéré,  les  déblais  et  les  remblais  étant  affectés  de  signes  con- 
traires (*). 

Sans  nous  arrêter  sur  la  manière  de  déterminer  ces  sommes,  nous 
expliquerons  la  méthode  à  suivre,  en  prenant  comme  exemple  le  mou- 
vement des  terres  représenté  PI.  VI,,  au-dessous  du  profil  en  long  ordi- 
naire fig.  1.  Sur  cette  épure,  les  remblais  ont  été  considérés  comme  des 
quantités  positives  et  les  déblais  comme  des  quantités  négatives. 

Le  point  0  a  été  pris  comme  origine.  Le  deuxième  point  du  mouvement 
des  terres  a  été  pris  sur  la  verticale  111',  de  manière  que  sa  hauteur  ver- 
ticale au-dessus  du  point  0,  c'est-à-dire  01,  représente,  à  une  échelle 
quelconque,  le  cube  total  des  remblais  en  deçà  du  profil  lir.  De  même 
les  différences  de  hauteur  12  et  2B  représentent  le  cube  total  des  rem- 
blais entre  \\V  **  **  d'une  part,  et  entre  **  "  *  de  l'autre.  La  verticale  en- 


(*)  n  importe  de  remarquer  que  la  représentation  graphique  du  mouvement  des 
terres  dont  il  s'agit  ici^  diffère  essentiellement  de  Tépure  de  la  répartition  des  ter- 
rasses usitée  en  France.  Dans  cette  dernière  épure,  les  ordonnées  représentent  les 
surtaces  de  déblai  et  de  remblai  correspondantes  aux  différents  profils.  (Voir  aussi 
la  note  A.) 
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tière  0,B  représente  donc  le  cube  total  des  remblais  depuis  Torigine  0 
jusqu'à  Iir. 

Le  déblai  commence  en  in*  et  est  considéré  comme  négatif  dans  Tad- 
<lition  des  cubes,  de  sorte  que  les  sommes  à  porter  en  ordonnées,  c'est- 
à-dire  les  cotes  de  Tépure  du  mouvement  des  terres,  diminuent,  et  les 
cubes  de  déblai  au  delà  de  III*  devront  être  portés  vers  le  bas  à  partir 
^u  point  B,  et  ainsi  de  suite. 

D'après  cette  construction,  on  voit  immédiatement  que  : 

1'  La  ligne  brisée  obtenue  en  joignant  les  différents  sommets  des  or- 
données s^élève  dans  les  parties  en  remblai  et  descend  dans  les  parties 
en  déblai  ;  nous  Tavons  figurée  en  trait  plein  dans  le  premier  cas  et  en 
traits  pointillés  dans  le  second. 

2*  Les  points  de  passage  du  remblai  au  déblai  correspondent  aux 
maxima  des  ordonnées  du  contour  formé  par  la  ligne  brisée,  et  les  points 
^e  passage  du  déblai  au  remblai  correspondent  aux  minima  des  or- 
données de  ce  même  contour. 

3*  L*încIinaison  des  côtés  de  la  ligne  brisée  par  rapport  à  l'horizontale 
^st  d'autant  plus  grande  que  les  cubes  des  déblais  ou  des  remblais  cor- 
respondant à  ces  côtés  sont  plus  considérables,  c^est-à-dire  que  cette 
inclinaison  augmente  avec  la  surface  des  profils  en  travers,  ce  qu'on 
peut  énoncer  d'une  façon  plus  générale  en  disant  que 

4*  La  tangente  de  Tangle  que  fait  la  ligne  du  mouvement  des  terres 
avec  ITiorixontale  est  proportionnelle  à  Taire  du  profil  en  travers  corres- 
pondant. La  tangente  est  donc  positive,  c'est-à-dire  dirigée  vers  le  haut 
pour  les  remblais,  et  négative,  ou  dirigée  vers  le  bas,  pour  les  déblais; 
^lle  est  nulle  pour  le  passage  de  l'un  à  l'autre,  et  correspond  alors  à  un 
maximum  lorsqu'on  passe  du  positif  au  négatif,  c'est-à-dire  du  remblai 
au  déblai,  et  à  un  minimum  lorsqu'on  passe  du  négatif  au  positif,  c'est- 
à-dire  du  déblai  au  remblai. 

5'  Lorsque  le  profil  en  travers  du  déblai  ou  du  remblai  a  une  surface 
■constante,  le  mouvement  des  terres  est  représenté  par  une  ligne  droite. 

6*  En  général,  des  déblais  ou  des  remblais  qui  commencent  par 
croître,  pour  décroître  ensuite,  donneront  une  ligne  ayant  la  forme  d'un 
S  couché. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  cette  représentation  du  mouvement 
des  terres  donne  un  meilleur  aperçu  des  cubes  de  déblai  et  de  remblai 
<pae  te  profil  en  long,  parce  que  ces  cubes,  qui  ne  sont  pas  en  général 
proportîoniiels  aux  surfaces  de  déMai  et  de  remblai,  j  sont  portés  comme 
ordonnées  et  apparaissent  ainsi  à  l'œil  sous  la  forme  de  grandeurs 
linéaires.  Mais  le  plus  graud  avantage  de  cette  représentaiîoik  coastsie 
en  ce  que  : 
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T  Entre  deax  profils  quelconques  correspondants  à  des  points  situés 
^ur  une  même  horixontale,  les  cubes  de  remblai  et  de  déblai  sont  égaux. 
8*  La  surface  comprise  entre  cette  horizontale  et  la  ligne  brisée  au- 
dessus  et  au-dessous  est  proportionnelle  à  la  partie  des  frais  de  transport 
qui  dépend  de  la  distance. 

9*  Ces  8uri)aces,  qui  ont  la  forme  de  montagnes  et  de  tallées,  in- 
diquent les  difiérentes  sections  de  transport;  les  montagnes»  on  parties 
au-dessus  de  Thorizontale,  indiquent  les  sections  où  Ton  transportera  en 
arrière,  et  les  vallées,  ou  parties  au-dessous  de  rhorizontale»  celles  où 
Ton  transportera  en  avant. 

Pour  démontrer  le  §  7,  il  suffit  de  remarquer  que  les  ordonnées  ont 
été  formées  par  Taddition  de  cubes  de  remblai  et  de  déblai  ;  si»  par  suite, 
les  ordonnées  sont  les  mêmes  pour  deux  profils,  c'est  que,  dans  la  partie 
comprise  entre  ces  profils,  on  aura  ajouté  autant  de  remblai  que  de 
déblai  ;  ces  deux  cubes  sont  donc  égaux,  et  les  profils  détermineront  une 
ou  plusieurs  sections  de  transport. 

En  supposant,  comme  on  le  fait  d'habitude  pour  dresser  le  tableau 
de  frais  de  transport,  que  le  prix  du  transport  de  T  unité  de  volume,  à 
une  distance  variable^  se  compose  d'une  constante  et  d'une  quantité 
proportionnelle  à  la  distance,  on  déterminera  cette  dernière  quantité  en 
s'appuyant  sur  le  §  8;  quant  à  la  partie  constante,  on  pourra  la  supposer 
ajoutée  aux  frais  d'extraction.  Considérons,  en  eifet,  un  élément  AM 
(PI.  VI,)  de  la  section  III,  élément  qui  doit  être  transporté  en  arrière 
depuis  le  profil  III'  jusqu'au  passage  du  remblai  au  déblai  ;  les  frais  de 
transport  correspondants  seront  proportionnels  au  produit  êàU  ou  à  la 
surface  ombrée  dans  la  section  III.  Les  frais  totaux  de  transport  du  cube 
de  déblai  M  correspondant  à  la  section  III  jusqu'au  passage  du  déblai  au 
remblai  seront  proportionnels  à  SeAM  ou  à  la  surface  ABD.  On  démontre 
de  la  même  manière  que  les  frais  de  transport  de  la  môme  masse  M 
depuis  le  passage  du  déblai  au  remblai  jusqu'à  la  place  qu'ils  doivent 
occuper  dans  le  remblai,  sont  proportionnels  à  la  surface  BGD.  La  somme 
des  frais  de  transport  sera  donc  proportionnelle  à  la  surface  ABC. 

Gomme,  dans  cette  démonstration,  nous  n'avons  fait  aucune  hypo- 
thèse sur  la  position  respective  des  éléments  de  remblai  et  de  déblai,  il 
est  indifférent,  au  point  de  vue  des  frais  de  transport,  de  transporter  les 
éléments  du  déblai  en  un  point  quelconque  du  remblai,  pourvu  qu'on 
ne  dépasse  pas,  dans  ce  transport,  les  limites  de  la  section,  et  que  les 
transports  s'effectuent  parallèlement,  ou  à  peu  près,  à  l'axe  de  la  voie. 


Remarquons  encore  que  les  surfaces  ABD,  ou  les  £tAM,  sont  propor^  » 

aux  moments  statiques  des  cubes  de  terrassementa  par  rapport 


au  point  de  passage  du  déblai  au  remblai,  c'estrà-dire  au  produit  du 


I 
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cube  M  de  déblai  par  la  distance  de  son  centre  de  gravité  à  ce  point  de 
passage,  car  £eAM  est  l'expression  de  ce  moment  statique. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  aussi  aux  transports  des  mêmes 
cubes  depuis  le  point  de  passage  jusqu'à  leur  lieu  de  dépôt;  par  suite, 
les  frais  totaux  de  transport  d'un  cube  de  déblai  sont  proportionnels  au 
produit  de  ce  cube  par  la  distance  des  centres  de  gravité  des  volumes 
occupés  dans  le  déblai  et  dans  le  remblai,  comme  l'a  démontré  autrefois 
Gauthey. 

Il  suffit  de  jeter  un  coup  d'œil  sur  la  PI.  VIi  «t  s  pour  s'assurer  de 
l'exactitude  de  la  neuvième  proposition.  Comme  les  transports  s'effec- 
tuent toujours  en  allant  du  déblai  au  remblai,  c'est-à-dire,  sur  notre 
épure,  en  allant  d'une  ligne  qui  descend  à  une  ligne  qui  monte,  et  que 
d'ailleurs  la  ligne  des  déblais,  que  nous  avons  pointillée,  se  trouve  né- 
cessairement avant  chaque  vallée  et  après  chaque  montagne,  il  faudra 
évidemment  transporter  en  arrière,  pour  les  sections  qui  correspondent 
à  des  montagnes,  et  en  avant  pour  les  sections  qui  correspondent  à  des 
vallées. 

Toutes  les  propriétés  énoncées  jusqu'à  présent  découlent  de  la  repré- 
sentation graphique  que  nous  avons  indiquée.  Quant  aux  chambres 
d'emprunt  et  aux  lieux  de  dépôt,  on  peut  représenter  d'une  manière 
tout  à  fait  quelconque  les  cubes  qui  s'y  rapportent.  Dans  la  PI.  VI, 
nous  les  avons  représentés  de  la  manière  suivante. 

Soit  {fig,  3)  le  plan  de  la  voie  avec  une  chambre  d'emprunt  indiquée 
par  une  partie  ombrée.  Nous  avons  porté,  sur  une  horizontale,  à  partir 
de  chaque  point  G  de  la  ligne  du  mouvement  des  terres,  la  distance 
CE=C|E,  (fig,  2  et  3)  de  ce  point  à  la  chambre  d'emprunt,  en  tenant 
compte  du  sens  du  transport;  pour  un  point  (LLi)  situé  de  l'autre  côté 
de  la  chambre  d'emprunt,  la  distance  doit  être  portée  en  sens  contraire 
de  CE,  de  manière  que  LM  =  L,J,K, ,  en  supposant,  comme  c'est  le  cas 
ordinaire,  que  les  wagons  qui  servent  au  transport  aboutissent  toujours, 
en  venant  de  la  chambre  d'emprunt,  au  même  point  de  la  voie. 

Dans  ce  cas,  le  lieu  des  extrémités  des  distances  sera  la  verticale  MK, 
puisque  les  distances  des  points  L  à  la  chambre  d'emprunt  augmentent 
des  mêmes  quantités  que  les  longueurs  parcourues  sur  la  voie.  Le  long 
de  la  chambre  d'emprunt,  entre  (JFJjF,),  la  distance  à  la  voie  est  con- 
stante :  JK==FG=JiKi=FjEi.  Enfin,  si  l'on  suppose  que  le  milieu  H  de  la 
chambre  d'emprunt  soit  le  point  où  l'on  change  le  sens  des  transports, 
on  aura  comme  lieu  des  extrémités  des  distances  la  ligne  brisée  EGHKM. 
On  voit  donc  que  la  partie  de  la  ligne  desservie  par  la  chambre  d'em- 
prunt se  subdivise  en  deux  sections  (PI.  VI J  1  et  11;  dans  la  dernière 
on  transporte  en  avant,  et  dans  la  première,  en  arrière.  Les  frais  de 
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transport  sont  proportionnels  dans  la  section  II  à  la  surface  ËGHCE,  et 
dans  la  section  I  à  la  surface  MKHLM.  On  voit  aussi  que  la  section  II, 
qui  est  adjacente  à  la  ligne  CP,  forme  par  rapport  à  elle  une  vallée  dans 
laquelle  les  transports  se  font  en  avant,  ce  qui  concorde  avec  les  résul- 
tats précédents. 

Nous  avons  fait  une  construction  semblable  pour  les  deux  lieux  de 
dépôt  compris  dans  les  dernières  sections  VIII,  IX,  X  et  XI,  et  tout  ce 
que  nous  venons  de  dire  pour  les  emprunts  s'applique  encore  dans  ce 
dernier  cas. 

La  délimitation  des  sections  de  transport  entre  deux  lieux  d'emprunt 
ou  deux  lieux  de  dépôt  n'est  en  aucune  façon  déterminée  par  les  opéra- 
tions graphiques  que  nous  venons  d'effectuer.  Il  suffirait,  en  effet,  de 
déplacer  la  ligne  de  répartition  GP  vers  le  haut  pour  augmenter  le  déblai 
dans  l'emprunt  de  la  section  II,  ainsi  que  le  remblai  dans  les  lieux  de 
dépôt  de  la  section  YIII,  et  en  même  temps  augmenter  toutes  les  sections 
de  vallées  où  l'on  transporte  en  avant,  et  diminuer  toutes  les  sections  de 
montagnes  où  l'on  transfiorte  en  arrière  ;  en  déplaçant  la  ligne  de  répar- 
tition vers  le  bas,  on  produirait  l'effet  inverse  • 

Il  faut  rechercher,  par  suite,  comment  on  doit  répartir  les  sections  de 
transport  pour  que  les  frais  de  transport  soient  le  plus  petits  possibles, 
ou,  ce  qui  revient  au  môme,  comment  on  doit  placer  la  ligne  de  ré- 
partition GP  pour  que  la  somme  des  surfaces  des  vallées  et  montagnes 
qu'elle  détermine  devienne  un  minimum. 

Cherchons  comment  varie  cette  somme,  qui  est  proportionnelle  aux 
frais  de  transport,  quand  on  donne  un  déplacement  ^h  infiniment  petit 
à  la  ligne  de  répartition  GP  (PI.  VI,).  Soit  b  la  base  d'une  montagne  et 
soit  k  la  partie  variable  des  frais  de  transport  de  l'unité  de  volume  à 
Tunité  de  distance.  Le  déplacement  par  le  haut  produira  pour  cette 
montagne  une  diminution  de  frais  proportionnelle  à  bktJi^  et  pour  toutes 
les  montagnes  une  diminution  ^tî^ubk,  puisque  aA  est  constant. 

Tandis  que  les  frais  diminuent  pour  les  montagnes,  ils  augmentent 
pour  les  vallées  d'une  quantité  analogue  Ah'Sybk.  La  diminution  totale  des 
frais  n'est  donc  que  de  : 

(Subk'^JlM)àh. 

Pour  qu'un  nouveau  déplacement  vers  le  haut  ou  vers  le  bas  ne  puisse 
plus  produire  aucune  diminution  de  frais,  il  faudra  que  la  quantité  écrite 
plus  haut,  qui  représente  cette  diminution,  soit  égale  à  zéro,  ou  bien 
aussi  la  quantité  entre  parenthèses.  Il  faut  donc  que  la  somme  des  pro- 
duits des  bases  des  montagnes  par  les  frais  de  transport  respectifs  soit 
égale  à  la  somme  des  produits  des  bases  des  vallées  par  les  frais  de 
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transport  qui  leur  correspondent.  Bn  énonçant  cette  formule  d*une 
manière  pratique,  nous  obtiendrons  Fimportante  règle  qui  suit  : 

Lonqu'oH  doit  exécuter  des  terrcusementi  dans  pltm'eurt  êeetiom  de  tram- 
port^  il  faut^  pour  dùiunuer  le  plus  pouible  le$  frais  de  tramport^  dùtHèmr 
ces  sections  de  manière  que  la  somme  des  produits  des  longueurs  de  imites  ks 
sections  oit  ton  transporte  en  a»ant^  par  les  frais  de  transport  rtspeetifSy  soit 
égale  à  la  somme  ancdogue  pour  toutes  les  sections  où  Fon  trûneparie  en 
arrière. 

Dans  ces  sommes  doivent  évidemment  entrer  les  longueurs  dee  sec- 
tions correspondant  aux  lieux  d'emprunt  et  aux  lieux  de  dépôt  ex- 
trêmes, comme  Tindique  la  PI.  YI,. 

M.  le  professeur  Eikemeyer  a,  dans  son  ouvrage  sur  le  mouvement  des 
terres,  étendu  ce  théorème  au  cas  où  les  frais  de  transport  sont  propor- 
tionnels à  la  racine  carrée  de  la  distance;  mais  comme  cette  hypothèse 
n'est  vraie  que  pour  de  très  petites  distances  de  transport,  et  que  pour 
-de  grandes  distances  les  quantités  à  transporter  ont  une  influence  consi- 
dérable que  Ton  ne  doit  pas  négliger,  nous  ne  nous  étendrons  pas  da- 
vantage sur  la  question  considérée  à  ce  point  de  vue.  Mais  nous  suppo^ 
serons  qu'on  a  déterminé,  d'une  façon  spéciale  pour  chaque  section  de 
transport,  les  frais  de  transport  correspondant  à  Tunité  de  distance,  en 
tenant  compte  de  la  longueur  de  la  section  et  des  quantités  à  transporter. 
Clela  fait,  nous  réduirons  graphiquement  toutes  les  longueurs  des  sec- 
tions au  plus  haut  prix  de  transport  en  portant  ce  dernier  prix  sur  tme 
horizontale  et  à  une  échelle  quelconque,  puis  décrivant,  de  son  extré- 
mité comme  centre,  des  cercles  ayant  pour  rayons  les  .autres  prix  de 
transport  et  menant  des  tangentes  à  ces  cercles  par  l'autre  extrémité. 
Cette  construction  est  celle  de  la  méthode  des  sinus  et  nous  fournit  les 
longueurs  réduites  des  sections.  On  porte  alors,  sur  une  horizontale  et  i 
la  suite  Tune  de  l'autre,  les  longueurs  réduites  des  montagnes  dans  le 
sens  positif  et  celles  des  vallées  dans  le  sens  négatif.  Le  résultat,  pour  la 
meilleure  répartition  des  sections,  doit  être  égal  à  zéro.  Si  le  résultat  n'est 
pas  nul  au  premier  essai,  on  pourra  trouver  facilement,  comme  nous 
allons  l'indiquer,  et  au  moyen  d'une  courbe  d'erreur,  la  position  de 
l'horizontale  pour  laquelle  cette  somme  est  égale  à  zéro. 

La  construction  de  cette  horizontale  est  indiquée  dans  la  PL  VI,.  On  a 
supposé,  pour  simplifier,  que  les  frais  de  transport  étaient  les  mènes 
pour  toutes  les  sections  :  la  réduction  dont  nous  avons  parlé  plus  haut 
est  alors  inutile  pour  déterminer  l'horizontale  GP,  la  plus  avantageuse. 
On  obtiendra  rapidement  la  différence  des  longueurs  des  sections  de 
montagne  et  de  vallée  en  rabattant  successivement  chacune  d'eUee  eur 
la  suivante  au  moyen  du  compas.  Trouve-t-on,  comme  pour  l'borison- 
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aie  P',  une  longueur  de  vallées  plus  grande  que  celle  des  montagnes, 
00  portera  l'excès  sur  cette  horizontale  à  partir  de  P,  et  dans  un  sens 
«quelconque,  en  P'O'  par  exemple.  Gela  fait,  si  l'on  trouve,  pour  une 
deuxième  horizontale  P'',  que  la  longueur  des  montagnes  est  la  plus 
grande,  on  portera  son  excès  P*(y  sur  celle  des  vallées  en  sens  inverse. 
Il  snffit  alors  de  joindre  Q'Q*'  au  moyen  d'une  courbe  d'erreur  pour  ob- 
tenir par  son  intersection  avec  la  verticale  P'P*  le  point  P  qui  détermine 
l'horizontale  cherchée  CF.  La  ligne  Q'Q''  est  une  droite  dans  le  cas 
actuel,  parce  que  le  contour  du  mouvement  des  terres  ne  présente  pas 
d'angle  entre  les  horizontales  P*  et  P".  Mais  en  général  cette  ligne  est 
une  courbe  désignée  sous  le  nom  de  courbe  (Terreur. 

Noos  emploierons  souvent  cette  méthode,  qui  correspond  entièrement 
à  la  méthode  connne  en  arithmétique  sous  le  nom  de  méthode  de  fausse 
position.  Le  principe  général  des  courbes  d'erreur  est  le  suivant  :  Si  Ton 
a  trouvé,  en  essayant  certaines  valeurs  d'une  inconnue  à  déterminer,  des 
erreurs  telles  que  +  P'Q'  et  — P"Q",  on  les  porte  comme  ordonnées  dans 
une  direction  et  à  une  échelle  quelconques  à  partir  d'un  axe  des  abcisses 
P  F,  en  tenant  compte  de  leurs  signes  et  de  manière  que  ces  ordonnées 
Client  une  relation  déterminée,  mais  quelconque  d'ailleurs,  avec  les  va- 
leurs correspondantes  de  l'inconnue  (dans  l'exemple  précédent,  les  ori- 
gines P'P'  des  ordonnées  déterminent  elles-mêmes  les  horizontales 
essayées  comme  solutions)  ;  la  courbe  d'erreur  s'obtient  en  joignant  les 
extrémités  des  ordonnées;  cette  courbe  coupe  l'axe  des  abscisses  en  un 
point  P  qui  détermine  la  solution  exacte.  Dans  le  cas  actuel,  l'horizon- 
tale cherchée  passe  elle-même  par  le  point  P. 

D'après  ce  qui  précède,  la  position  la  plus  favorable  de  la  ligne  de 
répartition  détermine  les  longueurs  de  toutes  les  sections  de  transport, 
poor  lesquelles  les  frais  de  transport  sont  un  minimum. 

Autrefois,  dans  les  chemins  de  fer  bavarois,  on  ne  se  servait  de  cette 
^purc  du  mouvement  des  terres  que  pcmr  la  détermination  graphique 
des  sections  de  transport;  mais,  dans  ces  derniers  temps,  les  ingénieurs 
des  lignes  suisses  s'en  sont  servis  pour  déterminer  en  outre  les  frais  de 
transport  eux-mêmes,  en  mesurant  les  surfaces  des  montagnes  et  des 
vallées  au  moyen  du  planimètre. 

On  prétend  souvent  que  l'approximation  des  frais  de  transport  déter- 
minés par  ce  procédé  est  insuffisante  pour  un  projet  définitif.  Supposons, 
pour  nous  faire  une  idée  de  cette  approximation,  que  l'échelle  des  lon- 
gueurs soit  de  1 :  2000,  et  que  celle  des  cubes  soit  telle  que  1  millimètre 
représente  1000  mètres  cubes.  Avec  ces  échelles,  un  très  grand  déblai,  de 
ISO 000  mètres  cubes,  par  exemple,  sera  représenté  par  une  hauteur  de 
0*,i5.  Gomme  les  longueurs  des  ordonnées  sont  obtenues  par  le  calcul, 
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on  pourra  les  porter  tout  à  fait  exactement,  et  la  seule  erreur  que  l'on 
puisse  commettre  est  celle  qui  résultera  de  l'emploi  du  planimètre. 
Admettons  que,  sur  une  surface  d'environ  250  centimètres  carrés,  on 
commette  une  erreur  de  1/2  centimètre  carré;  cette  erreur  représentera 
la  500*  partie  des  frais  du  déblai  ;  elle  correspondra  au  transport  de 
10000  mètres  cubes  à  10  mètres  de  distance,  ou  de  200  mètres  cubes  à 
une  distance  moyenne  de  500  mètres.  Cette  quantité  peut  certainement 
être  négligée  par  rapport  à  un  déblai  aussi  considérable,  et  l'approxi- 
mation est  sufûsante.  Les  prix  de  terrassements  ne  peuvent  d'ailleurs 
pas,  en  général,  être  calculés  avec  une  approximation  de  1 :  500. 

Si,  dans  les  travaux,  on  emploie  différents  modes  de  transport,  il 
faudra  évidemment  mesurer  à  part  la  surface  correspondant  à  chaque 
mode  de  transport  et  la  multiplier  par  le  prix  qui  lui  est  affecté. 
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Nous  terminerons  ce  chapitre  en  montrant  par  un  exemple  comment 
l'on  peut  se  servir  des  méthodes  exposées  jusqu'ici  pour  exécuter  gra- 
phiquement tous  les  calculs  relatifs  aux  questions  de  terrassements  :  il 
nous  suffira  pour  cela  de  présenter  un  résumé  d'ensemble  des  construc- 
tions exécutées  sur  la  PL  VI,  et  qui  ont  déjà  été  indiquées  séparément. 

La  PI.  VI,  représente  un  profil  en  long.  Si  chaque  profil  en  travers 
était  donné,  on  pourrait  réduire  ces  profils  à  la  base  de  10  centimètres 
au  moyen  du  tableau  graphique  des  surfaces  (PI.  IV).  Pour  simplifier  les 
constructions,  nous  avons  supposé  ici  que  les  profils  en  travers  avaient  la 
forme  simple  ABC  (Pi.  VIJ  pour  le  remblai  et  A,B,G  pour  le  déblai.  En 
les  réduisant  à  la  base  double  OH  =  26,  on  obtient  (d'après  le  n*  19, 
p.  91)  la  parabole  000"  comme  courbe  de  réduction,  et  O'X'  et  O^X'' 
comme  axes  des  abscisses  pour  les  remblais  et  les  déblais  ;  de  sorte  qu'une 
ordonnée  y  de  la  parabole  pour  une  certaine  hauteur  ou  pour  une  cer- 
taine profondeur  du  profil  représentera  la  surface  réduite,  c'est-à-dire 
que  cette  surface  sera  égale  à  by. 

Si  l'on  porte  toutes  ces  ordonnées  y  (PI.  VI,)  à  partir  de  la  ligne  des 
terrassements  sur  les  verticales  des  profils  correspondants,  on  obtiendra 
la  ligne  pointillée.  La  surface  de  ce  nouveau  profil,  comprise  entre  deux 
ordonnnées  successives,  est  égale  à  l'ordonnée  moyenne  multipliée  par 
leur  distance  \  elle  est  par  conséquent  proportionnelle  au  cube  des  ter- 
rassements compris  entre  les  deux  profils,  puisque  l'ordonnée  moyenne 
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est  proportionnelle  à  la  surface  du  profil  en  travers  moyen.  Le  cube  lui- 
même  s^obtiendra  en  multipliant  par  b  la  surface  du  profil  pointillé.  Pour 
tenir  compte,  dans  cette  réduction,  de  Terreur  que  Ton  commet  en 
multipliant  la  surface  moyenne  par  la  distance,  il  suffira  de  retrancher 
le  triangle  d'erreur  des  deux  ordonnées  successives. 

Transformons  toutes  ces  surfaces  en  triangles  de  hauteur  constante  A, 
nous  obtiendrons  de  nouvelles  bases  qui  seront  proportionnelles  aux  cubes. 
Ainsi,  pour  le  déblai  commençant  en  V,  les  longueurs  0"1,  12,  2  3,  etc., 
sont  proportionnelles  aux  cubes  des  déblais  entre  V*  et  V%  V*  et  VI', 
VI*  et  Vl^,  etc.  ;  et  ces  déblais  eux-mêmes  s'obtiennent  en  multipliant  les 
longueurs  correspondantes  par  la  surface  constante  bh.  Gomme  ce  dé- 
blai est  très  considérable,  nous  avons  réduit  les  surfaces  à  la  hauteur  2A  ; 
toutes  les  bases  obtenues  devront  donc  être  doublées.  Si  maintenant  on 
mesure  la  longueur  totale  0''5  au  moyen  d'une  échelle  dont  les  divisions 
correspondent  à  la  valeur  des  frais  constants  de  transport,  plus  les  prix 
d'extraction,  multipliée  par  M,  on  obtiendra  la  partie  des  dépenses  rela- 
tive au  déblai  qui  suit  le  profil  V*.  11  nous  paraît  inutile  de  montrer 
comment  Ton  pourrait  tenir  compte  de  modes  de  transport  et  de  natures 
de  déblais  différents  et  trouver  les  dépenses  correspondantes. 

Ces  mêmes  longueurs,  portées  sur  la  verticale  V*  dans  la  PI.  Vl„ 
donnent  les  différences  de  hauteur  qui  correspondent,  sur  la  courbe  du 
mouyement  des  terres,  aux  divers  profils,  et  les  surfaces  des  parties 
comprises  entre  cette  courbe  et  une  horizontale  déterminant  la  répar- 
tition des  sections  de  transport,  fournissent  la  partie  variable  des  frais 
de  transport  que  Ton  obtient  au  moyen  du  planimètre,  en  multipliant  la 
surface  trouvée  par  bh  fois  Tunité  de  prix  de  ces  transports. 
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Nous  avons  montré  dans  l'exemple  précédent  comment  les  surfaces 
devenaient  proportionnelles  à  des  longueurs  par  leur  réduction  à  une 
base  déterminée;  comment  ces  longueurs,  combinées  avec  d'autres, 
donnaient  des  surfaces  proportionnelles  à  des  volumes  ;  et  enfin  comment 
ces  dernières  surfaces  pouvaient  être  réduites  à  une  nouvelle  base  et 
représentées  par  des  droites  proportionnelles  aussi  à  ces  mêmes  volumes; 
de  même,  ces  droites,  combinées  avec  de  nouvelles  longueurs,  donnent 
des  surfaces  proportionnelles  à  des  moments  statiques  ou  au  produit 
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d'une  longueur  par  un  volume;  ces  surfaces  elles-rnôoies  peuvent  être 
réduites  de  nouveau,  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  donc  déjà  qu'on  peut  déterminer  graphiquement  des  momeats 
statiques  et  des  moments  d'ordre  plus  élevé,  tels  que  des  momeots 
d'inertie  ;  mais  il  existe  pour  cela  des  méthodes  plus  appro^ées  à  ces 
réductions.  Nous  les  étudierons  dans  les  chapitres  suivants. 


DEUXIÈME   PARTIE 


.  COMPOSITION  DES  FORCES 


DES   FORCES  EN  GÉNÉRAL.  145 


CHAPITRE   l 


36.    DES  FORCES   EN  GÉNÉRAL 

M-  le  professeur  Albert  Mousson  dit,  dans  son  ouvrage  (*)  La  physique 
basée  sur  Fexpériencey  Zurich,  1858  (1"  volume,  p.  26  et  27),  en  parlant 
des  forces  : 

<c  Nous  ne  connaissons  l'existence  et  la  nature  des  forces  que  par  Tob- 
servation  de  leurs  effets  ;  c'est  par  conséquent  dans  leurs  efTets  que  nous 
devons  rechercher  leurs  caractères  propres.  Une  force  est  définie  com- 
plètement lorsqu'on  donne  : 

«  1*  Son  point  d'application,  c'est-à-dire  l'élément  matériel  sur  lequel 
elle  agit  immédiatement; 

«  2*  Sa  direction,  ou  la  ligne  suivant  laquelle  se  déplacerait  son  poin 
d'application,  si  la  force  agissait  seule  et  sans  être  contrariée; 

«  3*  Sa  grandeur  ou  son  intensité  rapportée  à  une  unité  de  force  bien 
déterminée. 

u  Quand  une  force  agit  seule  sur  un  corps,  et  sans  que  son  effet  soit 
contrarié,  elle  se  manifeste  en  communiquant  à  ce  corps  un  mouvement 
ou  en  développant  une  certaine  quantité  de  mouvement.  La  quantité  de 
mouvement  ainsi  développée  sert  à  mesurer  l'intensité  de  la  force,  à 
condition  cependant  que  les  forces  à  comparer  aient  agi  pendant  le 
même  temps  et  sans  s'être  modifiées.  Diverses  forces  P,  P'  sont  par  suite 
proportionnelles  aux  quantités  de  mouvement  qu'elles  développent,  et, 
si  Ion  désigne  par  m  et  m  les  masses  mises  en  mouvement,  par  g  et  g' 
les  accélérations  communiquées  pendant  l'unité  de  temps,  on  a 

V\V=zmg:mg\ 


(•)  Physik  ouf  Grundlage  dcr  Ërfahvung, 
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eu,  si  les  formes  agissent  sur  le  môme  corps, 

P:P'  =  ^:^'. 

<(  On  admet  que  l'unité  de  force  est  celle  qui,  dans  l'iinilé  de  tempSj  est 
capable  de  communiquer  à  lunité  de  masse  une  accélération  égale  à  Vunité 
de  longueur  (*).  Si  un  obstacle  empoche  le  corps,  sur  lequel  la  force  agil, 
de  se  mettre  en  mouvement,  la  force  se  manifeste  à  l'état  de  pression. 
La  pesanteur,  par  exemple,  peut  se  manifester  soit  par  la  chute  d'un 
coi'ps,  soit  par  la  pression  que  ce  corps  exerce  sur  la  main  qui  le  sup- 
porte, pression  que  Ton  appelle  poids.  Pour  mesurer  les  forces  qui  agis- 
sent par  pression,  on  se  sert  comme  unité  de  la  pression  produite  par 
Y  unité  de  poids. 

«  Les  deux  manières  |le  déterminer  l'intensité  d'une  force  soit  par 
Vunité  de  quantité  de  mouvement  communiquée  dans  Vunité  de  temps,  soit 
■par  lunilé  de  poids,  ne  sont  pas  en  contradiction,  car  l'expérience  montre 
que  la  pression  de  deux  forces  qui  agissent  d'une  manière  continue  est 
proportionnelle  aux  quantités  de  mouvement  qu'elles  peuvent  produire. 
En  outre  on  peut  considérer  chaque  pression  P  donnée  en  unités  de 
poids  cornai  une  quantité  de  mouvement  produite  par  une  réaction 
égale,  ou  comme  l'équivalent  de  la  quantité  de  mouvement  que  la  pe- 
santeur pourrait  produire  sur  la  masse  correspondante  à  ce  poids,  en 
agissant  d'une  manière  continue  pendant  Tunité  de  temps.  Par  suite,  si 
l'on  représente  par  m  la  masse  et  par  g  l'accélération  due  à  la  pesanteur, 
t>n  aura 

V=^mg\ 

d'où  Ton  déduit  : 

P 

m  =  — . 

9 

«  Comme  les  forces  qui  agissent  sans  être  contrariées  dans  leur  action 
lie  peuTent  se  manifester  que  par  les  mouvements  qu'elles  produisent, 
on  peut  appliquer  aux  forces  tout  ce  que  l'on  a  dit  précédemment  de  la 
composition,  de  l'équivalence  et  de  la  décomposition  des  mouvements. 

«  Poor  déterminer  la  résultante  de  plusieurs  forces  indépendantes, 
agissant  sur  une  même  molécule,  résultante  qui  n'est  autre  chose  qœ  la 
force  qui,  agissant  seule,  produirait  le  même  effet,  on  représente  les 
forces  par  des  lignes  de  longueurs  proportionnelles  à  leurs  intensités,  et 


(*)  Dans  cette  citation,  nous  avons  laissé  de  côté  tout  ce  qui  se  rapportait  aux 
différents  systèmes  de  mesures,  et  remplacé  les  termes  seconde,  gramme^  mètre^  par 
unité  (te  temps,  de  poids,  de  longueur. 


L 
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on  les  traite  comme  des  lignes  représentant  des  mouvements.  Le  mou- 
vement résultant  que  Ton  obtient  par  le  parallélogramme  ou  le  polygone 
représente  la  résultante  des  forces  en  direction  et  en  grandeur.  » 

Nous  ne  croyons  pas  nécessaire  de  répéter  ce  que  M.  le  professeur 
Mousson  dit  à  la  page  22  de  son  ouvrage  sur  la  composition  des  mouve- 
ments; le  lecteur  pourra  facilement  compléter  ces  notions  succinctes  et 
s'assurer  que  cette  conception  des  propriétés  physiques  des  forces  con- 
duit au  théorème  suivant  : 

Si  l  on  représente  la  direction  et  Pintensité  {ou  grandeur)  des  forces  par  la 
direction  et  la  longueur  de  lignes,  la  composition  des  forces  n'est  autre  chose 
que  l'addition  des  lignes^  telle  quelle  est  exposée  au  n*  i,  p,  4,  addition 
dont  le  parallélogramme  des  forces  n'est  qu'un  cas  particulier. 

Tout  en  adoptant  cette  conception  physico-dynamique  des  forces, 
nous  devons  faire  remarquer  que  la  statique  ne  s'occupe  que  des  pres- 
sions et  des  poids  produits  par  les  forces,  et  nullement  des  mouvements 
qu'elles  engendrent,  mouvements  dont  l'étude  est  du  domaine  de  la  dy- 
namique. Aussi  a-t-on  l'habitude  dans  la  statique  d'employer  le  mot 
force  pour  celui  dépression  ou  de  poids,  bien  qu'il  y  ait  là  réellement  une 
interversion  de  la  cause  à  reffet. 
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Comme  la  statique  ne  s'occupe  pas  du  mouvement  qui  pourrait  ôtre 
engendré  par  les  forces,  mais  qu'elle  les  considère  seulement  au  point  de 
vue  de  leur  équilibre,  on  comprend  qu'on  se  soit  efforcé,  dans  tous  les 
traités  pour  renseignement  de  la  statique  pure,  de  ne  rien  emprunter  à 
la  dynamique  et  de  trouver  des  démonstrations  qui  n'émanent  pas  de 
l'idée  de  mouvement. 

En  commençant  par  l'équilibre  de  trois  forces,  on  a  cherché  une  dé- 
monstration directe  du  parallélogramme  des  forces. 

Cette  démonstration,  sans  l'aide  de  la  dynamique,  ne  paraît  pas  pos- 
sible, car  toutes  les  démonstrations  que  Ton  a  tentées  supposent  les 
trois  propositions  suivantes  : 

Si  trois  forces  d'intensités  A,  B,  C,  dont  les  azimuths  sont  a,  p,  y,  sont 
en  équilibre  : 

{*  Elles  passent  toutes  trois  par  un  même  point;  elles  sont  situées 
dans  un  même  plan,  et  la  direction  de  Tune  quelconque  d'entre  elles, 

A 

Y,  par  exemple,  est  une  fonction  du  rapport   •  des  deux  autres.  En 


148  COMPOSITION  DES  FORCES. 

outre  cette  direction  ne  change  pas  quand  les  deux  forces  sont  aug- 
mentées dans  un  même  rapport,  par  exemple  doublées. 
2*  Quand  les  directions  de  A  et  B,  c'est-à-dire  a  et  p,  sont  supposées 

constantes,  il  y  a,  pour  chaque  valeur  du  rapport  —,  une  seule  et  même 

B 

direction  toujours  réelle  de  la  troisième  force  C;  en  d'autres  termes,  le 

A. 

rapport  —  et  la  direction  y  de  G  sont  projectifs. 
B 

3'  Quand  une  des  trois  forces  devient  égale  à  0,  les  deux  autres  sont 
égales  et  de  sens  contraire,  et  quand  deux  forces  sont  égales  entre  elles, 
la  troisième  divise  en  deux  parties  égales  Tangle  formé  par  leurs  direc- 
tions. Ainsi 

pour      A  =  0,      Y  =  P— ^80-, 
pour      B  =  0,      -r  =  01  — 180% 

si  A  =  B,      y  =  i{a  +  ^)-m\ 

On  essaye  quelquefois  de  démontrer  la  première  proposition  en  disant 
que  Ton  ne  change  évidemment  rien  en  changeant  Tunité  au  moyen  de 
laquelle  les  forces  A  et  B  sont  exprimées,  et  que  par  conséquent  y  doit 

être  une  fonction  du  rap|)ort  — . 

B 

Dans  toutes  les  démonstrations  on  admet  les  propositions  n"  3  comme 
des  axiomes  se  comprenant  par  eux-mêmes.  Quant  à  la  proposition 
u*  2,  elle  ressort  de  la  forme  analytique  donnée  à  la  plupart  des  démon- 
strations. 

En  admettant  ces  propositions,  on  peut  immédiatement  arriver  de  la 
manière  suivante  au  triangle  des  forces  (demi-parallélogramme)  qui  re- 
présente réquilibre  de  trois  forces. 

Comme,  d'après  la  proposition  n**  2,  la  di- 
rection de  la  troisième  force  ne  dépend  que  du 

A 

rapport—,  nous  pouvons,  sans  nuire  à  la  gé- 
néralité de  la  démonstration,  considérer  Tune 
de  ces  deux  forces,  A  par  exemple,  comme 
constante,  et  faire  varier  seulement  l'autre 
force  B.  Portons,  à  l'extrémité  de  A  {fig.  95), 
B'  =  B  en  grandeur  et  en  direction. 

Si  l'on  fait  B  =  0 ,  la  direction  de  C  devra 
coïncider  avec  celle  de  A;  elle  passera  donc 
par  l'extrémité  de  B'. 
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Si  Von  fait  A  =  0,  ce  qui  revient  à  prendre  •-  =00  ou  B=oo,  puisque 

nous  représentons  A  pai;  une  longueur  constante,  la  direction  de  G  coïn- 
cide avec  celle  de  B  et  passe  par  le  point  à  Tinfini  des  parallèles  à  B, 
c'est-à-dire  encore  par  l'extrémité  de  B'. 

Enfin,  si  Ton  fait  B  =  A,  la  ligne  m,  qui  projette  du  point  0  l'extré- 
mité de  B',  partage  en  deux  parties  égales  l'angle  AOB  ^  p  —  a,  et  coïn- 
cide par  suite  avec  G,  d'après  la  partie  de  la  proposition  3  qui  se  rapporte 

au  cas  de  Y=  r  II  y  a  donc  trois  rayons  du  faisceau  G  (faisceau  qui 

est  projectif  au  rapport  --  ou  à  la  longueur  B,   si  l'on  prend  A=l), 

qui  passent  par  les  extrémités  correspondantes  de  B'.  Par  conséquent 
ce  faisceau  est  perspectif  au  faisceau  B'  formé  en  menant  tous  les  B 
par  l'extrémité  de  A,  et  toutes  les  directions  de  G  passent  par  les  extré- 
mités correspondantes  de  B'. 
Par  suite  on  en  déduit  (v.  fig.  95) 

A  B 


sin(Y  —  P)       sin(a — f)' 
Si  l'on  détermine  de  la  même  manière  la  direction  de  A  au  moyen  du 


rapport  r^,  on  obtient  : 


B 


sin(«  —  y)       sin(p — a)' 
par  conséquent  en  général 

A  D 


sin(f  —  P)       sin(«  — y)       sin(P  —  a)" 

Donc  : 

Trots  forces  agissant  sur  un  même  point,  et  qui  sont  en  équilibre,  se  com- 
portent en  grandeur  et  en  direction  comme  les  côtés  cTun  triangle  qui  sont 
respectivement  parallèles  aux  forces  et  sont  proportionnels  aux  grandeurs  de 
ces  forces. 

Analytiquemeiit,  on  arrive  de  la  manière  suivante  aux  mêmes  résultats.  Le  rap- 

A  A 

port  5  et  le  faisceau  C  étant  projectifs,  -5  et  tg  y  doivent  satisfaire  à  une  équation 

du  premier  degré  relativement  à  chacune  de  ces  quantités.  L'équation  doit  par  suite 
être  de  la  forme  : 

A  A 

ûgtgYH-^tgY  +  cg  +  rf  =  0, 
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OU  bien 


aAig-r  +  bBtgf  +  cX  +  dB  =  0. 


Pour  détenniDQT  les  coefficients  indéterminés  a,  6,  c.  d^  on  substitue  successive- 
ment les  trois  valeurs  de  A  et  B  indi^^uées  plus  haut  dans  la  proposition  3,  et  on 
obtient  les  trois  équations  : 


d'où  Pon  tire 


2 

atga 
ôtgp 


/ 


a 
cosa 


cos  p  — sina      — sin^* 

La  substitution  de  ces  valeurs  de  a,  b,  c,  d  dans  Téquation  générale  ci-dessus 
donne  : 

a  _         à 
sin  (t  —  P)  ~~  sin  (a  —  y)* 

On  démontrera  de  la  même  manière  que  chacun  de  ces  rapports  est  aussi  égal  à 
c 


sin  (P  —  a) 


.  On  a,  par  suite  d^une  façon  générale  comme  précédemment  : 


B 


sin  (Y  —  P)       sin  (a  —  y)       sin  (p  —  a) 
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Quand  trois  forces  A^,  A,,  G  qui  agissent  sur  un  même  point  sont  en 
équilibre,  il  est  évident  que  la  force  C  est  égale  et  directement  opposée 
à  la  résultante  de  Aj  et  de  A,.  Ainsi,  si  Ton  porte  les  forces  A,  et  A,  Tune 
à  la  suite  de  Tautre,  à  partir  d'une  origine  0,  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, c'est-à-dire  si  Ton  addi- 
tionne, comme  il  a  été  dit  au 
n*  1,  p.  4,  les  lignes  qui  repré- 
sentent les  forces  A,  et  A„  la 
somme  S,,  de  ces  deux  forces 
sera  représentée  en  grandeur 
et  en  direction  (fig,  96)  par  la 
ligne  qui  réunit  Torigine  0  à 
rextrémité  du  contour  A,  +A,. 
Si  l'on  agit  à  regard  de  la  ligne 
Sj,  qui  a  son  origine  en  0 
comme  à  l'égard  de  A,,  et  que 
Ton  ajoute  à  partir  de  son  extrémité ,  c'est-à-dire  à  partir  de  l'extré- 
mité du  contour  A,  +  A„  la  force  A„  on  obtient  évidemment  la  somme 
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(les  troU  forces  S,...,  =  A,  +  A-,  +  ^^y  ®^  SLinsi  de  suite  jusqu'à  la  der- 
nière force  A,.  La  force  Og  représente  alors  en  grandeur  et  en  direction 
la  somme  8,...^  des  six  forces  données.  Dans  cette  construction,  \e^ 
forœs  A  peuvent  avoir  des  directions  quelconques  dans  Tespace,  et  la 
fig,  96  peut  ôtre  considérée  comme  une  projection  parallèle.  Si  cetle^ 
composition  de  forces  devait  être  réellement  opérée,  il  serait  nécessaire^ 
pour  déterminer  la  grandeur  et  la  position  des  forces  A,  d'avoir  deux  de 
ces  projections,  et  Ton  projetterait  les  lignes  d'après  les  règles  ordinaires 
de  la  géométrie  descriptive. 

La  détermination  de  la  résultante  revient  donc,  comme  nous  l'avons 
déjà  fait  remarquer,  à  l'addition  de  lignes;  l'extrémité  du  contour 
obtenu  donne  le  résultat  de  cette  addition  ou  la  somme.  Ainsi,  ce  c'est 
que  dans  le  cas  où  toutes  les  lignes  ou  forces  ont  la  même  direction,  que 
la  distance  de  l'origine  à  l'extrémité  du  contour  est  égale  à  la  somme  ou 
à  la  diCférence  algébrique  de  toutes  les  lignes  ou  forces;  et  de  même  que 
du  résultat  de  l'addition  de  plusieurs  nombres  on  ne  peut  déduire  la 
grandeur  des  divers  éléments  additionnés,  on  ne  peut  déduire  ici,  de  la 
seule  position  de  l'extrémité,  celle  des  divers  sommets  Au  contour. 

La  fig,  96  donne  non  seulement  la  somme  des  forces  A,_g,  mais  encore 
la  somme  partielle  d'un  nombre  quelconque  de  forces  consécutives. 
Ainsi  la  force  2  —  5  est  la  somme  des  forces  A345. 

De  Texamen  du  parallélogramme  formé  par  les  quatre  forces  AjAg A'jA'g, 
dans  lequel  les  forces  A\  et  A'^  sont  respectivement  égales  en  grandeur 
et  en  direction  à  A.  et  Ag,  on  conclut  que  Ton  arrive  à  la  même  extré- 
mité 6  et  par  suite  aussi  fi  la  môme  somme  S,_g  quand  on  intervertit 
dans  l'addition  Tordre  des  forces  A5  et  Ag.  Il  en  serait  de  même  de  deux 
autres  forces  quelconques,  par  exemple,  de  la  force  25  =  15",  somme 
des  forces  Aj^^  et  Aj==  A'j,  puisque  1255"  est  un  parallélogramme.  On 
ne  peut  réunir  que  d'une  seule  manière  les  points  i  et  5"  par  un  tracé  A'g  ^  ^ 
dont  les  divers  éléments  soient  en  grandeur  et  en  direction  égaux  à  ceux 
du  tracé  2,  3,  A,  5.  Par  suite,  en  partant  du  point  i,  on  arrive  au  même 
point  5  ou  2',  soit  qu'on  ajoute  les  forces  suivant  l'ordre  A,  3^5,  soit  qu'on 
les  ajoute  suivant  l'ordre  A'j^g,.  On  ne  change  donc  pas  la  direction  et  la 
grandeur  de  S,_g  quand  on  intercale  la  ligne  A,  entre  A^  et  Ag  au  lieu 
de  la  laisser  entre  A,  et  Aj.  On  peut  de  la  même  manière  déplacer  toute 
autre  ligne  et  lui  faire  occuper  une  position  quelconque  dans  le  contour. 
Donc  :  dans  les  additions  de  ce  genre^  la  somme  est  indépendante  de  V oindre 
suivant  lequel  les  diverses  forces  ont  été  composées. 

Par  analogie  avec  ce  qui  a  été  dit  au  n'  i,  p.  7,  de  la  soustraction  des 
lignes,  nous  entendrons  par  soustraction  de  forces  l'introduction  de  ces 
forces  dans  le  contour  avec  un  signe  contraire.  Dans  la  fig,  96,  les  forces- 
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A,  et  Ag  ont  été  retranchées  de  S|_e,  ce  qui  veut  dire  que  nous  avons 
formé  la  somme  de  S,_,  avec  —  A",  et  —  A^^,  A'',  étant  égal  à  A„  et  A'j 
à  Ag.  Il  est  clair  que  le  résultat  doit  être  égal  à  05",  somme  de  Aj,^,; 
nous  avons  en  effet  démontré  que  le  résultat  final  est  indépendant  de 
Tordre  de  succession  des  lignes;  par  conséquent  nous  obtiendrons  la 
même  somme  05''  en  additionnant  dans  Tordre  suivant  : 


A.+A,-A%-t- 


Aj  +  A^  -|-  Aj  -f-  Aj       A  g. 


En  effectuant  la  somme  A,  —  A",,  on  avance  et  on  recule  d'une  même 
quantité,  et  on  reste  ainsi  au  même  point  du  contour;  il  en  résulte  que 
les  additions  A, —  A%  et  Ag — A"g  sont  sans  effet  sur  le  résultat  final,  qui 
doit,  par  suite,  être  égal  à  la  somme  Ajj^j. 

On  en  déduit  que,  lorsqu'on  introduit  dans  un  tracé  deux  forces  égales 
et  de  sens  contraire,  ces  deux  forces  se  détruisent  mutuellement. 
La  fig,  97  montre  d'une  manière  spéciale  que  Ton  arrive  à  la  même 

somme  lorsqu'on  néglige  complètement  deux 
forces  égales  et  de  sens  contraire,  par  exemple 
les  forces  A,  et  A,.  Tout  le  contour  A^ , ,  peut 
se  transporter  parallèlement  à  lui-même  le 
long  de  ces  deux  forces  à  l'autre  extrémité  de 
A,  et  A,,  sans  que  les  relations  d'équilibre  des 
autres  forces  soient  troublées.  Ces  deux  forces 
se  détruisent  donc  sans  rien  changer  aux  re- 
lations d'équilibre  des  autres  forces.  On  ar- 
rive au  même  résultat  en  plaçant  dans  le  con- 
tour les  forces  A^  et  A^  immédiatement  à  la 
suite  Tune  de  l'autre. 
Si,  dans  un  contour  fermé,  il  se  trouve  des 
forces  de  sens  différente*),  la  somme  de  toutes  les  forces  de  même  sens 
est  égale  à  la  somme  de  toutes  les  forces  de  sens  contraire.  On  peut 
s'en  convaincre  facilement  en  composant  toutes  les  forces  de  même 
sens.  Dans  le  contour  ^2...8  {fig.  98),  nous  avons  donné  le  même  sens 
aux  forces  1,  2,  4,  6  d'une  part  et  aux  forces  3,  5,  7,  8  de  l'autre;  en 
composant  toutes  ces  forces  dans  Tordre  1,  2,  4,  6,  3,  5,  7,  8,  on  voit  que 
les  forces  i ,  2,  4,  6  et  8,  7,  5,  3  ont  la  môme  somme  0(3  —  6). 


(*  )  Dans  un  contour  polygonal,  dont  les  côt^^8  représentent  des  forces  en  grandeur 
et  en  direction,  les  forces  ont  le  même  sens  si  un  mobile  qui  suit  le  contour  les 
pai'court  toutes  dans  le  même  sens^  c'est-à-dire  en  allant  constamment  de  Torigine 
de  chaque  force  à  son  extrémité,  ou  inversement 


COMPOSITION  ANALYTIQUE   DES   FORCES  FORMANT   UNE  GERBE. 


153 


Fi?.  98. 


Si  plusieurs  forces  agissant  sur  un  même  point  peuvent  former  un 

contour  fermé  tel  que  toutes  les 
forces  aient  le  môme  sens,  la  résul- 
tante de  ces  forces  est  égale  à  0,  et 
les  forces  sont  en  équilibre. 

Si,  dans  un  contour  fermé  (dans 
lequel  le  sens  des  forces  est  indiqué 
par  des  flèches),  une  flèche  a  un 
sens  opposé  à  celui  de  toutes  les 
autres,  la  force   correspondant   à 
cette  flèche   doit    Ôtre    considérée 
comme  la  résultante  de  toutes  les 
autres. 
Si  m  +  M  forces  en  équilibre  donnent  un  polygone  fermé  tel  que  toutes 
les  flèches  aient  le  même  sens,  la  résultante  des  m  forces  est  égale  et  di- 
rectement opposée  à  celle  des  n  autres. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  d'une  façon  générale,  quelle 
que  soit  la  position  des  lignes  dans  Tespace,  et  par  suite  aussi  quand 
le  contour  résultant  de  la  composition  des  forces  se  trouve  tout  entier 
dans  un  plan  (c'est-à-dire  quand  toutes  les  directions  coupent  une  droite 
à  rinfini  déterminée),  et  nous  n'avons  rien  à  ajouter  pour  ce  cas. 

Nous  devons  faire  observer  en  outre  que  les  angles  des  forces,  dans  le 
polygone  des  forces,  dénomination  que  nous  donnerons  désormais  au 
contour  des  forces,  sont  les  suppléments  des  angles  que  celles-ci  font 
réellement  entre  elles. 

Tout  ce  que  nous  avons  dit  précédemment  de  la  grandeur  et  du  sens 
des  lignes  s'applique  à  la  grandeur  et  au  sens  des  forces.  Lorsqu'une  force 
sera  désignée  dans  le  texte  par  les  numéros  ou  les  lettres  de  ses  extré- 
mités, l'ordre  de  ces  numéros  ou  de  ces  lettres  exprimera  la  direction 
de  la  force,  et  la  pointe  de  la  flèche  sera  dirigée  vers  le  dernier  numéro 

ou  la  dernière  lettre.  Ainsi,  la  force  AB  est  égale  et  directement  opposée 

à  la  force  BA. 


39.    COMPOSITION   ANALYTIQUE  DE  FORCES  FORMANT  UNE  GERBE   (*) 

Nous  nous  appuierons  sur  la  proposition  démontrée  au  n*  37,,  p.  149,  que  trois 
forces  en  équilibre  peuvent  être  représentées  en  grandeur  et  en  direction  par  les 
grandeurs  et  les  directions  des  trois  c6tés  d*un  triangle,  c^est-à-dire  d*une  figure 
ftrmée. 


(  *  )  Une  gerbe  fst  une  forme  géométriqne  composée  de  lignes  droites  passant  par  nn  même  point,  mais 
non  f  itoées  dans  nn  même  plan  ;  c'est  le  faisceau  dans  l'espace. 
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Désip^nons,  dans  un  système  de  coordonnées  obliques  ou  rectangulaires,  par  Xi, 
Y,,  Z,,  1rs  coordonnées  de  Pextréralté  d'une  force  A,  ayant  son  point  d'application 
à  Toiigine  des  coordonnées.  Nous  aurons,  entre  trois  forces  en  équilibre,  Ao,  A„  Aj, 
les  relations  : 

Xo  +  X,  +  X,  =  0, 

Z«  +  Z,  -f  Za  =  0. 

La  résultante  S,^  des  forceps  Aj  et  A,  étant  une  force  telle  que,  changée  de  ^ens, 
elle  soit  en  équilibre  avec  Aj  et  A,,  on  aura 

Xi  j  =  Xj  -|-  Xj, 
Y„=Y,  +  Y„ 
Zj  j  =  Z^  -[-  Zj. 

Si  maintenant  nous  composons  la  résultante  S,j  avec  une  troisième  force  A,, 
nous  aurons  de  la  m^me  manière  : 

Xj.j  =  Xi  j  +  X3  =  Xi  +  Xj  4-  X3, 

et  par  suite,  d^une  façon  générale  : 

le  signe  ï  s'étendant  à  toutes  les  forces  à  composer. 

AUn  de  comprendre  dans  une  formule  unique  ces  trois  formules  que  nous  avons 
données  sous  leur  forme  usuelle,  multiplions  tous  les  X  par  une  variable  Ç,  tous  let^ 
Y  par  une  variable  li,  tous  les  Z  par  une  variable  C,  et  posons 

oL'i  =  X.^  +  YiTi  4-  Z,;. 

Si  nous  appelons  9,...k  le  s'i  correspondant  à  la  résultante  Si-..»,  nous  aurons  évi- 
demment  : 

n 


C^..*n  —  X|...nS    1    Yj...n')  "F  Zj...n^ —    ^    ■; 


». 
1 


Pour  donner  à  cette  formule  une  valeur  pratique,  nous  allons  lui  attribuer  «ne 
signification  géométrique,  et  les  propriétés  de  la  forme  géométrique  à  laquelle  nous 
assimilerons  la  formule  seront  aussi  applicables  à  celle-ci. 

Nous  admettrons  que  $,  "n,  IJ  soient  les  coordonnées  pluckériennes  d'un  plan,  c'est- 
à-dire  les  invei'ses  changées  de  signe  des  segments  interceptés  sur  les  axes  de 
coordonnées  par  un  plan  variable  (*).  Alors  a't  =  0  sera  l'équation  du  point  à  l'infini 
de  la  force  A,,  et  a'i  -f- 1  =  0  celle  de  son  extrémité. 

Soient  maintenant  ai,  b,-,  a  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  pris  sur  la  di- 
rection de  la  force  Ai.  Cette  direction  sera  représentée  d'une  façon  générale  par 
l'équation 

de  son  point  à  l'infini,  et  on  aura  entre  les  coordonnées  du  point  {aibid)  et  celles  de 
l'extrémité  de  la  force  (XiY.Z.)  les  relations  : 

X,       Y^       Zi  Ai 


*       ^       ^»        [a  =  V«?  +  ^?  +  c?  H-  ^•<?«**f  +  ^aaito^  -h  2ai0it^] 


•)  Voir  la  note  B. 
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(0,,  04  et  CD,  étant  les  cosinus  des  angles  formés  par  les  axes  de  coordonnées,  ejt  ei 
la  distance  du  point  q.ô.c,  à  Porigine.  On  déduit  de  ces  relations  : 

A» 

Si 

Posons 

(X,  =  —  (a,i  -f  A|T|  +  CiO. 

Nous  appellerons  a*  ==  0  la  forme  normale  de  Féquation  du  point  à  TinOni  sur  la 
direction  de  la  force  Ai.  Cette  forme  normale  n'est  autre  que  Téquation  du  point  de 
la  direction  A«  situé  à  l'unité  de  distance  de  l*origine«  diminuée  de  1. 

Nous  aurons  par  suite  a'.  =  Aia, ,  et  l'équation  du  point  à  l'infini  de  la  résultante 
sera 

L'équation  de  Textrémité  de  la  résultante  sera 

(ji:..„+l  =  IA,«,  +  l=0. 
De  là  on  déduit  pour  la  grandeur  de  la  résultante  : 


Si,  dans  les  formules  qui  précèdent,  nous  regardons  comme  ayant  le  signe  po- 
sitif  la  résultante  Sf..»  et  tous  les  A,;  la  ligne  d'application  d'une  force  sera  déter- 
minée sans  ambiguïté  par  les  signes  de  —,  -,  —,  et  la  force  elle-même  par  les 

Ci     Ci     Ci 

signes  des  sommes  correspondantes  {*), 

n  résulte  de  la  nature  même  de  l'équation  que,  lorsque  toutes  les  forces  données 
sont  situées  dans  un  plan^  la  résultante  elle-même  est  située  dans  ce  plan.  Si  nous 
prenons  dans  ce  plan  les  axes  des  x  et  des  ?/,  nous  obtiendrons  les  formules  corres- 
pondantes en  remplaçant  simplement  dans  les  formules  trouvées  plus  haut  c  et  Z 
par  0. 

Nous  écrirons  de  nouveau  les  formules  pour  le  cas  d'un  plan.  L'équation  générale 
du  point  à  rinûni  de  la  force  A»  sera 

«1^  +  biy\  =  0, 
et  sa  forme  normale 

a.  =  -  (a,Ç  4- ôoi)  =  0, 
Ci 

OÙ  

Ci  =  v^a?  +  àj  +  2aibiiùy 

w  MMMt  rangle  des  axes  des  coordonnées. 
L*éqnatioa  du  point  à  TinfiLni  de  la  résultante  sera 


(-)  Yobta 
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et  la  grandeur  de  cette  résultante 

n 

En  faisant  successivement  dans  \^  AiOLt  + 1  =s  0,  w  =  1,  2...n,  on  obtient  n  points 

1 
correspondant  aux  sommets  du  polygone  des  forces,  que  Ton  obtiendrait  graphique- 
ment par  Paddition  des  lignes  représentant  les  forces  (n*  38,  p.  150).  Nous  voyons 
ainsif  comme  nous  Tavons  fait  remarquer  dans  Tintroduction,  que  la  composition 
graphique  et  la  composition  analytique  des  forces  sont  des  opérations  identique». 


40.    KQUILIBRE   DE  QUATRE   FORCES   FORMANT   UNE  GERBE 


De  même  que  dans  le  plan  les  grandeurs  relatives  de  trois  forces  en 
équilibre  sont  déterminées  dès  que  leurs  directions  sont  données,  de 
môme,  dans  l^espace,  les  grandeurs  relatives  de  quatre  forces  en  équi- 
libre formant  une  gerbe  sont  déterminées  par  leurs  directions.  Si,  par 
exemple,  on  compose  les  quatre  forces  ABGD  qui  agissent  sur  le  point  0, 
et  qu'en  conservant  cet  ordre,  on  forme  un  quadrilatère  gauche, 
Textrémité  de  B  ou  le  sommet  BG  se  trouvera  à  la  fois  dans  chacun 
des  plans  AB  et  CD,  et  par  suite  sur  leur  ligne  d'intersection;  mais 
comme  ces  deux  plans  sont  complètement  déterminés  d'une  part  par  le 
point  0,  d'autre  part  par  la  direction  des  lignes  A  et  B,  G  et  D  qui  se 
trouvent  respectivement  dans  ces  plans,  il  s'ensuit  que  la  ligne  d'inter- 
section 0(BG)  est  complètement  déterminée. 

Par  suite  si  l'on  mène,  par  un  point  quelconque  de  cette  ligne  d'inter- 
section, des  parallèles  à  B  et  à  G,  elles  couperont  les  directions  de  A 
et  D.  Si  l'on  menait  ces  parallèles  à  B  et  à  G  par  un  point  pris  en  dehors 
de  la  ligne  d'intersection,  elles  ne  couperaient  plus  les  lignes  A  et  D.  Si 
l'on  déplace  le  point  choisi  sur  0(BG),  les  longueurs  des  côtés  du  contour 
varieront  en  restant  proportionnelles. 

Si  l'on  intervertit  l'ordre  des  quatre  forces  ABGD,  on  peut  construire, 
comme  on  l'a  dit  au  n*  38,  dans  le  nouvel  ordre  de  succession,  un  con- 
tour fermé  dont  les  côtés  seront  égaux  à  ceux  du  premier  tracé.  Gomme 
on  peut  en  dire  autant  de  tout  ordre  suivi  pour  la  composition  des  forces, 
il  en  résulte  que  le  rapport  de  quatre  forces  formant  une  gerbe  est  en- 
tièrement déterminé  par  leurs  directions. 

Si  l'on  fait  varier  l'ordre  de  ABG  en  laissant  D  à  l'extrémité  du  contour, 
on  obtient  tous  les  sommels  d'un  parallélipipède  oblique  dont  D  est  la 
diagonale;  ce  parallélipipède  est  une  figure  géométrique  tout  à  fait  ana- 
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logue  au  parallélogramme  des  forces.  Si  ron  fait  varier  également  D 
dans  Tordre  de  succession,  on  obtient  huit  parallélipipëdes,  et  chaque 
force  figure  deux  fois  comme  diagonale,  quand  elle  est  la  dernière  de  la 
série  ;  ces  huit  parallélipipèdes  ferment  tout  l'espace  autour  de  Torigine. 


41.    COBIPOSITION  DE   PORCKS  QUELCONQUES  DANS   LE   PLAN 

Soit  à  déterminer  la  résultante  des  forces  Pj,  P, ...  P^,  qui  sont  données 
sur  la  PI.  V4,  en  direction  et  en  position,  par  les  lignes  Pj,  22",  33j, 
où  les  chiffres  sont  considérés  comme  les  indices  de  P. 

On  prolonge  Pj  jusqu'à  son  point  d'intersection  2  avec  la  force  P,;  on 
compose,  d'après  les  règles  données  plus  haut,  P,  et  P,  pour  former 
leur  résultante  P,  j.  On  prolonge  cette  résultante  Pj,  des  deux  premières 
forces  jusqu'à  son  point  d'intersection  3  avec  F^;  à  partir  de  3,  on 
compose  P, ,  et  P,,  et  l'on  obtient  la  résultante  Pj ,,;  celle-ci  peut  ensuite 
être  prolongée  jusqu'à  P^,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  toutes  les 
forces  données  soient  ramenées  à  leur  résultante. 

Comme  il  est  pratiquement  très  facile  de  mener  des  parallèles,  il  est 
préférable  d'opérer  à  part  la  composition  des  forces  au  moyen  d'une  figure 
spéciale  (PI.  Vj).  Pour  cela  on  porte  en  i,  à  partir  d'un  point  0  arbitrai- 
rement choisi,  la  force  P,  en  direction  et  en  grandeur,  et  l'on  ajoute  à 
cette  force  la  force  P,  (2)  ;  le  triangle  qui  projette  du  point  0  la  force  P, 
est  égal  au  triangle  P,P,P,,  (PI.  VJ;  la  ligne  23,  menée  par  le  point  2  de 
la  fig.  4,  parallèlement  à  0  (23)  de  la  fig.  5,  sera  par  suite  la  position  de 
la  résultante  P,,,  et  la  ligne  0  (23)  (fig,  5)  fait  connaître  la  direction  et 
la  grandeur  de  cette  résultante.  Si  l'on  ajoute  [fig.  5)  la  force  3  à  (1 2), 
0  34)  est  en  direction  et  en  grandeur  la  résultante  de  123;  la  parallèle  34, 
menée  à  cette  ligne  {fig,  4),  donne  sa  position,  et  en  continuant  ainsi  on 

obtient  successivement  les  résultantes  (12),  (123),  (1234) (123. ..9) 

en  direction  et  en  grandeur  comme  rayons  de  la  fig.  5,  et  en  direction  et 
en  position  comme  côtés  du  contour  qui,  sur  la  fig,  4,  réunit  les  diff'é- 
rentes  forces.  Comme  la  fig,  5  est  identique  à  celle  que  l'on  obtiendrait 
si  toutes  les  forces  agissaient  sur  un  môme  point,  on  en  conclut  qu'en 
changeant  la  position  des  forces  partielles,  on  ne  change  ni  la  direction 
ni  la  grandeur  de  la  résultante,  et  que  cette  direction  et  cette  grandeur 
sont  les  mômes  que  si  toutes  les  forces  agissaient  sur  le  môme  point. 
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i2.    POLYGONE    FUNICULAIRE    OU    COURBE    DES    PRESSIONS 

ET    POLYGONE    DES    FORCES 

Gomme,  par  suite  de  la  disposition  particulière  de  la  PL  V^,  les  côtés 
du  contour  12345  sont  soumis  à  des  tensions,  il  suflSrait,  pour  établir 

une  liaison  Rxe  entre  les  forces  i,  2 9,  de  les  réunir  par  un  fil  sur 

lequel  ces  forces  agiraient.  C'est  pour  ce  motif  que  Ton  désigne  fréquem- 
ment le  contour  polygonal  formé  par  les  résultantes  sous  le  nom  depo- 
lygone  funiculaire.  Dans  la  théorie  des  voûtes,  où  tous  les  côtés  du  poly- 
gone sont  soumis  à  des  pressions,  on  Tappellc  ligne  des  pressions.  Nous 
emploierons  ces  deux  expressions,  suivant  que  la  majorité  des  côtés  du 
polygone  sera  tendue  ou  comprimée.  Nous  appellerons  par  suite  le  con- 
tour 2 3, 4,... 10,  (PL  V^)  polygone  funiculaire,  bien  que  le  côté  7^8,  soit 
comprimé.  Pour  déterminer  si  un  côté  du  polygone  est  comprimé  ou 
tendu,  on  décompose  Tune  des  forces  agissant  sur  le  côté  considéré  en 
deux  composantes  dirigées  suivant  les  côtés  adjacents  du  polygone;  si  la 
composante  dirigée  suivant  le  côté  considéré  est  tournée  vers  le  sommet 
suivant  du  polygone,  le  côté  est  comprimé  ;  si,  au  contraire,  elle  s'éloigne 
<ie  ce  sommet,  le  côté  est  tendu. 

Sur  la  PL  V^,  on  a  indiqué  cette  construction  pour  les  côtés  78  et  7,8,. 
que  nous  avons  supposés  coupés  ;  les  directions  des  composantes  sont 
indiquées  par  des  flèches,  et  Ton  voit  que  le  côté  78  est  tendu,  tandis  que 
le  côté  7,8,  est  comprimé. 

Pour  la  distinguer  du  polygone  funiculaire  ou  de  la  courbe  des  pres- 
sions, nous  appellerons /JoZy^one  des  forces  la  figure  auxiliaire  (PL  V^)  qui 
donne  la  direction  et  la  grandeur  des  forces. 

Afin  de  rendre  plus  immédiate  la  connexion  des  deux  polygones,  il  con- 
Tient,  comme  nous  l'avons  fait  sur  la  PL  V^j,  de  désigner  par  les  mêmes 
notations,  en  se  servant,  par  exemple,  des  indices  des  forces,  les  points 
d'application  des  forces  dans  le  polygone  funiculaire,  c'est-à-dire  les 
sommets  de  ce  polygone,  et  les  forces  elles-mêmes  dans  le  polygone  des 
forces,  c'est-à-dire  les  côtés  de  ce  polygone.  Si  plusieurs  forces  paral- 
lèles, comme  4,  5,  6,  7,  se  suivent,  leurs  directions  coïncident  dans  le 
polygone  des  forces,  et  l'on  peut  alors,  suivant  les  cas,  adopter  l'une  ou 
l'autre  des  solutions  indiquées  par  les  fig.  5,  6  et  7,  p.  5.  Lorsque  le 
polygone  des  forces  a  été  construit  et  noté,  on  en  déduit  immédiatement 
le  polygone  funiculaire  en  traçant  les  divers  côtés  2  3,  3  4,  4  5  de  ce  poly- 
gone entre  les  forces  correspondantes  et  parallèlement  aux  rayons 
0(23,34,45 ) 
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Puisqae  nous  avons  pu  ramener  la  composition  des  forces  formant  un  faisceau  à 
U  forme  simple  £Aa,  il  sera  aussi  po^^sible  de  ramener  à  une  forme  simple  sem- 
blable la  composition  générale  des  forces  dans  le  plan.  Ce  résultat  peut  s^obtenir  de 
la  façon  suivante. 

Soit  aiX  +  fhy  •\-  e,  =  a',  =  0  ; 

Péquation  de  la  ligne  droito  suivant  laquelle  agit  la  force  Ai.  L'équation  de  la  ré- 
sultante des  forces  A,  et  A*  devra  être  de  la  forme 

ma'i  -f  na'^  =  0, 

puisque  cette  résultante  passe  par  le  point  d'intersection  de  A^  et  A,.  Les  coeffi- 
cients m  et  n  devront  être  choisis  de  fiçon  que  cette  ligne  passe  aussi  par  le  point 
à  l'infini  de  la  résultante,  point  que  Ton  peut,  d'après  le  n°  39,  p.  155,  déterminer 
de  la  manière  suivante. 
L'équation  a'i  =  0  est  satisfaite  par  les  valeurs 

x=.  -{•  bt  .co      et      y  =  —  Ot ,  'Xi, 

Par  suite,  Téquation  du  point  à  Tinfini  de  la  droite  a'i  sera  : 

àil  —  am  =  0, 
et  sa  forme  normale  : 

a,  =  -  (A,$  —  a,^  =  0, 

ou 


e,  =  y'a^^  -f  6J  —  2a,6,w. 
L'équation  du  point  à  Tintini  de  la  résultante  de  A|  et  A,  sera  donc  : 

La  droite  ma*,  +  na'j=  0  devant  passer  par  ce  point  à  l'infini,  il  faudra  que  m  et 
n  soient  respectivement  proportionnels  à  -^  et  -7^.  Nous  aurons  ainsi  pour  Téqua- 
tûm  de  la  réraltante  : 


^1 


Al r  A»  —  =  0. 

Si  BOUS  désignons  par  w'  le  sinus  de  l'angle  des  axes  des  coordonnées,  l'équation 
ûé  =  — ^  s  0  sera  oe  que  nous  appelleroDS  la  forme  normale  de  l'équation  aV,  ou 

Ci 

de  l'équation  de  la  direction  de  la  force.  Par  suite,  en  multipliant  l'équation  de  la 
résultante  par  «>',  nous  la  mettrons  sous  la  forme 

Aifli  4-  A jflj  =  0. 
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Si  nous  appelons  s^^  la  forme  normale  de  cette  résultante,  nous  aurons: 


0=   A',j  = 


#.^  ^■IM^^*-^)'-!*'!-*'^^^*-^ 


Ci> 


Dans  cette  équation,  le  dénominateur  représente,  d'après  le  n"  39,  p.  155,  la  ré- 
sultante Sit  des  forces  A|  et  A^.  La  différence  de  signe,  pour  le  coefficient  de  2u>, 
provient  de  ce  que  nous  avons  pris,  pour  «V,  Téquation  6,^— «,-ri  au  lieu  de  «t^  +  A.n. 

On  a  par  suite  : 

S,ï«,,  =  A,ai  + Aj<i,. 

S,,  est  donc  une  force  comme  Ai,  et  *,,  une  forme  normale  comme  a,.  On  pourra 
donc  composer  S,,  avec  une  troisième  force  Aj  comme  nous  avons  composé  ensemble 
les  forces  Ai  et  A^.  On  aura  ainsi  : 

Si 5-^18  =  Sit^ii  4-  AjOs  =  Ai^i  +  AjWj  4-  A^,, 

et  d*une  façon  générale  : 

S5  =  LAa, 

L'équation  de  la  droite  suivant  laquelle  agit  la  résultante  ttun  nomhre  quelconque  de 
forces  situées  dans  un  plan  s'obtient  en  égalant  à  0  la  somme  des  produits  des  fonnes 
normales  des  équations  des  directions  des  forces  par  ces  forces  elles-mêmes, 

La  valeur  de  la  résultante  s'obtient  en  foi^iant  le  dénominateur  qui  ramène  à  la  forme 
normale  r équation  de  la  résultante  mise  d'abord  sous  forme  d'une  somme  ZAtOi  =  0. 

La  quantité  Ci  étant  une  racine  carrée  peut  être  prise  positivement  ou  négative- 
ment. On  n*aura  aucun  doute  quant  au  &igne  que  Ton  devra  choisir  dans  les  appli- 
cations, si  Ton  remarque  que,  par  suite  de  la  forme  bt^ — a,r,  que  nous  avons  adoptée 
pour  l'équation  du  point  à  Tinfini  de  la  ligne  Oix  +  b,y  +  Ci,  les  coefficients  de  cette 
dernière  équation  ont  la  signification  suivante  : 

-^  est  Tabscisse,  prise  avec  son  signe,  de  l'extrémité  du  rayon  1  mené  parallèlement 

Ci 

à  la  direction  et  dans  le  sens  de  la  force  à  partir  de  l'origine  des  coordonnées  (•*}. 

/if  * 

—  est  l'ordonnée,  changée  de  signe,  de  ce  même  point. 

et 

Par  conséquent,  il  faudra  donner  à  a  un  signe ^  tel  que  le  signe  de  -^  soit   le 

Ci 

même  que  celui  de  l'abscisse  du  rayon  1,  ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  que  le 
signe  de  —  soit  contraire  à  celui  de  l'ordonnée  de  ce  même  rayon. 

Ci 

Quant  à  —,  son  signe,  qui  est  déterminé,  puisque  celui  de  e,  l'est  d'après  les  con- 

sidérations  précédentes,  fait  connaître  le  sens  de  la  rotation  de  la  force  autour  de 
l'origine.  En  effet,  l'ordonnée  du  point  d'intersection  de  la  force  avec  l'axe  des  y  est 
c  c       b  6 

—  7  = :  -,  en  laissant  de  côté  l'indice  t.  Le  signe  de  -  étant  le  même  que  ce- 

o  e       e  e 

lui  de  l'abscisse  du  rayon  1,  le  signe  de  -  ne  dépendra  que  du  signe  de  cettte  ab 


(*)  Ceci  lêsu'ti;  lie  ce  qae  nous  disous  dans  la  note  G. 
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scisse,  et  du  signe  de  rordonnée  du  point  oii  la  direction  de  la  force  coupe  Taxe  des 
y.  Or  on  voit  facilement  que  ces  deux  derniers  signes  déterminent  le  sens  de  ro- 

tation  de  la  force  autour  de  l'origine.  Par  conséquent,  le  signe  de  -  dépend  unique- 

ment  de  ce  sens  de  rotation;  on  voit  aussi  que  -^  est  positif  quand  la  force  tourne 

de  +  ^  vers  +  y;  c'est  pour  ce  motif  que  nous  adopterons  ce  dernier  sens  de  ro- 
tation comme  étant  le  sens  positif. 

Les  considérations  qui  précèdent  permettent  de  déterminer  le  signe  de  e  au 
moyen  de  Fun  quelconque  des  coefficients  a^  b,  c;  ce  signe  pourra  donc  être  encore 
déterminé  quand  un  ou  deux  de  ces  coefficients  manquent,  c'est-à-dire  quand  A 
passe  par  Torigine,  ou  est  parallèle  à  Tun  des  axes,  ou  coïncide  avec  Tun  des  axes, 
ou  s'éloigne  à  l'infini. 

c 
Nous  avons  montré  que  le  signe  de  -  dépend  uniquement  du  sens  de  rotation  de 

la  force  autour  de  l'origine;  une  relation  du  même  genre  peut  être  établie  pour  les 

signes  de  -  et  -.  Puisque  -  est  l'ordonnée  changée  de  signe  de  l'exti'émité  du 

rayon  1,  le  signe  de  -  sera  positif  si  la  force  tend  à  tourner  dans  le  sens  positif  au- 

tour  du  point  de  l'axe  des  x  situé  à  l'infini  dans  le  sens  des  abscisses  positives,  et 

négatif  si  le  sens  de  cette  rotation  est  négatif.  De  même,  le  signe  de  -  sera  positif 

ou  négatif  suivant  que  la  force  tendra  à  tourner  dans  le  sens  positif  ou  dans  le  sens 

négatif  autour  du  point  de  l'axe  des  y  situé  à  l'infini  dans  le  sens  des  ordonnées 

positives.  Si  donc  on  considère  le  triangle  dont  les  sommets  sont  0,  +  x  oo,  +  y  oo, 

c    a   b 
les  signes  des  coefficients  -,  -,  -  seront  déterminés  respectivement  par  le  sens  de 

la  rotation  de  la  force  autour  de  chacun  de  ces  sommets. 

L'ensemble  de  toutes  les  lignes  que  l'on  obtient  en  faisant  successivement  dans 
«,...«= 0,  n  =  l,  n=z2j  n  =  3,  forme  le  polygone  Ainiculaire,  qui  constitue  un  des 
auxiliures  les  plus  utiles  de  la  statique  graphique. 
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La  résultante  de  plusieurs  farces  consécutives  passe  toujours  par  le  point 
de  rencontre  des  côtés  extrêmes  du  polygone  funiculaire  qui  réunit  ces  forces. 

La  résultante  des  forces  2  et  3  (PI.  YJ,  par  exemple,  passe  première- 
ment par  leur  point  d'intersection  3,  ;  elle  est  en  outre  parallèle  au 
rayon  0|(34)  qui,  dans  le  polygone  des  forces  (fig.  5),  sous-tend  les  forces 
2  et  3.  Mais  la  diagonale  3,  (34)  (fig.  4)  est  parallèle  à  la  direction  de  la 
résultante  [23]  {fig.  5),  parce  que  ces  deux  lignes  forment  les  sixièmes 
côtés  de  deux  quadrilatères  complets  2  (3 4) (3 3,)  {fig.  4)  et  0(I2)(23)(34) 
{fig.  5),  qui  ont  deux  couples  de  côtés  opposés  et  un  cinquième  côté  res- 
pectivement parallèles.  En  effets  dans  les  deux  quadrilatères,  les  direc* 
tiens  des  deux  forces  2  et  3  sont  parallèles,  et  les  trois  côtés  successifs  du 

polygone  funiculaire  1 2  (3  4),  2  3  (3  4)  3  4  sont  parallèles  aux  rayons 

II 
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0(li,23,34).  Par  suite  la  ligne  3,(34)  du  polygone  funiculaire  coïncide 
avec  la  position  de  la  résultante  23  et  passe  par  le  point  d'intersection  (3  4) 
du  côté  12  du  polygone  funiculaire  qui  précède  2  et  du  côté  3  4  qui  suit  3. 

Il  en  résulte  aussi  qu'il  est  absolument  indifférent  de  composer  Time 
après  l'autre  les  forces  23  ou  de  composer  immédiatement  la  résultante 
23  avec  1. 

Si  Ton  prolonge  (PI.  VJ  la  force  (23)  jusqu'à  la  rencontre  de  la  force  4 
en  4|^  la  résultante  de  (2  3)  et  de  4  ou  la  force  (2  3  4)  passe  par  ce  point  4,, 
et,  de  la  même  manière  que  nous  venons  de  démontrer  que  la  résul- 
tante (23)  passe  par  le  point  de  rencontre  (34)  des  deux  côtés  du  poly- 
gone dont  Tun  précède  2  et  l'autre  suit  3,  on  démontrerait  que  la  résul- 
tante de  (23)  et  de  4  passe  par  le  point  (45),  où  se  coupent  le  côté  du 
polygone  i  (34),  qui  précède  la  force  23,  et  le  côté  45,  qui  suit  4.  Par 
suite,  la  ligne  4,  (4  5)  est  la  résultante  des  forces  (234).  En  continuant  de 
la  même  manière,  on  peut  démontrer  que  les  points  d'intersection  (56), 
(67),  (78),  etc.,  du  côté  du  polygone  1 2  qui  précède  la  force  2,  avec  les 
côtés  du  polygone  qui  suivent  les  forces  5,  6,  7,  etc.,  qui  portent  les 
mômes  notations  (56),  (67),  (78),  etc.,  sont  des  points  de  la  résultante 
des  forces  (2. ..5),  (2. ..6),  (2... 7).  Si  l'on  utilise  ces  points  d'intersection 
pour  construire  le  polygone  23,4,5,  ...9,,  qui  commence  par  la  force  2, 
on  obtient  la  position  de  ces  diverses  résultantes,  qui  doivent  avoir  les 
mêmes  directions  que  les  rayons  0,  (23,  34,  45.,.)  (PI.  V,)  du  faisceau 
qui  a  son  sommet  à  l'origine  0,  de  la  force  2. 

Si  l'on  considère  les  côtés  d'un  polygone  funiculaire  comme  les  rayons 
d'un  faisceau,  les  relations  que  nous  venons  de  démontrer  en  dernier 
lieu  enlre  les  fig,  4  et  5  séparées  peuvent  s'exprimer  géométriquement 
de  la  manière  suivante  : 

Les  faisceaux  1234...  e^  23, 4, ...  ont  le  rayon  12  commun. 

Ceci  n'est  du  reste  qu'un  cas  particulier  de  propositions  que  nous  dé- 
montrerons au  n*  46. 

De  plus,  le  premier  faisceau  a  en  commun  avec  le  faisceau  de  premier 
ordre  0  la  droite  à  l'infini,  et  le  deuxième  faisceau  a  cette  môme  droite 
en  commun  avec  le  faisceau  de  premier  ordre  0,  de  la  PL  V,.  Par  suite, 
la  résultante  d'un  nombre  quelconque  de  forces  consécutives  est  com- 
plètement déterminée  par  un  polygone  funiculaire  et  un  polygone  des 
forces;  le  point  d'intersection  des  côtés  extrêmes  du  polygone  funiculaire 
donne  un  point  de  cette  résultante,  et,  dans  le  polygone  des  forces,  la 
ligne  qui  sous-tend  toutes  les  forces  partielles  détermine  la  grandeur  et 
la  direction  de  cette  résultante.  Gomme  d'ailleurs  chaque  résultante 
forme  dans  le  polygone  des  forces,  avec  le  pôle  0,  un  triangle  dont  les 
deux  autres  côtés  représentent  en  grandeur  et  en  direction  les  tensions 
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des  côtés  extrêmes  du  polygone  funiculaire,  on  peut  aussi  considérer 
cette  résultante  comme  la  résultante  de  ces  tensions,  pourvu  que  Ton  ait 
égard  au  sens  des  flèches. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  peut  se  démontrer  analytiquement  d*une  façon  très 
simple.  Su  peut  être  décomposé  de  la  façon  suivante  : 

Or  on  sait  que  quand  les  équations  de  trois  droites  sont  reliées  par  une  équation 
du  1"  degrés  ces  droites  passent  un  même  point;  le  théorème  démontré  dans  le  pa- 
ragraphe résulte  donc  immédiatement  de  Téquatioa  ci-deaBms. 


45.    CHANGEMENT  DE  L'ORDRE  DANS   LA  COMPOSITION  DES  FORCES 

Si  l'on  change  dans  la  composition  des  forces  Tordre  de  deux  forces 
partielles  qui  se  succèdent  immédiatement,  par  exemple  des  forces  2  et  3, 
ce  changement  n'a  aucune  influence  sur  les  résultantes  suivantes. 

Nous  avons  déjà  démontré  précédemment  (n*  38,  p.  151)  que  ce  chan- 
gement n'a  aucune  influence  sur  la  direction  et  la  grandeur  des  résul- 
tantes, et  que,  dans  le  polygone  des  forces  (PI.  V,),  les  deux  contours 
4  2  3  et  1 3, 2^  aboutissent  au  même  point  et  conduisent  à  la  même  position 
pour  la  force  4.  Il  en  résulte  que  la  position  34  (PL  VJ  de  la  résultante 
dans  le  polygone  funiculaire  qui  est  identique  à  2^  4  n'est  nullement  mo- 
difiée par  ce  changement  dans  l'ordre  de  succession;  car  cette  résultante 
doit  passer  par  le  point  3  4,  qui  est  déterminé  par  l'intersection  du  côté 
12  du  polygone  avec  la  résultante  23  ou  3,(34).  Par  suite,  le  contour 
13^2'' 45  conduit  au  môme  résultat  que  le  contour  12345...  La  force  2 
pourrait  être  de  la  même  manière  intervertie  non  seulement  avec  3, 
mais  aussi  avec  la  résultante  d'un  nombre  quelconque  de  forces  consé- 
cutives, sans  que  cette  interversion  modifiât  le  résultat  final. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  de  la  force  2  s'applique  aussi  à  une  autre 
force  quelconque.  Nous  pouvons  donc,  par  l'interversion  des  forces  entre 
elles,  amener  chaque  force  à  une  place  quelconque  dans  Tordre  de  suc- 
cession, sans  modifier  en  rien  le  résultat  final,  c'est-à-dire  la  grandeur, 
la  direction  et  la  position  de  la  résultante. 

Donc  :  La  résultante  de  plusieurs  forces  situées  dans  un  même  plan  est 
complètement  indépendante  de  Vordr'e  suivant  lequel  on  opère  la  composition 
des  forces  entre  elles, 

Analytiquement,  cette  propriété  résulte  immédiatement  de  Téquation 

S5  =  ÏAfl, 

car  Tordre  suivant  lequel  on  compose  les  différents  éléments  Aa  ne  modifie  nulle- 
ment la  Bonune  Sf. 
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46.    CHANGEMENT  d'UNE  FORCE   DANS  LE  POLYGONE   FUNICULAIRE 

Si  dans  un  polygone  funiculaire,  tracé  suivant  un  ordre  de  succession 
déterminé  dans  la  composition  des  forces,  on  rempl&ce  une  force  quel- 
conque par  une  autre  force  ne  faisant  pas  partie  de  la  série,  aucune  des 
résultantes  précédentes  ne  sera  changée;  mais  toutes  les  résultantes 
suivantes  ou  les  côtés  du  polygone  funiculaire  seront  modifiés  de  telle 
manière  que  deux  côtés  correspondants  des  polygones  se  coupent  sur  la 
résultante  des  forces  considérées,  dont  Tune  aura  été  préalablement 
changée  de  signe. 

Ainsi,  si  Ton  suppose  (PI.  V^)  que  Ton  remplace  la  deuxième  force  2 
par  la  force  2, ,  ce  qui  représente  un  cas  absolument  général,  car  on 
peut  concevoir  que  1  soit  la  résultante  d'un  nombre  quelconque  de  forces 
qui  la  précèdent,  le  côté  qui  suivra  la  n**  forée  représentera  la  résultante 
des  forces  (1,  2,  3  ...  n]  et  des  forces  (1,  2p  3  ...n)  dans  les  deux  poly- 
gones. Si  Ton  veut  passer  directement  de  Tune  des  résultantes  à  Fautre, 
il  faut  évidemment  composer  (1,  2,  3 ...  n)  avec  ( — 2  +  2^)  pour  obtenir 
(1,  2j,  3 ...  n).  Par  suite,  ces  trois  forces  se  coupent  en  un  même  point; 
mais  comme  la  position  de  ( — 2-{-2|]  reste  la  même  pour  toutes  les 
combinaisons,  toutes  les  résultantes  se  coupent  suivant  la  ligne  ( — 2+2,) 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  suivant  la  ligne  (+2 — 2J. 

La  résultante  ( — 2  +  2,)  passe  naturellement  par  le  point  d'intersec- 
tion A  de  ces  deux  forces,  et  Ton  obtient  sa  direction  en  portant,  à  partir 
de  A,  ces  deux  forces  en  grandeur  et  en  direction,  et  en  joignant  leurs 
extrémités;  car,  dans  le  petit  triangle  auxiliaire  que  Ton  forme  de  cette 
manière,  les  flèches  de  2  et  de  2,  ont  des  sens  opposés.  La  ligne  menée 
par  A  parallèlement  à  ( — 2  +  2,)  est  donc  celle  sur  laquelle  se  coupent 
deux  à  deux  les  côtés  correspondants  des  deux  polygones  funiculaires. 

Si  on  introduit  la  force  2,  dans  le  polygone  des  forces,  à  la  place  de  la 
force  2,  de  telle  façon  que  l'extrémité  de  cette  force  coïncide  avec  le 
sommet  23,  il  est  clair  que  tous  les  sommets  précédents,  et  par  consé- 
quent aussi  le  pôle  0,  seront  déplacés  en  grandeur  et  en  direction  de  la 
quantité  (—2  +  2,). 

Il  résulte  aussi  de  ce  qui  vient  d'être  dit  que  les  côtés  correspondants 
de  deux  polygones  funiculaires  qui  réunissent  la  même  série  de  forces  se 
coupent  sur  une  ligne  droite  qui  est  la  résultante  des  deux  forces  qui 
agissent  sur  les  premiers  côtés  des  deux  polygones,  l'une  de  ces  forces 
ayant  été  préalablement  changée  de  signe.  Par  suite,  on  peut  dire  d'une 
manière  générale  : 


COMPOSITION,  DANS  L*ESPACE,  DE  FORCES  QUI  PASSENT  PAR  UN  MÊME  POINT.    165 

Detix  polygones  funiculaires  quelconques^  qui  réunissent  la  même  série  de 
forces^  ont  une  ligne  droite  commune.  On  obtient  la  direction  et  la  position 
de  cette  ligne  en  composant  ensemble  les  résultantes  de  toutes  les  forces  qui^ 
dans  chaque  polygone,  précèdent  ou  suivent  la  série  commune,  après  avoir 
changé  le  signe  de  Vune  des  deux  résultantes  considérées. 

Il  est  à  peine  nécessaire  de  faire  remarquer  que  les  deux  polygones 
(PI.  Y^,)  sont  compris  dans  cette  proposition,  car  la  force  1  est  la  seule 
qui  ne  soit  pas  commune  aux  deux  polygones;  par  suite,  tous  les  côtés 
correspondants  se  coupent  deux  à  deux  sur  la  direction  de  cette  force  1. 

Cette  proposition  est  éminemment  utile,  car  elle  nous  met  à  même  de 
construire  un  nouveau  polygone  funiculaire  sans  recourir  au  polygone 
des  forces. 

Avec  Taide  du  polygone  des  forces^  on  peut  construire  chaque  côté  du 
polygone  funiculaire  sans  déterminer  les  côtés  précédents. 

G*est  ainsi  que  dans  la  construction  des  courbes  de  pression  des  arcs 
métalliques  ou  des  voûtes,  il  est  possible,  quand  une  de  ces  courbes  est 
construite,  de  changer  à  volonté  la  grandeur  et  la  direction  de  la  poussée 
horizontale,  et  d'obtenir  immédiatement,  comme  nous  le  verrons  plus 
loin,  les  changements  correspondants  du  dernier  élément  de  la  courbe. 

Noos  allons  démontrer  d'une  fieiçon  générale,  par  l'analyse,  la  proposition  relative 
au  remplacement  des  forces,  et  nous  en  déduirons  les  cas  spéciaux  dont  la  démons- 
tration a  fait  Tobjet  du  présent  numéro  et  du  précédent.    ^y^<^^'  <      ']  1    * 

Soient  S«Si  et  S't^<  les  résultantes  des  forces  qui  pré^^^n^lctèêne^^itfvinvîf^^ 

.n 

les  résultantes  des  n  premières  forces  des  deux  groupes  que  n)ttj^m;Êitf2l  |^9^^  "^ 
çant  les  i  premières  forces  SiSi  par  SVi.  La  soustraction  donne  :       -"^^^-i^i^  — 

Sm*«  —  S  Vi.  =  S<«<  —  S  V,-. 

Comme  St«i  —  S'i^*  reste  constant,  quel  que  soit  le  nombre  n  des  forces  consi- 
dérées, il  résulte  de  cette  équation  que  Sn  et  8\  se  coupent  sur  la  ligne  que  Ton 
obtient  en  composant  les  résultantes  de  toutes  les  forces  qui,  dans  chacun  des 
deux  groupes  considérés,  précèdent  la  série  commune,  et  après  avoir  changé  le 
signe  de  Tune  de  ces  résultantes. 


47.    COMPOSITION  ANALYTIQUE,   DANS  l'eSPACE,   DE  FORCES  QUI  PASSENT 
PAR  UN  MÊME  POINT  OU  SONT  SITUÉES  DANS  UN  PLAN. 


Dans  les  numéros  précédents,  nous  avons  supposé,  pour  la  composition  des  forces, 
que  celles-ci  passaient  toutes  par  Forigine  des  coordonnées,  ou  qu'elles  étaient 
situées  dans  le  plan  des  xy.  Nous  nous  proposons  maintenant,  pour  arriver  ultérieu- 
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romeat  à  la  compotitîoa  des  fbroas  dans  Tespao»,  de  traa0fonn#r  tes  formules  ob- 
tenues de  façon  qu'elles  puissent  s'appliquer  à  un  faisceau  ou  à  un  plan  quelconque 
de  Tespace. 

Nous  suivrons  une  marche  analogue  à  celle  du  n**  39,  p.  154,  et  nous  admettrons 
que  les  coordonnées  du  point  à  llnfini  d'une  força  nissl  donnée  tous  la  forme 
^1)  ^4Sf  ^4»»  0  =  —  44*  —kki  ~  ^4«  0.  Pour  la  détermination  complète  de  la  ligne 
d'application  de  cette  force,  nous  avons  besoin  de  connaître  les  coordonnées  Z^,  l^^ 
^,1  d'un  second  point  (par  exemple  du  centre  du  fhisceau). 

Nous  aurons,  dans  ce  système  de  notations  (*) 

4fc  =  — /»,=  U/4  1;     Aï  =  0. 
I '4^/4*1 

^^^  \  qu'un  plan  Uv  passe  par  cette  ligne.  }  ^"^  coordonnées  doivent 
satisfaire  aux  équations  : 

<>=  't4y  +  '4»«+^8».    .0=  ki^  ■{- hJ^  •¥  li kV 

0  =  4^  +/4i«+Ai«*.     0«i„Ç  +4iC  +  44» 

0  =  44^+/4,y  +4t«*»     0  =  4iÇ  +  4j|Tï  4- 44V 

ou,  d'une  façon  générale,  en  représentant  par  ghik  une  combinaison  quelconque, 
mais  de  même  classe,  des  quatre  indices  1234,  et  par  xu  x^  Xt,  x^,  fi,  ^t«  ^1  ^  ^^ 
coordonnées  x,  y,  z,  u,  Ç,  i),  l^,  v,  aux  équations  : 

0  =  lii^h  +  IkhfCi  +  //wx*     et     0  =  Igh^h  +  VÇ»  +  hk^k^ 

qui  sont  respectivement  les  équations  des  plans  de  projection  de  la  ligne  sur  les 
plans  coordonnés.  Mais^  pour  que  cela  soit  possible,  on  doit  avoir  : 


8  = 


^î  ^t  ^4 
'îl  ^8  'i4 

kl   4«  ^14 

^41   ^4t  ^48 


=  (/n44  +  /,8/4,  +  l,4W=«- 


Dans  ces  équations,  nous  avons  remplacé  la  quatriôme  coordonnée  1  par  lea 
lettres  u  et  v,  pour  indiquer  que  les  équations  et  les  coordonnéos  peuvent  être 
multipliées  par  des  coefficients  arbitraires. 

Ënân  les  coordonnées 

Ç'  V  Ç'  v'  du  plan  qui  projette  la  ligne  du  point  fixe  «y«'l, 

x'Y^z^u^  du  point  d'intersection  de  la  ligne  avec  le  plan  fixe  ?'ti*Ç*'1'^, 

sont  représentées  par  les  équations 

^g  =  liux'H  +  hhPo'i  +  IhioCu      et      a/' g  =  lgh^\  +  Igi^'i  +  lgkî\ . 

car,  en  premier  lieu,  les  Ç'  et  les  a:"  satisfont  aux  équations  posées,  ce  que  l'on  vé- 
riâe  aisément  en  tenant  compte  de  ce  que  g  =0;  et,  en  second  lieu,  on  a  respecti- 
vement, pour  les  points  et  les  plans  : 

C'a;'  +  -nV  +  Cz'  +  W  =  0     et     Ç'V  +  -n'Y  +  K!'^"  +  u"  =  0. 


(•)  Voir  la  noUD. 
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Au  moyen  de  ces  valeors  ^'g  et  x"g,  on  pourra  enfin  former  les  équations  du 
plan  r  qui  projette  la  ligne  /  du  point  (x'y'z'l)^  et  du  point  V^  suivant  lequel  la 
ligne  /  coupe  le  plan  (^''i)"C"l)»  savoir  : 

/'rrf'x  +  Vy +  ;'«  +  «'    et    V'  =  x^  +  y"7i  +  z'';-i-u". 

Gela  posé,  nous  allons  passer  à  la  détermination  de  la  résultante  d'après  la 
méthode  du  n*  39,  p.  154.  L'équation  du  point  à  Tinfini  de  la  force  A  agissant  sui- 
vant la  droite  /  est  : 

Le  iSBLCte«r  qui  ramàne  œtte  équation  à  la  forme  normale  est  : 
Cette  forme  normale  sera  par  suite  : 

Léquation  du  point  à  Hnâni  de  la  résultante  sera  : 

oi  =  SXA, 

le  signe  z  s'étendant  à  toutes  les  forces  à  composer. 

Les  4  (  ne  se  présentant  qu'à  la  première  puissance  dans  cette  équation,  les  coeffi- 
cients a^i  de  réquation  du  point  à  rinfini  de  la  résultante,  c'est-à-dire  les  coor- 
données de  ce  point  à  Tinâni  seront  : 

Désignons  par  a^,  a,,  a^  les  coordonnées  du  centre  fixe  du  faisceau;  nous  aurons 
éTidemment  pour  les  coefficients  qui  entrent  dans  les  équations  de  la  résultante  : 


an  = 


ai 


aie 


e  e 


e 


Ci  Ok 


e 


Projetons  maintenant  les  directions  des  forces  et  de  la  résultante  par  un  point 
fixe  {xyz^)y  et  coupons-les  par  le  plan  fixe  (Ç"ti"Ç''1)  ;  nous  désignerons  par  /'  le 
plan  de  projection  des  différentes  forces  et  par  a'  celui  de  la  résultante,  par  V  les 
points  d^intersection  des  différentes  forcea^avec  le  plan  fixe,  et  par  a"  celui  de  la  ré- 
sultante. 
Nous  aurons  alors^  d'après  les  formules  préparatoires  indiquées  plus  haut  : 

rf  =Ç'x  +  n'y-f  C'2  +v'  =  0      et      flt"=:ar"Ç  .fy''Ti  +  z"^  +  u", 

où  les  coefficients  ont  les  valeurs  suivantes  : 

C'y  =  ttiix'k  +  ajua'i  +  Ohix'h     et     x"g  =  aghi"h  +  agi^'\  -f  a^sÊ"*. 


Cas  formules  ne  contenant  les  élémedoits  —  /«  qu'au  premier  degré  dans  i'g  et  par 
suite  aussi  dans  a\  on  peut  les  écrire  de  la  manière  suivante  : 

a' =  2/'-     et     fli"  =  SV'-. 
e  e 
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Ce  que  nous  venons  de  démontrer  pour  le  faisceau  se  démontre  aussi  pour  le 

plan  {fig.  99). 
^^^'   ••  Projetons  toutes  les  forces  données,  si- 

tuées dans  le  même  plan,  sur  un  des 
plans  de  coordonnées,  celui  des  xy  par 
exemple;  composons,  dans  ce  dernier 
plan,  toutes  les  projections  suivant  les 
règles  du  n*  43,  p.  160,  puis  projetons  la 
résultante  sur  le  plan  des  forces  par  un 
plan  perpendiculaire  au  plan  des  xy.  Cette 
dernière  projection  sera  la  résultante  des 
forces  données,  car  le  parallélisme  res- 
pectif des  rayons  du  polygone  des  forces 
et  de  ceux  du  polygone  funiculaire  sub- 
siste dans  les  proj  ections  de  ces  polygones. 
L'équation  de  la  projection  de  la  ligne  l 
sur  le  plan  xy  est  : 

A' 

Le  facteur  -7 ,  rapport  de  la  force  pro- 

12'  Jotée  à  la  longueur  projetée  e\  qui  ra- 

mène réquation  à  sa  forme  normale,  est 

évidemment  égal  à  —  ,  A  et  e  ayant  la  même  signiflcation  que  précédemment, 

e 

car  A  et  A',  e  et  e*  sont  des  segments  de  droites  interceptés  par  des  ordonnées  pa- 
rallèles, comme  le  montre  la  fig,  99.  L'équation  de  la  projection  de  la  résultante  sera 
donc  : 

Comme  on  peut  de  la  même  façon  projeter  le  système  de  forces  donné  sur  trois 
autres  plans  coordonnés,  d'où  résultent  des  systèmes  semblables,  on  a  d'une  manière 
générale  : 

e 

On  peut  en  outre  démontrer  comme  précédemment  que  si,  d'un  point  âxe,  on 
projette  chaque  force  par  un  plan  l\  et  qu'on  coupe  chaque  force  par  un  plan  au 
point  ^'',  on  a,  dans  tous  les  cas  : 


a'  =  S-/'     et* 
e 


a"  =  ï  -  V, 
e 


On  peut,  par  suite,  énoncer  d'une  façon  générale  la  proposition  suivante  : 
St,  étant  donné  un  système  de  forces  passant  toutes  par  le  même  point  ou  situées  dans 
un  même  plan^  on  multiplie  les  coefficients  entrant  dam  les  équations  de  la  direction  de 

chaque  forte  par  le  facteur  normal  — ,  et  qu'au  moyen  des  coefficients  ainsi  modifiés  on 

CT 

forme  les  équations  des  plans  qui  projettent  les  différentes  forces  d'un  même  point  fixe 
pris  arbitrairement,  ou  bien  les  équations  des  points  d^ intersection  de  ces  forets  par  un 
plan  fix€y  les  coefficients  correspondants  des  équations  de  la  résultante  sont  les  sommes 
algébriques  des  coefficients  des  équations  des  différentes  forces,  et  les  équations  du  plan 
qui,  du  point  fixe,  projette  la  résultante,  ainsi  que  celle  du  point  (Pintersection  de  cette 
résultante  avec  le  plan  fixe,  sont  les  sommes  algébriques  des  équations  correspondantes 
des  différentes  forces. 


L 
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CHAPITRE   II 

MOMENT  DES  FORCES  ET  FORCES  A  L'INFINI  DANS  LE  PLAN 


48.    MOMENT  DES  FORCES   DANS  LE   PLAN 

On  entend  par  moment  d'une  force  P,  [fig.  100)  (les  forces  sont  repré- 
sentées simplement  par  leurs  indices  sur  la  figure)  par  rapport  à  un 
point  0  arbitrairement  choisi,  le  double  de  la  surface  du  triangle  01  qui 
projette  du  point  0  la  force  I,  supposée  représentée  par  une  longueur 
proportionnelle  portée  sur  sa  direction.  Le  signe  de  la  surface  est  déter- 

Fif[.  lOO.   .  Fig.  101. 

?» 


miaé  par  la  direction  de  la  flèche  qui  indique  la  direction  de  la  force. 
Ainsi  les  moments  des  forces  1  et  3  ont  des  signes  opposés,  ainsi  que 
l'indiquent  les  deux  flèches  circulaires. 

ia  lomme  de»  moments  d'un  nombre  quelconque  de  force»  dans  le  plan,  par 
rapport  â  un  point  de  ce  plan,  est  égale  au  moment  de  leur  résultante  par 
rapport  à  ce  même  point. 

Si  toutes  les  forces  agissent  sur  un  même  point  A  {fig.  100),  relions  ce 
point  au  pCtle  des  moments,  et  projetons  le  polygone  des  forces  l,2...n 
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{fig,  101)  sur  une  perpendiculaire  à  AO;  Yàite  de  chacun  des  triangles 
projetant  les  forces,  par  exemple  1,  sera  égale  à  la  moitié  du  produit 
par  AO  de  la  projection  A,  de  cette  force  sur  la  ligne  h  {fig.  101),  car  A, 
est  égal  à  la  hauteur  h\  du  triangle  projetant. 

1  1 

Mais  YJi  (dans  la  fig.  101)=Ai.2_,;  par  suiter aussi -A0SA=r-A0Ai,2...n, 

ce  que  Ton  traduit  en  disant  que  le  moment  des  forces  1,  2 ...  n  est  égal 
au  moment  de  leur  résultante  (l,2...n)  par  rapport  à  un  point  quel- 
conque, qui  est  le  même  pour  toutes  ces  forces. 

Si  les  forces  partielles  n'agissent  pas  sur  un  seul  et  même  point,  on  les 
relie  toutes  entre  elles  par  un  polygone  funiculaire,  et  Ton  obtient 
(PI.  VJ,  en  allant  d'un  sommet  à  Tautre,  le  moment  de  la  tension  du 
côté  23,  qui  est  égal  au  moment  des  forces  1  et  2  ;  puis  le  moment  de  la 
tension  en  3  4,  égal  au  moment  de  la  force  3,  augmenté  de  celui  de  la 
tension  en  2  3,  qui  est  égal  à  la  somme  des  moments  des  forces  1  et  2  ; 
par  suite,  le  moment  de  la  tension  en  34  est  égal  à  la  somme  des  moments 
des  forces  1,  2  et  3,  et  Ton  peut  continuer  ainsi  la  démonstration  jusqu*à 
la  n*^  force. 

D'habitude  on  exprime  analytiquement  le  moment  par  le  produit  de 
la  force  P^  par  sa  distance  Pi  au  pôle  des  moments,  distance  que  Ton 
appelle  bras  de  levier,  c'est-à-dire  par  l'expression  Pj/^i.  Le  moment  de 
la  résultante  d'un  nombre  quelconque  de  forces  est  alors  exprimé 
par  SP/}.  Quand  toutes  les  forces  agissent  sur  un  même  point,  on  forme 
aussi  quelquefois,  au  lieu  de  P,p,,  le  produit  P^/^,  où  l^  est  la  distance 
du  point  A  (fig.  100)  au  pied  du  bras  de  levier  p^.  La  même  propo- 
sition est  naturellement  applicable  à  ces  produits,  car  ils  ne  représentent 
pas  autre  chose  que  les  moments  des  mêmes  forces  par  rapport  à  un 
point  Op  placé  de  telle  sorte  que  OAO^  soit  un  triangle  rectangle  à  côtés 
égaux,  car  alors  les  longueurs  ///,  sont  égales  comme pj)^. 

Mais  ces  produits  ne  peuvent  avoir  un  sens  que  lorsque  toutes  les 
forces  passent  par  un  même  point,  car  c'est  alors  seulement  que  le 
point  Oj  existe. 

Puisque  le  moment  d'un  nombre  quelconque  de  forces  est  égal  au 
moment  de  leur  résultante,  ce  moment  sera  nul  par  rapport  à  tous  les 
points  de  cette  résultante;  il  sera  constant  pour  tous  les  points  situés 
sur  une  parallèle  à  la  résultante,  et  la  grandeur  absolue  du  moment 
croîtra  proportionnellement  à  la  distance  de  cette  parallèle  à  la  résul- 
tante. 

8i,  dans  la  forme  normale  —  ((ut  +  ^+c)  de  Téquation  d\ine  droite,  on  substi- 
tue  les  coordonnées  x  eiy  d^nn  point  déterminé,  le  résultat  a  représente  la  distance 
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nonnale  de  ce  point  à  la  droite  i.  Les  produits  Aa,  Ss  ne  sont  donc  autre  chose  que 
ce  que  l'on  appelle  ordinairement  les  moments  des  forces  par  rapport  à  un  point. 
Il  résulte,  par  suite,  de  Téquation  Ss  =  Ika  que  le  moment  de  la  résultante  S 
par  rapport  à  un  point  quelconque  du  plan  des  forces  est  égal  à  la  somme  des  mo- 
ments des  composantes  par  rapport  au  même  point.  Si,  en  particuDer,  on  substitue 
à  X,  y,  1  les  coordonnées  des  sommets  du  triangle  1,  0,  0;  0,  1,  0;  0,  0,  1,  ayant 
ses  sommets  sur  les  axes  coordonnés  à  l'unité  de  distance  de  Forigine,  on  obtient  : 

n 

Si_»*i..n  =  2  A<  -  co'  =  —  Y,.„^u)', 

1 

n 

1 

n 


Si_»«i^n  =  ^  A,  -^  eu'  =  +  SA^é; 


Pi  représentant  la  longueur  de  la  normale  abaissée  de  l'origine  sur  la  ligne  t.  Les 
deux  premières  formules  signifient  que  les  composantes  parallèles  aux  axes  de  la 
résultante  sont  respectivement  égales  à  la  somme  des  composantes  parallèles  amx 
axes  des  différentes  forces  ;  la  dernière  exprime  Tégalité  des  moments  par  rapport 
à  l'origine.  Ce  sont  là  les  équations  ordinairement  employées  pour  la  composition 
des  fiorces;  on  voit  qu'elles  sont  contenues  dans  la  formule  générale  de  sommation 
et  qu'elles  en  dérivent  simplement  par  la  substitution  de  valeurs  particulières 
pour  X  et  y. 


49.   DÉTEUUNATIOII  BKAFHIQUE  DES  MOifENTS 

La  déterminatioQ  de  la  grandeur  des  moments  s*opère  très  simplement 
par  la  transformation  des  surfaces  qui  les  représentent,  et  nous  n*au* 
rions  rien  à  ajouter  à  ce  qui  a  été  dit  au  n*  15,  p.  79,  s*il  n^était  pas 
possible  de  donner  à  ces  constructions  ou  à  d*autres  analogues  un  sens 
plus  statique,  si  nous  pouvons  nous  exprimer  ainsi. 

De  même  que,  pour  la  transformation  des  surfaces,  nous  les  avons 
toutes  ramenées  à  une  base  constante,  afin  d^obtenir  des  lignes  qui 
fussent  proportionnelles  à  ces  surfaces,  de  même,  pour  la  détermination 
des  moments,  nous  ramènerons  tous  les  moments  à  une  force  constante 
H  contenant  un  nombre  rond  d*unités  de  poids,  de  telle  manière  que 
nous  puissions  lire  sur  le  bras  de  levier  h  de  cette  force  le  moment  HA. 

Gomme  le  moment  de  toute  force  qui  passe  par  le  pôle  des  moments 
est  égal  à  0,  nous  arriverons  facilement  à  déterminer  le  bras  de  levier  h 
en  décomposant  {fig.  102  et  103),  dans  le  polygone  des  forces,  la  force 
donnée  P  en  deux  composantes  dont  Tune  soit  en  grandeur  et  en  direc- 
tion égale  à  la  force  H  prise  pour  base  des  moments,  ce  qui  détermine 
la  deuxième  composante  Q.  Si  par  le  pôle  0  {fig.  103)  on  mène  une  pa- 
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rallële  OA  à  Q,  et  qu'on  suppose  la  décomposilioD  de  P  effecluée  au  point 
de  rencoDtre  de  la  force  P  avec  cette  parallèle,  la  force  Q  passera  par  le 
pAle,  et  le  moment  de  P  sera  égal  à  celui  de  H  ;  la  perpendiculaire  h  (que 

Fig.  lOÎ.  Fi((.  lOÏ. 


l'on  n'a  pas  toujours  besoin  de  tracer)  abaissée  du  point  A  sur  une  paral- 
lèle H  menée  par  le  p61e  0,  est  le  bras  de  levier  cherché.  Pour  montrer 
que  toute  cette  opération  n'est  qu'une  transformation  de  surfaces,  nous 
avons  reporté  sur  la  fig.  103  le  triangle  PQH,  et  l'on  voit  du  premier  coup 
d'oeil  que  HA  est  le  double  de  l'aire  de  la  surface  ombrée,  qui  représente 
le  moment  de  P. 

Nous  devons  faire  remarquer  ici  que  le  sens  de  la  surface  ne  dépend 
pas  de  la  position  de  k,  mais  uniquement  des  flèches  des  forces  P  et  H, 
qui  doivent  toujours  donner  des  surfaces  de  moments  parcourues  dans 
le  même  sens.  Gomme  tous  les  triangles  représentant  les  moments  ont 
un  de  leurs  sommets  au  pâle  0,  le  sens  de  la  surface  doit  toujours  être 
d'accord  avec  le  sens  de  la  rotation  de  la  force  autour  du  point  0. 

Appliquons  ce  que  nous  venons  de  dire  à  la  détermination  du  moment 
de  deux  forces,  et  choisissons,  par  exemple,  pour  ces  forces  les  tensions 
des  deux  côtés  extrêmes  d'un  polygone  funiculaire  ou  les  résultantes  des 
forces  comprises  entre  ces  eûtes.  Soient  0  l/ig.  104)  le  pûle  des  moments 
(voyez  aussi  le  polygone  des  forces,  fig.  105),  Pet  P,  les  forces  dont  nous 
avons  à  déterminer  les  moments;  enfin  soit  H  la  base  des  forces  à  laquelle 
nous  devons  réduire  les  moments  cherchés.  La  fig.  105  indique  la  décom- 
position de  la  force  P  en  H  et  Q.  et  de  la  force  P,  en  H  et  Q,  ;  on  obtient 
les  points  A  et  A,  (fig.  104)  sur  lesquels  la  décomposition  doit  s'opérer,  en 
menant  OA  et  OA,  parallèlement  à  Q  et  Q,  (dans  la  fig.  105).  Les  perpen- 
diculaires A  et  A,  à  une  parallèle  à  H  menée  par  le  point  0,  sont  les  bras 
de  levier  cherchés.  Ces  deux  bras  de  levier  s'additionnent  parce  que  les 
deux  forces  P  et  P,,  de  même  que  les  deux  forces  H,  tournent  dans  le 
même  sens  autour  de  0.  La  ligne  A-f-A,  (qui  est  indiquée  par  un  trait 
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fort  sur  la  fig.  104)  multipliée  par  H  est,  par  suite,  égale  au  moment  des 
deux  forces  P  et  P^. 

Si  le  pôle  des  moments  se  déplace  sur  une  ligne  OC  parallèle  à  la  ré- 
sultante de  P  et  de  Pj,  A  +  \  ne  change  pas.  Si,  en  effet,  on  prolonge  la 
droite  AO  jusqu'en  B,  où  elle  rencontre  la  parallèle  BG  menée  à  P  par  le 
point  G,  AjB  et  H  sont  toujours  parallèles,  comme  sixièmes  côtés  des  deux 
quadrilatères  OA,GB  {fig.  104)  et  PP,Q,Q  {fig.  105),  qui  ont  déjà  quatre  de 


Fig.  104. 


Fig.  105. 


leurs  côtés  parallèles  deux  à  deux,  ainsi  que  les  cinquièmes  côtés  :  par 
suite  A  +  Aj  est  toujours  la  projection  sur  une  perpendiculaire  à  H  de  la 
ligne  AB,  qui  se  meut  parallèlement  à  elle-même  entre  deux  parallèles, 
et  qui,  par  suite,  conserve  toujours  la  môme  longueur.  Si  0,  et  avec  0 
la  ligne  OG,  se  rapprochent  du  point  d'intersection  D  des  deux  forces  P 
et  P,,  et  par  suite  de  leur  résultante,  la  figure  OADA,  {h+h^)  reste  tou- 
jours semblable  à  elle-même,  et  A-|-A,  varie  proportionnellement  à  la 
distance  du  point  D  à  0  ou  OG.  La  longueur  A  -}-  A,  devient  égale  à  0 
quand  OG  passe  par  D. 

Nous  avons,  il  est  vrai,  déjà  énoncé  et  démontré  cette  proposition 
(n*48,  p.  170);  mais  nous  avons  voulu  en  démontrer  géométriquement 
l'exactitude,  parce  que  nous  Tutiliserons  plus  tard. 

Si  Ton  a  à  déterminer  le  moment  d'un  très  grand  nombre  de  forces 
que  l'on  ne  veut  pas  relier  par  un  polygone  funiculaire,  on  peut  aussi 
employer  avec  avantage  la  construction  suivante. 

On  décrit  du  pôle  0  (PI.  Vil)  comme  centre  une  circonférence  de  rayon 
H;  ce  rayon  doit  être  choisi  sufiisamment  grand  pour  que  la  circonfé- 
rence coupe  toutes  les  forces  dont  on  a  à  déterminer  les  moments.  Si 
l'on  considère  alors  H  comme  la  base  de  tous  les  triangles  représentatifs 
des  moments  partiels,  les  antiprojections  A„  A, ...  des  différentes  forces 
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sur  le  rayon  qui  aboutit  à  Tun  des  points  d'intersection  de  chaque  force 
avec  la  circonférence,  seront  les  bras  de  levier  cherchés,  et,  en  les  ajou- 
tant, on  obtiendra  le  moment  total. 

Les  surfaces  sont  des  produits  de  deux  lignes  homogènes  ;  il  n'en  est 
plus  de  même  des  moments,  qui  sont  le  produit  d'une  force  et  d'une 
ligne,  c'est-à-dire  de  deux  éléments  absolument  hétérogènes  ;  et  l'on  peut 
se  demander  s'il  est  permis,  ainsi  que  nous  l'avons  fait,  d'intervertir  et 
de  composer  ces  éléments  comme  s'ils  étaient  homogènes.  A  cette  ques- 
tion, on  doit  répondre  par  l'affirmative.  La  surface  qui  représente  un 
moment,  considérée  en  elle-même,  doit  être  regardée  comme  absolu- 
ment homogène.  Les  kilogrammètres,  par  exemple,  ne  sont  ni  des  kilo- 
grammes, ni  des  mètres;  mais  des  kilogrammètres,  c'est-à-dire  le  produit 
de  ces  deux  éléments,  et,  de  même  que  ce  produit  peut  être  transformé, 
de  môme  la  surface  qui  le  représente  peut  être  transformée  aussi,  à  la 
condition  toutefois  qu'elle  aura  été  obtenue  originairement  par  la  mul- 
tiplication d'une  force  et  d'une  ligne. 

On  peut,  en  conséquence,  tout  aussi  bien  transformer  cette  surface  que 
remplacer  le  moment  d'une  force  de  4  kilogr.  agissant  sur  un  bras  de  levier 
de  15  mètres,  par  le  moment  d'une  force  de  10  kilogr.  agissant  sur  un  bras 
de  levier  de  6  mètres.  On  peut  aussi  remplacer  tout  aussi  bien  le  bras  de 
levier  par  la  force,  que  l'on  peut,  dans  l'exemple  cité  plus  haut,  admettre 
une  force  de  6  kilogr.  avec  un  bras  de  levier  de  10  mètres.  Mais  il  faut  tou- 
jours, quand  on  a  mesuré  sur  l'échelle  des  longueurs  une  des  dimen- 
sions suivant  lesquelles  la  surface  qui  représente  les  moments  a  été 
décomposée,  mesurer  la  dimension  qui  lui  est  perpendiculaire  sur 
l'échelle  des  forces  qui  a  servi  à  porter  les  grandeurs  des  forces  sur  la 
première  figure  représentative  du  moment. 

Les  constructions  qui  ont  servi  à  réduire  les  moments  à  un  bras  de 
levier  contenant  un  nombre  rond  d'unités  de  longueur  sont,  par  suite, 
exactement  les  mêmes  que  celles  qui  ont  servi  à  la  réduction  des  mo- 
ments à  une  force  contenant  un  nombre  rond  d'unités  de  forces.  Si,  par 
exemple  (fig,  105),  H  est  exprimé  en  un  nombre  rond  d'unités  de  lon- 
gueur, on  peut  lire  A  +  Aj  sur  l'échelle  des  forces,  et  considérer  cette 
force  comme  agissant  à  l'extrémité  du  bras  de  levier  H. 

50«   FORGBS  IlfnNDIElfT  PETITBS  SITUâBS  A  l'INFUII. 

Quand  deux  côtés  du  polygone  funiculaire  sont  parallèles,  leur  inter- 
section se  trouve  à  l'infini,  et  leur  direction  est  aussi  celle  de  la  résul- 
tante des  forces  qui  agissent  entre  ces  c6tés.  Sur  la  PI.  V^,  par  exemple. 
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les  côtés  4  5  et  9 1 0  du  polygone  sont  parallèles  ;  par  suite,  le  point  à  Tin- 
fini  de  la  résultante  des  forces  (5, 6,  7, 8, 9),  c'est-à-dire  de  la  direction 
de  cette  résultante,  est  déterminé;  mais  la  position  de  cette  force  ne  Test 
pas  encore.  Pour  la  déterminer,  il  sutKt  de  relier  ces  forces  par  un  autre 
polygone  funiculaire  quelconque  4,  5,  6,  7,  8,  9, 10, ,  dont  le  pôle  corres- 
pondant 0,  dans  le  polygone  des  forces  (PI.  V,)  ne  se  trouve  pas  sur  le 
rayon  0(5  4)  (9 1 0)  mené  parallèlement  aux  côtés  parallèles  du  polygone 
funiculaire,  et  de  prolonger  jusqu'à  leur  point  de  rencontre  les  côtés 
extrêmes  4^5,  et  9,10,  (PI.  VJ  de  ce  polygone  funiculaire;  on  obtiendra 
ainsi  on  point  de  la  résultante  (5  6789),  dont  la  direction  et  la  position 
sont  maintenant  connues.  Si  la  résultante  se  trouvait  elle-même  à  Tinfinî, 
il  faudrait  aussi  que  les  côtés  4, 5,  et  9, 10,  fussent  parallèles,  et.  dans  ce 
cas,  la  résultante  passerait  non  seulement  par  le  point  à  Tinfini  du  côté 
45  du  polygone,  mais  aussi  par  celui  du  côté  4, 5,,  et  elle  serait  entière- 
rement  à  Tinfini.  Pour  que  cette  circonstance  puisse  se  présenter,  il  faut 
non  seulement  que  les  rayons  0  (45)  et  0  (910)  du  polygone  des  forces 
(PI.  Y,)  coïncident,  mais  aussi  les  rayons  0,  45  et  0,  (910),  ce  qui  n'a 
lieu  que  lorsque  les  points  (45)  et  (910)  coïncident  eux-mêmes,  c'est-à- 
dire  quand  la  grandeur  de  la  résultante  (56789)  est  égale  à  0,  ou  pour 
mieux  dire  est  infiniment  petite. 

Ces  forces  infiniment  petites,  situées  à  l'infini,  composées  avec  des 
forces  finies,  située  à  distance  finie,  ne  peuvent  pas,  ainsi  que  le  montre 
le  polygone  des  forces,  changer  la  grandeur  de  la  résultante  ;  mais  elles 
en  changent  la  position,  ainsi  que  cela  résulte  du  polygone  funiculaire. 
Si  l'on  compose,  par  exemple,  les  deux  forces  égales  6  et  7  qui  sont  pa- 
railèlesy  mais  qui  agissent  dans  un  sens  opposé,  et  que  Ton  appelle  un 
couple  (ces  forces  sont  la  conception  la  plus  simple  d'une  force  infini- 
ment petite  à  l'infini),  avec  la  force  (12345)  dont  la  direction  et  la  posi- 
tion est  56,  celle-ci  se  transporte  en  (78);  de  même  la  position  de  la 
force  (2345)  composée  avec  le  même  couple  67  se  transporte  parallèle- 
ment à  elle-même  de  5, 6,  en  7, 8,. 

Il  résulte  également  de  ce  qui  vient  d*être  dit  que  des  forces  infiniment 
petites  situées  à  l'infini  sont  des  grandeurs  de  même  ordre  que  des  forces 
finies  qui  jigissent  à  distance  finie,  et  qu'elles  peuvent  être  composées 
avec  ces  dernières.  Des  forces  finies  qui  agissent  à  l'infini  sont  des  gran- 
deurs infinies,  qui  ne  peuvent  plus  être  composées  avec  des  forces  finies; 
car  si  une  force  infiniment  petite  située  à  l'infini  déplace  la  résultante 
(2 ...  5)  d'uBe  quantité  finie,  une  force  finie  située  à  l'infini  la  déplacerait 
d'une  quantité  infinie,  et  la  composition  ne  serait  plus  possible.  Il  est 
tout  aussi  évident  qu'une  force  infiniment  petite  agissant  à  une  distance 
finie  ne  peut  pas  faire  varier  la  position  d'une  résultante  finie,  et  qu'ele 
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peut  être  négligée  comme  étant  une  grandeur  infiniment  petite  d*ordre 
inférieur.  Pour  pouvoir  composer  directement  des  forces  infiniment 
petites  situées  à  Tinfini,  il  ne  nous  manque  plus  que  de  savoir  les  me- 
surer. 


51.   MESURE   DES  FORCES  INnNIMENT  PETITES  SITUÉES  A  L'iNnNI 


Gomme  les  intensités  des  forces  qui  agissent  suivant  la  direction  d'une 
même  ligne  droite  sont  proportionnelles  à  leurs  moments  par  rapport  à 
un  même  pôle,  les  intensités  des  forces  qui  agissent  suivant  la  direction 
de  la  droite  à  Tinfini  seront  aussi  proportionnelles  à  leurs  moments  par 
rapport  à  un  pôle  quelconque.  Mais  le  déplacement  de  la  position  du 
pôle  dans  l'espace  fini  ne  produit  sur  le  bras  de  levier  des  forces  à  l'infini 
que  des  changements  qui  peuvent  être  négligés  ;  par  suite,  le  moment 
des  forces  à  Tinfini  est  le  même  pour  tous  les  pôles  situés  à  distance 
finie.  Nous  pourrons  donc,  pour  toutes  les  constructions  qui  s'opèrent 
dans  l'espace  fini,  considérer  le  moment  des  forces  à  l'infini  comme  étant 
la  mesure  de  ces  forces.  La  grandeur  réelle  de  ces  forces  sera  d'ailleurs 
toujours  égale  à  ce  moment  divisé  par  le  bras  de  levier,  qui  est  constant, 
mais  infiniment  grand. 

On  peut  facilement  vérifier  sur  un  couple  que  le  moment  de  toutes  les 
„.    ,^  forces  infiniment  petites  situées  à  l'infini  est  indé- 

rig.  lOo. 

Q  pendant  de  la  position  du  pôle,  c'est-à-dire  con- 

stant. Ainsi,  par  exemple,  le  demi-moment  des 
I      .^  .^  deux  forces  parallèles,  mais  qui  agissent  dans  un 

!        \*X  sens  opposé  {fig.  106),  est  égal  à  la  différence 

des  deux  triangles  OAB  et  ODC  ou  à  la  figure 
ABOCDA  =  au  triangle  ABD.  L'aire  de  ce  dernier 
triangle  est  absolument  indépendante  de  la  posi- 
tion du  pôle  0,  et  le  double  de  cette  aire  est  égal 
au  produit  de  l'une  des  forces  AB  par  sa  distance 
/    -'''  à  l'autre  force  DG  considérée  comme  bras  de  levier. 

/  y'^  Il  en  est  forcément  de  même  de  la  somme  des  mo- 

/y  ments  d'un  nombre  quelconque  de  forces  diffé- 

rentes dont  la  résultante  est  égale  à  0.  Comme  le 
^  signe  d'une  pareille  somme  de  moments  est  auss 

compris  dans  leur  grandeur,  il  en  résulte  que  le  contour  des  surfaces 
représentatives  des  moments  de  ces  forces  doit  être  parcouru  dans  le 
même  sens  que  pour  la  résultante  0,  et  que  par  suite  le  sens  de  rotation 
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de  ces  forces  à  Tinfini  est  indépendant  de  la  position  du  pôle.  La  surface 
des  moments  du  couple  (fig.  106)  est  la  même,  si  Ton  transporte  le  pôle  0 
en  Of  de  l'autre  côté  du  couple;  la  surface  est  parcourue  dans  le  même 
sens  indiqué  par  la  flèche,  et  le  couple  tourne  autour  de  0,  dans  le  même 
sens  qu'autour  de  0. 

Au  point  de  Tue  analytique,  la  force  infiniment  petite  à  Tinfini  est  caractérisée 
par  cette  circonstance  que  lee  coefficients  de  a;  et  y  dans  Texpression  S«  devien- 
nent nuls;  S»  se  réduit  alors  ^^  *"  ^i  ®^  ^^  moment  est  aussi  la  mesure  de  la 
force  infiniment  petite. 


52.    COMPOSmON  DES  FORCES  mPlNIMENT  PETITES  SITUÉES  A  L'iNFINI 

DANS  LE  PLAN 


La  ligne  à  Finfini  du  plan  étant  une  droite^  les  forces  à  tinfini  qui 
agissent  suivant  cette  droite  s'ajoutent  simplement. 

Cette  proposition  est  entièrement  d'accord  avec  ce  que  nous  avons 
démontré  au  n*48,  p.  169,  à  savoir  que  les  moments  de.plusieurs  forces 
quelconques,  par  suite  aussi  de  forces  à  Tinfini,  s'additionnent  sim* 
plement  dans  la  formation  de  la  résultante. 

Il  en  résulte  aussi  que  deux*  couples  ayant  des  moments  égaux  mais 
de  signes  contraires  se  détruisent  mutuellement,  parce  que  la  somme 
des  forces  à  l'infini  qui  les  représente  est  égale  à  0. 

Cette  proposition  peut  être  démontrée  géométriquement  d'une  ma- 
nière très  simple.  Si  les  triangles  ombrés,  qui  représentent  les  moments 
des  deux  couples  PP,  et  QQ,  {fig.  107),  dont  les  forces  ont  été  prolongées 
Fig.  107.  jusqu'à   leurs  points  de  rencontre,  sont 

1> R      A    égaux  et  de  sens  opposés,  BC  et  DE  sont 

parallèles  ;  par  suite,  les  forces  P  et  Q  seront 
respectivement  proportionnelles  à  AE  et 
AD,  côtes  du  parallélogramme  ADA^E,  et 
la  résultante  de  P  et  Q  coïncide  avec  la 
diagonale  de  ce  parallélogramme,  de  même 
que  la  résultante  égale  mais  de  sens  contraire  de  P,  et  Q,  ;  les  quatre 
forces  se  détruisent  donc  mutuellement. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  le  théorème  suivant  :  Si  deux 
couples  sont  en  équilibre,  les  forces  qui  les  composent  sont  entre  elles 
comme  les  côtés  du  parallélogramme  formé  par  leurs  directions. 
Si  des  forces  infiniment  petites  à  l'infini  sont  données  comme  résul- 


17S  COMTOSlTlOli  ftC»  FOSCEK. 

tantes  de  deux  ou  plusieurs  autres  forces,  oo  peut  les  composer  simpie- 
meat  avec  d'autres  forces,  eu  les  reliant  pir  on  polygone  funicolaire, 
comme  nous  l'avons  fait,  par  exemple,  au  a*  44,  p.  162,  PI.  V„  où  le 
couple  67  a  été  composé  avec  les  résultantes  (1  S  ...  5)  et  (2  3. ..S). 

Si  les  forces  à  l'inlini  sont  données  par  les  surfaces  représentatives  des 
moments  qui  les  mesurent,  et  qu'on  ait  à  les  composer  avec  des  forces 
finies,  il  suffit  de  déplacer  la  résultante  de  ces  denûëres  forces  d'une 
quantité  telle  que  la  surface  représentant  son  mouvement  par  rapport  à 
un  point  quelconque  du  pl^m  augmente  de  la  sorface  du  moment  des 
forces  &  l'infini.  Car  l'introduction  de  la  force  infiniment,  petite  ne  change 
ni  la  direction  ni  la  grandeur  de  la  résultante  finie;  seul  le  moment  varie 
d'une  quantité  égale  au  moment  de  la  force  à  l'infini.  Si  l'on  suppose, 
pour  effectuer  ce  déplacement,  que  le  pAle  0  des  moments  se  trouve 
Fig,  los.  sur  la  direction  mûme  de  la  résultante  P,  celle-ci, 

dans  la  composition  avec  une  force  à  l'infini,  se 
déplacera  jusqu'en  P,  à  une  distance  telle  que  la 
surface  du  moment  ombrée  sur  la  figure  soit  égale, 
en  grandeur  et  en  signe,  i  celle  de  la  force  à  l'ia- 
Uni.  Et  réciproquement  on  peut  décomposer  une 
force  quelconque  P  eu  une  force  P,  égale  et  pa- 
rallèle située  à  uoe  distance  arbitraire,  et  en  une 
/  force  à  l'infini,  dont  la  surface  de  moment  soit 
égale  ^  la  surface  omluéc  changée  de  signe. 

Si  l'on  voulait  introduire,  dans  un  polygone 
funiculaire,  une  force  à  l'iurmi  donnée  par  son 
moment,  ce  que  nous  venons  de  dire  de  la  force 
isolée  P  s'appliquerait  exactement  à  la  résultante  agissant  suivant  le 
côté  du  polygone  après  lequel  la  force  à  l'infini  doit  se  trouver;  par 
exemple  si,  à  la  place  du  couple  6  7  (PI.  VJ,  on  donnait  la  surface  de 
moment  correspondante  sous  la  forme  d'un  triangle,  dont  la  hauteur 
h  fût  égale  à  la  distance  de  ces  forces  et  la  base  égale  fi  l'une  d'elles,  et 
dont  le  sens  fût  indiqué  parlaûèche,  il  suffirait  de  transformer  ce  triangle 
et  de  le  ramener  à  la  base  (1 ...  a)  pour  obtenir  un  point  de  la  fwce 
(1 ...  7).  Si  les  lignes  6,  7  et  (6  7)  n'étaient  pas  tracées,  le  polygone  fimi- 
culaire  ne  devrait  pas  être  considéré  comme  interrompu  en  9,  mais  on 
devrait  se  le  représenter  comme  partant  de  ce  point  pour  aller  à  l'in&u 
et  recommencer  ensuite  en  7  8,  ce  que  l'on  pourrait  indiquer  par  on 
crochet,  comme  on  l'a  fait  sur  la  figure. 
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53.   ÉQUILIBRE  DE  FORCES  DA5S  LE.  PLAN 

Nous  poui^ons  mamtenant  éoooeer  4'une  manière  tout  à  fait  géiïéraJe 
les  conditions  d'équilibre  des  forées^  en  (entendant  par  une  force  à  Tin- 
ini  al  égale  à  0  une  fopce  dont  le  moment  est  égal  à  0. 

Des  forcée  en  nombre  quelconque  S(mt  en  équilibre  quand  lew  ré%ultwiUe 
est  égale  à  0. 

Les  forces  sont  prises  ici  dans  leur  sens  le  plus  général  ;  elles  peuvent 
être  des  forces  finies  o«i  à  Tinfini,  mais  ellei  ne  peuvent  avoir  une  ré- 
sultante infinie. 

Si  des  forces  ne  sont  pas  en  équilibre ^  cet  équilibre  peut  toujours  être  réa- 
lisé par  [adjonction  de  leur  résultante  prise  en  sens  contraire,  c'est^-^dire 
par  [adjonction  de  la  force  qui  réduit  àO  la  résultante  de  tout  le  système  de 
fo7ves, 

Ck>mnie  cas  particuliers,  nous  pouvons  mentionner  les  suivants  : 

Si  plusieurs  forces  agissent  suivant  une  même  ligne  droite,  ou  si  plu- 
sieurs résultantes  de  divers  systèmes  de  forces  coïncident  en  direction 
avec  une  même  ligne  droite,  Téquilibre,  s'il  n'existe  pas,  peut  être  réa- 
lisé au  moyen  d'une  force  unique  dont  la  direction  coïncide  avec  cette 
ligne. 

Cette  proposition  s'applique  aussi  à  la  droite  à  l'infini.  Ainsi  l'équilibre 
de  plusieurs  couples,  ou  en  général  de  systèmes  de  forces  dont  les  ré- 
sultantes cc^ddent  toutes  avec  la  droite  à  l'infini,  peut  être  obtenu  par 
«me  foroe  unique  à  l'infini.  Si  toutes  les  forces  situées  à  une  distance 
finie  ont  une  résultante  finie,  celle-ci  l'esté  finie,  quel  que  soit  le  nom- 
bre de  forces  infiniment  petites  à  l'infini  que  l'on  compose  avec  elles. 

Si  plusieurs  forces  sont  réunies  par  un  polygone  funiculaire  de  telle 
manière  que  la  direction  de  la  première  force,  comme  dans  la  PI.  Y^, 
coïncide  avec  le  premior  côté  du  polygone,  l'ensemble  des  iO  forces  est 
en  équilibre  quand  la  résultante  dans  le  polygone  des  forces  est  égale  à 
0,  et  quand  la  direction  du  dernier  côté  du  polygone  funiculaire  coïn- 
cide avec  la  direction  de  la  dernière  force  10.  Si  tel  n'est  pas  le  cas, 
l'équilibre  peut  être  établi  en  ajoutant  une  force  agissant  suivant  le  der- 
nier côté  du  polygone  funiculaire  et  dont  la  grandeur  sera  donnée  par 
le  polygone  des  forces. 

Plusieurs  forces,  agissant  sur  un  polygone  funiculaire,  sont  en  équi- 
libre, quand  le  premier  et  l'avant-dernier  côté  du  polygone  se  coup^dt 
sur  la  direction  de  la  dernière  force  et  que  la  somme  de  toutes  les  forces 
est  égale  à  0,  c'est-à-dire  quand  le  polygone  des  foï'ces  et  le  polygone 
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funiculaire  sont  tous  les  deux  fermés.  Si  Ton  introduit,  par  exemple, 
dans  le  polygone  funiculaire  une  force  —(5 ....  9)  (PI.  V4)  égale  et  con- 
traire à  la  résultante  des  forces  5.  6,  7,  8,  9,  cette  force  —  (5, 6  ...  9) 
sera  en  équilibre  avec  les  forces  5, 6,  7, 8  et  9,  et  cet  équilibre  sera  in- 
diqué par  la  figure  parce  que  le  polygone  5i  6, 7i  81 9i  —  (5.6. ..  8  9)  5i  sera 
fermé  ;  quant  à  la  somme  de  ces  forces,  il  est  clair  qu*elle  est  égale  à  0 
et  que  le  polygone  des  forces  est  également  fermé.  Dans  Tautre  polygone 
funiculaire  tracé  sur  la  PI.  Y^,  la  partie  correspondant  aux  forces  que 
nous  venons  d'indiquer  est  aussi  fermée  ;  seulement  le  point  —  (5  6 . .  .8  9) 
est  à  rinfini.  Si  Ton  désigne  par  le  signe  oc  ce  point,  qui  se  trouve  dans  la 
direction  des  lignes  4  5  et  9 10,  le  polygone  fermé  est  alors  le  polygone 
(00  4  5)  5  6  7  8  (9 10  oo),  dont  les  côtes  oc  4  ."^  et  9 10  oc  sont  parallèles  et 
se  coupent  sur  le  sommet]oo.  Si  Ton  se  figure  également  le  couple  6  7  rem- 
placé par  la  force  à  Tinfini  équivalente  à  ce  couple,  ce  polygone  passera 
deux  fois  par  Tinfini,  sans  que  la  position  d*un  sommet  ou  d*un  côté  du 
polygone  cesse  d*être  déterminée  avec  précision.  Inversement,  si  on 
ferme  le  polygone  funiculaire  et  le  polygone  des  forces,  on  pourra  mettre 
en  équilibre  toutes  les  forces  données  en  appliquant  au  point  d'inter- 
section du  premier  et  du  dernier  côté  du  polygone  funiculaire  la  force 
qui  ferme  le  polygone  des  forces. 

On  peut  aussi  fermer  le  polygone  par  deux  ou  plusieurs  forces,  qui 
seraient  les  composantes  de  la  force  unique  dont  nous  venons  de  parler. 
Les  propositions  que  nous  venons  de  démontrer  s'appliquent  aussi, 
d'une  manière  générale,  aux  résultantes  des  divers  groupes  que  Ton 
peut  former  au  moyen  des  forces  isolées.  Ainsi,  si  un  nombre  quel- 
conque de  forces  est  en  équilibre,  il  en  est  de  même  des  résultantes  des 
groupes,  suivant  lesquels  ces  forces  ont  été  réparties. 

En  particulier,  si  l'on  forme  deux  groupes,  la  résultante  de  l'un  doit 
être  égale  et  directement  opposée  à  la  résultante  de  l'autre.  Cette  pro- 
position n'est  que  la  généralisation  du  théorème  suivant  que  l'on  admet 
sans  démonstration,  à  savoir  que  lorsque  plusieurs  forces  sont  en  équi- 
libre, chacune  d'elles  est  égale  à  la  résultante  de  toutes  les  autres  forces 
prise  en  sens  opposé. 

Si  Ton  forme  trois  groupes,  leurs  résultantes  se  coupent  en  un  même 
point  et  chacune  d'elles  est  la  résultante  prise  en  sens  opposé  des  deux 
autres. 

Si  l'on  forme  quatre  groupes,  la  résultante  de  deux  quelconques  d'entre 
elles  doit  être  égale  et  directement  opposée  à  la  résultante  des  deux 
autres. 

Si,  parmi  ces  forces,  il  s'en  trouve  une  à  l'infini,  la  résultante  de 
toutes  les  autres  doit  pouvoir  être  ramenée  à  une  force  à  l'infini. 
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Lee  propositions  précédentes  résultent  aussi  directement  de  la  formule  générale 
de  sommation  qui,  dans  le  cas  de  Péquilibre,  devient  Ss  =  0. 

Si  deux  forces  sont  en  équilibre,  tous  les  coefficients  de  leurs  équations  normales 
doivent  être  respectivement  égaux  et  de  signes  contraires,  d*où  résulte  que  les 
lignes  de  direction  des  deux  forces  doivent  coïncider.  11  en  serait  de  même  des  ré- 
sultantes de  deux  groupes  dans  lesquels  on  aurait  séparé  un  nombre  quelconque 
de  forces  en  équilibre. 

Uéquilibre  de  trois  forces  ou  des  résultantes  de  trois  groupes  est  exprimé  par 
réqaation 

et  on  sait  que^  lorsque  trois  équations  a  multipliées  respectivement  par  des  coeffi- 
cients A  ont  une  somme  nulle,  les  trois  droites  correspondantes  se  coupent  au 
même  point. 

Toutes  les  propositions  relatives  à  la  division  par  groupes  se  déduisent  de  la 
forme  algébrique  de  Téquation  ZAa  s  0.  Si  on  répartit  les  différents  Aa  en  groupes 
arbitraires,  et  qu*on  fasse  passer  un  nombre  quelconque  de  ces  groupes  dans  l'autre 
membre  de  Téquation,  on  voit  que  les  résultantes  des  groupes  de  chaque  membre 
devront  être  égales  et  directement  opposées. 


54.   COMPOSITION  DBS  FORGES  AVEC  l'aIDE  DES  FORGES  A  L*INFINI 

On  peut,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  n*  52,  p.  178,  décomposer 
chaque  force  en  une  force  parallèle  et  égale  passant  par  un  point  arbi- 
traire, et  en  une  force  à  Finfini.  Si  Ton  effectue  cette  décomposition 
pour  toutes  les  forces  données,  on  obtient,  à  Faide  d*un  simple  polygone 
des  forces,  la  direction  et  la  grandeur  de  la  résultante  de  toutes  les  forces 
qui  agissent  sur  le  point  0.  Les  forces  à  Tinfini  s'ajoutent  simplement 
en  une  force  unique  à  Finfini.  Si  Ton  compose  ensuite  cette  dernière 
avec  la  résultante  des  forces  agissant  sur  le  point  0,  on  obtient  la  résul- 
tante de  toutes  les  forces  données. 

Par  ce  procédé,  on  peut  composer  des  forces  sans  Taide  de  polygones 
funiculaires.  Cependant,  dans  le  plan,  le  polygone  funiculaire  est  tou- 
jours le  moyen  le  plus  simple  d'arriver  à  la  position  de  la  résultante  de 
plusieurs  forces.  Quant  au  polygone  des  forces,  on  ne  peut  s'en  passer 
dans  aucune  méthode. 

Nous  allons  appliquer  ce  procédé  à  la  composition  de  forces  paral- 
lèles. Dans  ce  cas,  le  polygone  des  forces  se  réduit  à  une  ligne  droite, 
puisque  toutes  les  forces  ont  la  même  direction,  et  la  résultante  R  de  ces 
forces  est  évidemment  égale  à  leur  somme  ;  ainsi  R  =  T!A ,  si  l'on  désigne 
par  A  les  forces  isolées.  Si  Ton  décompose  chaque  force  A  en  deux  com- 
posantes dont  Tune  passe  par  un  point  donné,  et  dont  l'autre  est  à  l'in- 
fini, cette  dernière  a  pour  mesure  le  moment  Aa,  et  la  somme  de  toutes 
ces  forces  à  l'infini  est  égale  à  9t  =  SAa,  a  désignant  la  longueur  des 
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perpendiculaires  abaissées  un  point  donné  snr  le!^  directions  des  forces 
isolées.  Les  moments  sont  naturellement  positifs  ou  négatifs,  suivant  que 
les  forces  tendent  à  tourner  dans  le  sens  positif  ou  dans  le  sens  négatif 
autour  du  point  fixe. 

Si  Ton  compose  maintenant  la  force  à  Tinfîni  91  atec  la  force  finie  R 
qui  passe  par  le  point  fixe,  la  grandeur  de  la  résultante  sera  toujours  R, 
et  sa  distance  r  au  point  fixe  deviendra  : 

''^^R'^lA  • 

Les  opérations  algébriques  exprimées  par  cette  formule  s'effectuent 
très  simplement  lorsque  le  nombre  des  forces  à  composer  excède  2,  au 
moyen  du  polygone  funiculaire,  d'après  ce  qui  a  été  dit  aun*  42,  p.  ite. 
Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce  sujet,  dans  un  chapitre  consacré  iSpé- 
cialement  aux  forces  parallèles,  et,  pour  le  moment,  nous  nous  bornerons 
à  énoncer  encore  quelques  théorèmes  généraux. 

Si  91  et  R  sont  égaux  à  0,  le  système  est  en  équilibre  ;  si  91  est  seul  égal 
à  0,  il  faut  que  r  =  0,  et  le  point  ùxe  est  sur  la  résultante  R;  si  enfin  R 
est  seul  égal  à  0,  le  système  se  réduit  à  une  force  à  Tinfîni,  absolument 
comme  dans  Téquilibre  en  général. 

Lorsque  les  forces  sont  parallèles,  toutes  les  perpendiculaires  menées 
du  point  fixe  sur  les  forces  coïncident.  Si  l'on  coupe  les  forces  par  une 
ligne  oblique  quelconque,  les  segments  sont  proportionnels  aux  perpen- 
diculaires, et  les  équations  d'équilibre  indiquées  plus  haut  seront  encore 
applicables  à  ces  segments,  car  dans  tous  les  termes  de  ces  équations 
les  distances  normales  n'entrent  qu'au  1"  degré.  Comme  d'ailleurs  ces 
propositions  sont  vraies  pour  une  direction  quelconque  des  forces  paral- 
lèles, il  en  résulte  que,  si  l'on  fait  tourner  ces  forces  autour  de  leurs 
points  d'application  situés  en  ligne  droite,  leur  résultante  tournera  aussi 
autour  d'un  point  fixe  de  cette  droite.  Cette  proposition,  que  nous  démon- 
trons ici  en  supposant  les  points  d'application  en  ligne  droite,  peut  être 
généralisée  et  s'étendre  au  cas  où  les  points  d'application  sont  dans  un 
plan,  et  même  au  cas  où  ils  sont  situés  d'une  façon  quelconque  dans 
l'espace,  ainsi  que  nous  le  verrons  dans  le  chapitre  suivant. 

Le  point  autour  duquel  tourne  la  résultante  s'appelle  centre  de» 
forces  parallèles.  Dans  la  considération  du  centre,  on  fait  compAète- 
ment  abstraction  de  la  direction  des  forces  parallèles,  et  on  suprpose 
toi  grandeurs  de  ces  forces  comme  concentrées,  o>u  on  considère  ces 
points  d'application  comme  chargés  de  poids  proportionnels  à  la  gran- 
émr  des  forces,  et  l'on  peut  alors,  au  moyen  de  ces  points  et  de  leon 
poids,  déterminer  ks  ceftire^  qui  prend  le  nom  de  centre  de  gravité. 
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On  entend  par  moment  des  points  ainsi  chargés  le  produit  des  forces 
qui  agissent  sur  im  point  on  poids,  par  leur  distance,  mesurée  suivant 
one  direction  quelconque,  à  une  Hgne  déterminée,  quand  ces  forces 
agissent  dans  un  m6ine  plan,  et  à  un  plan  quand  elles  agissent  dans 
Tespace. 

Si  Fort  eo^pe  par  wne  ligne  droite  un  nombre  quelconque  de  forces  situées 
dans  un  même  plan,  et  qne  Von  suppose  les  points  d'intersection  chargés  de 
poids  proportiormels  anx  hauteurs  (*)  des  forces  par  rapport  à  cette  ligne 
droite,  la  résultante  des  forces  données  passera  par  le  centre  de  gravité  des 
points  d'application  ainsi  (Marges,  et  la  hauteur  de  cette  résultante  sera 
égale  à  la  somme  des  hauteurs  des  différentes  forces  données. 

Si,  en  effet,  on  décompose  chaque  force  A,  au  point  où  elle  coupe  la 
ligne  droite,  en  deux  composantes  dirigées  Tune  suivant  cette  ligne, 
l'autre  suivant  une  ligne  passant  par  un  point  quelconque  à  l'infini, 
c'est-à-dire  parallèle  à  une  direction  arbitraire,  ces  dernières  compo- 
santes seront  proportionnelles  aux  hauteurs  des  forces  par  rapport  à  la 
ligne  droite.  La  résultante  de  toutes  ces  forces  parallèles  est,  par  suite, 
proportionnelle  à  SH  et  passe  par  le  centre  de  granité  des  points  d'inter- 
section chargés  de  poids  H  ;  par  suite,  la  résultante,  qui  provient  de  la 
composition  de  SH  avec  la  somme  de  toutes  les  forces  agissant  suivant 
la  ligne  droite,  passe  également  par  ce  point.  Quant  h  la  hauteur  de  cette 
dernière  résultante  par  rapport  à  la  ligne  droite,  on  voit  facilement 
qu'elle  est  précisément  égale  à  la  somme  des  hauteurs  des  différentes 
forces. 

Appliquons  ce  que  nous  venons  de  dire  à  la  composition  de  deux 
forces  ou  à  l'équilibre  de  trois  forces  parallèles,  dont  chacune  peut  être 
considérée  comme  égale  à  la  résultante  des  deux  autres  prise  en  sens 
contraire.  L'expression  de  cet  équilibre  est  : 

A,-}-A,  +  A,  =  0, 
A,a,-f-A,aj  +  A3a3  =  0, 

d'oii  Ton  déduit,  par  élimination  d*un  des  trois  A,  les  deux  égalités 

Aa  iV|  An 

a^—a^      a,  —  a,      «i  — «i 


(')  On  appelle  hauteur  d^une  force  par  rapport  à  une  droite  qmi  U  rencoati'e  la 
distance  de  rextrémitô  de  la  force  à  la  droite,  lorsque  l'origine  de  la  force  est 
située  sur  cette  droite;  la  hauteur  d^une^force  par  rapport  à  un  plan  se  définit 
d'aae  manière  anak^ae. 
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Dans  ces  égalités,  les  a  représentent  les  distances  à  une  droite  quel- 
conque  des  points  d'intersection  A  avec  une  ligne  droite. 

Gomme  il  n'y  a  que  trois  forces,  il  est  nécessaire  que  deux  d'entre 
elles  aient  le  même  signe  et  que  la  3*  ait  un  signe  opposé,  et  cette 
dernière  force  doit  être  égale  à  la  somme  des  deux  autres. 

La  même  proposition  est  applicable  aux  moments  ;  si  en  particulier 
on  égale  un  des  trois  a  à  0,  les  deux  autres  ont  des  signes  opposés,  cb 
qui  veut  dire  que  deux  des  forces  tournent  en  sens  opposé  autour  d'un 
point  de  la  3*.  Il  résulte  de  là  que  le  point  d'application  de  la  plus  grande 
des  trois  forces  est  toujours  compris  entre  les  points  d'application  des 
deux  autres,  qui  agissent  en  sens  contraire  de  la  1'*. 

Chacune  des  trois  forces  est  proportionnelle  à  la  distance  des  deux 
autres. 

Si  l'une  des  trois  forces  est  considérée  comme  la  résultante,  changée 
de  signe,  des  deux  autres,  elle  est  située  entre  ces  deux  forces,  quand 
celles-ci  ont  le  même  sens,  et  au  delà  de  la  plus  grande  de  ces  deux 
forces  si  elles  sont  de  sens  contraires. 

Les  démonstrations  analytiques  de  ces  propositions  ne  diffèrent  pas  de 
celles  que  nous  avons  données  plus  haut;  il  suffit  de  considérer  les  a 
comme  les  équations  normales  des  directions  des  forces,  équations  qui 
ne  diffèrent  que  par  le  terme  constant. 

A  proprement  parler,  nous  devrions  encore  traiter  ici  de  la  composi- 
tions des  forces  dans  le  plan  à  l'infini  ;  mais  comme  iSs  opérations  qui 
s'y  rapportent  doivent  s'exécuter  dans  l'espace,  nous  nous  en  occupe- 
rons dans  le  chapitre  suivant,  en  même  temps  que  de  la  composition 
des  forces  dans  l'espace. 
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Dans  la  pratique,  le  problème  de  la  composition  des  forces  est  en 
général  lié  d'une  manière  intime  à  celui  de  la  décomposition.  Il  s'agit, 
par  exemple,  de  détermin«»r  la  résultante  de  plusieurs  forces  (charges) 
et  de  la  décomposer  ensuite  en  plusieurs  composantes  (réactions)  qui 
passent  par  des  points  déterminés  (piles  ou  culées);  ou  bien  encore,  de 
composer  les  forces  qui  agissent  en  dehors  de  la  section  d'une  construc- 
tion, et  de  les  décomposer  ensuite  suivant  la  direction  des  diverses  par- 
ties de  la  construction. 

Dans  les  décompositions,  on  ne,  peut  pas  décomposer  une  force  en 
moins  de  deux  composantes.  Cette  décomposition  se  présente  souvent 
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dans  la  pratique  ;  lorsque  les  deux  directions  suivant  lesquelles  une  force 
doit  être  décomposée  sont  données,  le  cas  est  tellement  simple  que  nous 
n*aYons  pas  besoin  de  le  traiter. 

Dans  la  pratique,  il  arrive  fréquemment  que  Ton  connaît  la  résultante 
et  deux  points  par  lesquels  les  composantes  doivent  passer.  Supposons, 
par  exemple,  qu*on  ait  à  déterminer  les  réactions  des  appuis  d*une 
poutre  chargée  d'un  nombre  quelconque  de  forces.  Dans  ce. cas,  les 
composantes  doivent  passer  par  deux  points  déterminés  A'  et  B'  (fig.  109); 
dans  celte  figure,  R  est  supposée  la  résultante  des  forces  1,2,3,  4.  Si 
cette  résultante  R  est  donnée,  on  ne  peut  plus  choisir  arbitrairement  que 
la  direction  d'une  des  deux  réactions  A  et  B  ;  cette  direction  peut  ré- 
sulter de  certaines  conditions  des  appuis  :  par  exemple,  quand  l'un  des 
deux  appuis  ne  peut  réagir  que  dans  une  direction  déterminée  ;  c'est  ce 
qui  arrive  quand  une  extrémité  de  la  poutre  repose  sur  des  rouleaux;  la 
réaction  de  l'appui  correspondant  est  alors  verticale. 

Le  point  d'intersection  de  cette  composante  avec  la  résultante  R  dé- 
termine la  direction  de  l'autre  composante;  deux  parallèles  menées  dans 
le  polygone  des  forces  par  les  extrémités  de  R  {fig.  110)  donnent  les 
grandeurs  de  ces  composantes. 


Fig.  m. 


Fig.  110. 


X;- -i"-:    ;  .••     / 


I       r 
•      « 


\ 


a 


Si  l'on  change  les  directions  de  A  et  de  B,  on  obtient  dans  le  polygone 
funiculaire  C^fl'.  109)  deux  faisceaux  perspectifs;  dans  le  polygone  des 
forces  (/Çjr.  110),  les  faisceaux  A  et  B  sont  aussi  perspectifs,  parce  qu'ils 
ont  le  rayon  R  commun. 


iB6  coivH>srrfoii  ves  porccs. 

Uaxe  perspectif  est  parallèle  à  la  Hgne  A'E'  qui  relie  les  ôeax  appais, 
car  lorsque,  dans  le  polygone  funiculaire  (fig.  109),  les  deux  forces  A  et  B 
coïncident  avec  cette  ligne,  les  rayons  A  et  B  dans  le  polygone  des  forces 
(flg.  ilO)  lui  sont  aussi  parallèles.  La  position  de  cet  axe  dans  le  polygone 
des  forces  peut,  par  suite,  être  déterminée  au  moyen  d'un  couple  quelcon- 
que de  rayons  qui  ne  coïncident  pas.  Du  reste,  on  peut  aussi  déterminer 
directement  le  point  d'intersection  de  cet  axe  atec  R  (fig.  110)  ;  car  si 
Ton  désigne  par  a  et  &  les  segments  suivant  lesquels  R  coupe  la  ligne 
A'  B'  {fig.  109)  qui  rencontre  les  deux  forces  A  et  B,  et  par  A,  et  B,  les 
hauteurs  de  ces  deux  forces  par  rapport  à  cette  ligne  A'B'  (fig,  110),  on 
aura  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  précédent  : 

ce  qui  détermine  A,  etBi- 

Si  l'on  choisit,  pour  déterminer  l'axe  perspectif  (/î^.  110),  le  point  d'in- 
tersection des  cOtés  extrêmes  du  polygone  funiculaire  {fig.  109),  qui  est 
un  point  de  R,  il  devient  inutile  de  tracer  R  dans  le  polygone  funicu- 
laire; il  suffit  de  joindre  les  points  A'  et  B'  à  ce  point  d'intersection,  et 
de  mener  sur  la  fig.  HO  des  rayons  parallèles  à  ces  deux  rayons,  ce  qui 
donne  un  point  de  Taxe  cherché.  La  construction  est  indiquée  sur  les 
deux  figures.  Enfin,  nous  ferons  remarquer  que  la  ligne  AB  qui  ferme  le 
contour  du  polygone  fumiculaire  {fig.  109)  est  parallèle  au  rayon  0  (AB) 
(fig.  110). 

Quelquefois,  trois  forces  qui  doivent  être  en  équilibre  passent  par  les 
sommets  d'un  triangle.  Dans  ce  cas,  si  on  décompose  chaque  force  en 
deux  composantes  suivant  les  directions  des  côtés  correspondants,  les 
deux  composantes  dirigées  suivant  le  môme  côté  du  triangle  devront 
être  égales  et  de  sens  contraires.  Car  si  l'on  considère  le  triangle  comme 
un  polygone  funiculaire  fermé,  qui  réunit  les  trois  forces,  chaque  com- 
posante représente  la  tension  dans  le  côté  correspondant  du  polygone. 

La  méthode  analytique  la  plus  commode  pour  décomposer  une  force  en  deux 
composantes  consiste  à  écrire  les  équations  d'équilibre  de  trois  forces;  Tune  quel- 
conque de  celles-ci  peut  alors  être  considérée  comme  étant  égale  et  directement 
opposée  à  la  résultante  des  deux  autres.  Si  les  trois  forces  agissent  suivant 
les  lignes  oi,  a^^  a^,  il  faudra  déterminer  trois  coefficients  of|,  04,  03  tais  que 
ûjoti  H-  fljdj  4-  ûjOj  =  0.  Ces  coefficients  déterminés,  les  forces  correspondantes  Ai 
seront  proportionnelles  à  aie,,  a  étant  le  coefficient  qui  ramène  ai  à  la  force  nor- 
male. Pour  que  Féquation  ci-dessus  puisse  être  satisfaite,  il  faut  que  les  trois 
lignes  de  direction  se  coupent  au  même  point. 

Si  on  écrit  complètement  les  équations  Ot  =  Oé^;  +  6iy  -f  ci,  cette  dernière  coadition 
peut  s^exprimer  par  le  déterminant  : 

a^b^Cl 
n^b^i    =:  0. 
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En  désignant  par  des  lettres  grecques  les  nenf  déterminants  mineurs^  on  pourra 
prendre,  pour  kn  cotfffieiento  <pti  aenvlent  la  somme  des  trois  équations  a,  soit  lea 
déterminants  mineurs  a,,  04,  013,  soit  ^1,  ^,  P3,  soit  enfin  yi»  Ys»  Tt* 

Les  forces  seront^  par  suite,  déterminées  par  les  équations 

A,  :  «,f»,=:  A,  :  <Vf = Aj:  «1^81 

et  Ton  voit  que  Tune  d*elles  suffît  pour  déterminer  les  deux  autres. 
Les  équations  peuvent  encore  être  mises  sous  la  forme  suivante  : 

■  Cff»^  e^i  e^e^ 

Comme  T«<»'  :  Uk  n^st  a«tre  chose  que  le  sintn  de  rangle  t'A,  on  voit  que  nous 
retombons  sur  la  condition  qui  neus  a  servi  de  point  de  départ  pour  la  compositioii 
des  forces. 

Pour  ramener  au  cas  précédent  le  cas  où  on  donne  la  résultante  et  un  point  de 
chacune  des  composantes,  il  suffit  de  déterminer  une  expression  générale  pour 
l'équation  des  deux  composantes.  Soit  /  l'équation  de  la  ligne  qui  joint  les  deux 
points  donnés  A  et  B  (fig,  109)  et  r  Téquation  de  la  résultante;  les  équations  des 
parallèles  à  r  menées  par  les  points  donnés  seront  respectivement  r^-a  et  r  +  6, 
où  a  et  6  représentent  les  distances  constantes  comprises  entre  ces  deux  parallèles 
et  la  résultante  R.  Les  équations  des  lignes  de  direction  des  forces  A  et  B  pourront 
dès  lors  être  représentées  par 

—  /  -I-  (r  —  a)  b'K, 
l-\-lr  +  b)  aX. 

II  est  clair  que  ces  deux  lignes  se  coupent  toujours  sur  r,  quel  que  soit  X,  car  la 
sonmie  de  leurs  équations  est  r{a  -f  b)\,  où  a,  6  et  X  sont  des  constantes. 

Soient  et  et  Cr  les  coefficients  qui  ramènent  à  la  forme  normale  les  équations  /  et 
r;  écrivons  complètement  les  équations  des  composantes,  et  calculons  les  coeffi- 
cients ea  et  Cf,.  Nous  trouverons  en  faisant 

eiCr  cos  ahz^—  eicr  cos  oh  =  aibr  +  Oral  —  {aibr  +  arài]iùf 


tfa  =  +  V  e*f  —  2b\eier  COs  ah  +  6*X«e*r 


e» =-f-  V  tf»|  —  iakeier  cosî^  +  a^XMr  . 
Les  forces  seraient  données  par  les  relations 

A  :  e«  =  b  :  «»  =  R  :  («  +  à)\er; 
car  on  aura  toujours  dans  ce  cas 

-  r  =  -  [-  /+  (r  -  û)  6X]  +  -  [/+  (r+  ô)aX]. 

€r  €a  €b 

U  Mra  commode  de  ee  servir  de  ces  formules  k>rsqve  les  équations  des  lignes  se- 
fOttt  données  réellement.  Dans  certains  cas,  cspencbuii,  il  ser»  plos  simple  de  ûKîve 
UB  calcul  trigODométriqos  sur  les  fig,  109  et  110;  cela  dépend  des  données.  Dans 
tMw  les  cas,  ce  sont  les  méthodes  graphiques  qmi  fournissent  les  procédés  les  pl« 
pratiques. 
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56.   DÉCOMPOSITION  d'uNE  FORCE  EN  TROIS  COMPOSANTES 

Dans  la  décomposition  d'une  force  en  deux  composantes,  la  possibilité 
de  la  décomposition  est  liée  à  la  condition  que  les  directions  des  trois 
forces  passent  par  un  même  point.  Dans  la  décomposition  d'une  force 
en  trois  composantes,  ces  forces  ne  se  coupent  plus  nécessairement  en 
un  même  point.  Si  les  trois  composantes  forment  un  triangle,  une  force 
quelconque  située  dans  le  plan  du  triangle  pourra  toujours  être  décom- 
posée suivant  les  trois  directions  des  côtés. 

La  théorie  des  frameworks  (♦)  offre  un  exemple  de  celte  décompo- 
sition. Nous  supposons,  dans  la  fig.  111,  la  section  d'une  construction,. 

Fig.  ill. 
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dans  laquelle  les  forces  extérieures  sont  équilibrées  par  les  compres- 
sions ou  les  tensions  de  trois  éléments  de  la  construction,  et  nous  cher- 
chons à  déterminer  les  forces  qui  agissent  suivant  les  directions  de  ces 
trois  éléments,  en  supposant  connue  la  résultante  P  des  forces  exté- 
rieures à  la  section  considérée,  résultante  qui  est  donnée,  construite  ou 
calculée  d'une  manière  quelconque.  Dans  ce  but  : 

On  décompose  la  résultante  P,  au  point  d'intersection  de  cette  résul- 
tante avec  l'un  des  trois  éléments  de  la  construction,  en  deux  compo- 
santes dirigées  l'une  suivant  la  direction  de  ces  éléments  et  l'autre  sui- 
vant la  ligne  qui  joint  ce  point  d'intersection  au  point  de  rencontre  des 


{*)  Les  systèmes  rigides  formés  de  barres,  dont  l'ensemble  for^e  une  sorte  de 
réseau  triangulaire  que  les  Allemand  désignent  sous  le  nom  de  fachwerk,  et  les 
Anglais  sous  le  nom  de  ftnmework,  n'ont  pas  de  désignation  précise  en  français. 
Suivant  l'exemple  donné  par  M.  Maurice  Lévy  dans  sa  Statique  graphique,  nous  avons 
adopté  la  dénomination  anglaise. 
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deux  autres  éléments.  Puis  on  décompose  cette  dernière  force  suivant  la 
direction  des  deux  derniers  éléments  et  on  obtient  les  forces  qui  agissent 
sur  chacun  d*eux. 

Cette  règle  est  générale  et  s'applique  à  la  décomposition  d'une  force 
quelconque  en  trois  composantes,  qui  doivent  agir  suivant  trois  lignes 
données  situées  dans  un  même  plan  contenant  la  force.  Sur  la  (ig.  111, 
ces  décompositions  sont  indiquées;  dans  cette  figure  et  dans  les  figures 
suivantes,  Q  désigne  la  tension  dans  l'élément  tendu,  R  la  compression 
dans  l'élément  comprimé,  et  S  la  force  qui  agit  suivant  la  contrefiche.  La 
force  qui  agit  suivant  la  ligne  qui  joint  le  point  où  P  rencontre  Q  au  point 
d'intersection  RS,  a  été  désignée  par  Q^.  Si  l'on  considère  la^</.  lit 
comme  un  polygone  funiculaire,  ce  polygone  se  réduit  à  la  ligne  poin- 
tillée  Q,,  à  Tune  des  extrémités  de  laquelle  agissent  les  forces  P  et  Q,  et  à 
l'autre  extrémité  de  laquelle  agissent  les  forces  R  et  S.  La  fig.  112  re- 
Fig.  us.  présente  le  polygone  des  forces  correspondant.  En 

Q  partant  du  pôle  0,  on  a  porté  sur  une  verticale  la 
-  .  force  donnée  P,  et  à  l'extrémité  de  P  la  direction 
^-,^^  P  de  Q;  la  grandeur  de  Q  est  déterminée  par  la  diago- 
nale menée  du  point  0  parallèlement  au  côté  Q^  du 
polygone  funiculaire.  Les  deux  derniers  côtés  du  po- 
lygone des  forces,  ou  les  forces  S  et  R,  sont  parallèles  aux  éléments 
correspondants  de  la  construction,  et  sont  par  suite  entièrement  dé- 
terminés. 

On  arrive  naturellement  au  même  résultat  si  l'on  entreprend  la  dé- 
composition de  P  au  point  d'intersection  PR  {fig.  111),  et  si,  dans  le  po- 
Pig.  113.  lygone  des  forces  (fig,  113),  on  mène  par  le  pôle  0  une 

parallèle  à  R,  et  par  l'extrémité  de  P  une  parallèle 
à  R.  11  en  résulte  que  les  diagonales  R^  dans  les 
fig,  111  et  lia  sont  parallèles.  Géométriquement,  il 
en  résulte  aussi  que,  dans  les  quadrilatères  dont  les 
sommets  sont  les  extrémités  des  deux  diagonales  Qj 
et  R,,  deux  côtés  opposés  sont  respectivement  parallèles  dans  les  deux 
figures. 

En  changeant  l'ordre  de  composition  des  forces  et  en  entreprenant  la 
première  décomposition  au  point  d'intersection  SP  [fig,  111),  on  obtient 
Fig.  114.  aussi  les  dispositions  des  fig.  113  et  114  pour  le  poly- 

gone des  forces.  On  a  le  choix  entre  ces  trois  dispo- 
sitions [fig.  111, 113  et  114)  du  plan  des  forces.  Nous 
choisissons  d'habitude  la  disposition  de  la  fig.  112, 
quand  toutes  les  forces,  et  par  suite  aussi  les  tensions 
et  les  pressions  Q  et  R  dans  les  longerons,  sont  à  dé- 


iOo 
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terminer.  Cependant,  quaAd  ces  forces  sont  4^à  données  par  une  autre 
construction  et  qu*il  suffit  de  déterminer  la  force  S  qui  agit  suivant  la 
contre-fiche,  nous  choisissons  les  dispositions  des  fig.  143  et  114.  D*faa- 
hitude,  nous  pouvons,  dans  de  pareils  cas,  laisser  de  c6té  les  forces  R  et 
Q  et  limiter  le  polygone  des  forces  au  triangle  PSE^. 

Dans  la  décomposition  d'une  force  en  deux  composantes,  le  polygone 
des  forces  est  toujours  semblable  au  polygone  funiculaire,  c'est-à-dire 
à  la  figure  que  deux  des  éléments  donnés  de  la  construction  forment 
avec  la  force  qu'elles  doivent  équilibrer,  car  ces  polygones  se  réduisent 
à  des  triangles  qui  ont  leurs  côtés  parallèles.  Pour  les  quadrilatères,  il 
n'en  est  plus  nécessairement  ainsi,  comme  le  montre  la  ^comparaison  de 
la  fig.  m  avec  les  figures  suivantes;  dans  la  fig.  111 ,  par  exenaple, 
Tangle  RS  est  aigu;  dans  la  fig.  112  il  est  obtus,  et  ainsi  de  suite.  La 
diversité  des  deux  figures  peut  être  mise  en  évidence,  d'une  façon  plus 

Fig.  115.  nette  encore  ,  en  dessinant, 

entre  deux  côtés  opposés  Q  et 
R  {fig.  115)  reliés  par  un  troi- 
sième  côté  S,  deux    figures 
semblables,  l'une  au  polygone 
funiculaire  delà  ^^.  111  (celle 
de  gauche),  ât  l'autre  au  poly- 
gone des  forces  de  la  /î^.  112 
(celle  de  droite).  On  peut  montrer  de  la  même  manière  la  relation  des 
figAiZ  et  114  avec  la  fig.  111. 
Pour  que  le  polygone  funiculaire  et  le  polygone  des  forces  soient 

Fig.  116.  semblables,  il  faut  que  deux  côtés 

^   opposés  du  polygone  des  forces 

I   soient  parallèles.  La  fig.  116  donne 

?l   un  exemple  de  cette  similitude 

^1    pour  le  cas  de  longerons  parai- 

5  ^  lèles,  et  la  fig.  117  pour  le  cas  où 

Tune  des  barres  qui  réunit  les  deux  longerons,  6  par  exemple,  est 
parallèle  à  la  force  P.  11  résulte  également  de  ces  figures  que,  dans  le 

polygone  fumiculaire,  c'est-à-dire 
dans  la  figure  qui  représente  la 
construction  et  sur  laquelle  on  a 
aussi  indiqué  la  force,  les  forces 
qui  agissent  suivant  les  éléments 
parallèles  de  la  construction  sont 
dans  le  rapport  inverse  de  leurs 
longueurs,  et  que  celles  qui  agis- 
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Fig.  117. 
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seat  SMvaat  les  parties  obliques  so&t  dans  le  rapport  direct  de  leurs 


n  en  résulte  que: 

Dans  k  cas  de  lêngeix>ns  parallèles^  la  force  fut  agit  suivoMt  une  amire^ 
Aeàe^  est  à  la  résmltante  des  forces  agissant  en  dekars  de  celte  contre- fiche^ 
^omme  la  kngmesar  de  celie-ci  est  à  la  bugueur  du  segment  intercepté  sur  la 
ééreetàm  de  da  force  par  les  longerons  parallèies. 

On  peut  encore  s*exprimer  plus  simplement,  et  dire  :  la  composante 
verticale  de  la  force  agissant  suivant  la  contre-fiche  est  égale  à  la  somme  des 
forces  qui  agissent  en  dehors  de  cette  contre-fiche.  Mais  cette  proposition 
n'est  vraie  dans  ces  termes  que  pour  des  frameworks  ayant  des  longe- 
rons horizontaux;  lorsque  les  longerons  sont  inclinés,  la  deuxième 
composante  ne  doit  pas  être  pris^  horizontale,  mais  parallèle  aux  lon- 
gerons. S'il  existe  dans  le  framework  des  pièces  verticales  établissant 
la  liaison  entre  les  longerons,  comme  par  exemple  les  poinçons  dans  les 
ponts  du  système  Howe  ou  les  montants  dans  divers  systèmes  de  ponts 
métalliques,  ces  pièces  n'auront  à  résister  qu'à  la  somme  des  forces 
extérieures. 

Si  ces  contre-fiches  ou  ces  poinçons  sont  tous  parallèles,  les  forces 
qui  agissent  suivant  ces  pièces  sont  proportionnelles  à  P  et  changent 
dans  le  même  rapport. 

La  détermination  des  forces  qui  agissent  sur  les  divers  éléments  d'un 
framework,  telle  que  nous  venons  de  l'exposer,  est  applicable  tant 
que  P  tombe  dans  l'éteodue  de  la  feuille  de  dessin.  Si  P  tombe  en 
dehors  de  la  feuille,  on  peut  déterminer  Q  et  R  en  divisant  le  moment 
de  P  par  rapport  aux  points  RS  et  QS  par  le  bras  de  levier  de  chacune 
des  forces  Q  et  R  par  rapport  aux  mêmes  points.  P  étant  en  effet  la 
résultante  de  QRS,  le  moment  de  P  par  rapport  à  un  point  quelconque 
du  plan  est  égal  à  la  somme  des  moments  des  composantes  par  rapport 
au  même  point.  Si  l'on  choisit  ce  point  à  l'intersection  de  leurs  compo- 
santes, le  moment  de  celles-ci  sera  égal  à  0,  et  par  suite  le  moment 
de  P  par  rapport  à  ce  point  d'intersection  sera  égal  à  celui  de  la  3' 
composante. 

Si  Ton  4iésigEe,  pour  exprimer  cette  relation  d'une  manière  générale, 
par  bfrs  (nous  écrivons  b  au  lieu  de  j?,  parce  que  nous  réser\'ons  la  lettre 
p  poor  désigner  les  charges  imparties  sur  l'unité  de  longueur)  les  perpen- 
diculaires abaissées  d'un  point  quelconque  sur  ces  quatre  forces  l'égalité 
des  moioeots  conduit  à  la  relation  : 

P*  =  Q5r-f-Rr4-S«. 

Si  le  point  par  rapport  auquel  on  détermine  le  moment  est  le  point 
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de  rencontre  de  deux  forces,  les  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point 
sur  ces  deux  forces  sont  nulles,  et  la  relation  d*égalité  des  mouvements 
se  réduit  à  deux  termes.  Pour  éviter  toute  ambiguïté,  nous  affecterons 
la  perpendiculaire  qui  intervient  dans  chaque  terme  d*un  indice  qui 
sera  la  lettre  représentant  la  force  contenue  dans  Tautre  terme.  Ainsi, 
si  \  est  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  de  rencontre  des  forces  R 
et  S  sur  la  direction  de  la  force  P,  et  q^  celle  qui  est  abaissée  des  mômes 
points  sur  Q,  on  a  : 

De  la  même  manière, 

P6,  =  Rr„ 

et  Pé.  =  Ssp. 

Dans  \ai  fig.  118,  nous  avons  tracé  toutes  les  perpendiculaires  possi- 

Fiz.  118. 


blés.  On  voit  qu'il  y  en  a  douze;  elles  sont  trois  par  trois  perpendicu- 
laires à  chacune  des  quatre  lignes  PQRS,  et  en  outre  elles  se  coupent, 
trois  par  trois,  au  point  de  rencontre  de  chacun  des  quatre  triangles  que 
Ton  peut  former  avec  les  quatre  directions  des  forces.  Toutes  les  per- 
pendiculaires qui  sont  normales  à  une  même  direction  sont  désignées 
par  la  môme  lettre,  et  toutes  celles  qui  se  coupent  au  point  de  ren- 
contre des  hauteurs  d'un  môme  triangle  portent  le  môme  indice. 

Dans  le  tracé  des  polygones  funiculaires,  il  convient  de  remplacer  les 
indices  parles  numéros  des  points  de  rencontre  des  barres  du  framework, 
points  que  l'on  appelle  des  nœuds. 
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Les  perpendiculaires  peuvent  être  soit  mesurées  sur  Tépure,  soit  cal- 
culées, et  elles  permettent,  étant  donnée  une  des  quatre  forces,  par 
exemple  B,  de  déterminer  les  trois  autres. 

Si  on  élimine  P  dans  les  trois  équations  ci-dessus,  on  obtient  trois 
autres  équations  entre  les  trois  forces  Q;  R,  S. 

C'est  de  cette  manière  que  M.  le  professeur  Ritter,  de  Hanovre,  a  établi 
sa  théorie  pour  le  calcul  des  fermes  et  des  ponts  métalliques. 

Sans  examiner  si  cette  méthode  conduit  plus  rapidement  au  but  que 
la  décomposition  directe  de  P  et  la  construction  graphique  des  compo- 
santes, on  peut  dire  qu'elle  montre  d'une  façon  très  claire  dans  quelle 
direction  chacune  des  trois  forces  Q,  R,  S  agit.  A  chaque  sommet  du 
triangle  formé  par  ces  forces  [fig,  111,  p.  188),  on  a  indiqué  par  une 
flèche  dans  quel  sens  la  force  P  tourne  autour  de  ce  sommet,  et  il  est 
clair  que  la  composante  opposée  à  ce  sommet  doit  tourner  autour  de 
lui  dans  le  môme  sens,  ce  qui  détermine  si  la  barre  correspondante  du 
système  est  tendue  ou  comprimée. 

On  le  sait  à  priori  pour  les  deux  longerons  ;  mais,  pour  savoir  si  une 
contre-fiche  est  tendue  ou  comprimée,  il  faut  toujours  avoir  égard  au 
sens  suivant  lequel  P  tourne  autaur  du  point  QR.  Si,  par  exemple,  P,  re- 
présentait, dans  la  fig.  111,  la  résultante  des  forces  extérieures  à  la  sec- 
tion considérée,  cette  résultante  agirait,  par  rapport  au  point  QR,  dans 
une  direction  opposée  à  celle  de  P  ;  S  agirait  par  suite  aussi  dans  im 
sens  opposé,  et  la  contre-fiche  serait  soumise  h  une  tension  au  lieu  d'une 
compression. 

T^a  contre-fiche  serait  également  tendue  si  elle  était  dirigée  suivant 
l'autre  diagonale  du  trapèze  formé  par  les  longerons  et  par  la  tige  pré- 
cédente et  la  tige  suivante,  comme  l'indiquent  les  flèches  de  la  fig»  119. 

Tant  que  la  position  relative  de  P  par  rapport  au  point  QR  ne  change 
pas,  les  tiges  qui  relient  les  deux  longerons  sont  alternativement  ten- 
dues et  comprimées. 

Si  la  direction  de  P  passe  par  ce  point,  la  contre-fiche  correspondante 
n'est  ni  tendue  ni  comprimée. 

Enfin  si  P  passe  de  l'autre  côté  du  point  QR,  en  P,  (fig.  111),  il  y  a, 
comme  nous  venons  de  le  voir,  interversion  dans  l'ordre  de  succession 
des  tiges  alternativement  tendues  et  comprimées. 

Dans  les  frameworks  à  longerons  parallèles,  le  point  QR  est  à  l'infini; 
par  suite,  la  force  P  a,  par  rapport  à  ce  point,  toujours  la  position  indi- 
quée par  la  fig.  119,  et,  comme  nous  loferons  encore  ressortir  plus  tard, 
toutes  les  tiges  qui  vont  en  descendant  (à  partir  d'une  extrémité)  sont 
tendues. 
Dans  les  charpentes  anglaises,  c'est  le  contraire  qui  a  lieu  ;  la  résultante  P 
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est  toujours  en  deçà  du  point  QR,  parce  que  les  longerons  se  coupent 
au  delà  de  Tappui.  La  résultante  a  par  suite  toujours  la  position  indiquée 
par  P  dans  Idi  fig,  111  ;  elle  tourne  dans  un  sens  opposé  à  celui  qu'elle 
avait  dans  le  cas  d'un  framework  à  longerons  parallèles,  et  les  tiges 
descendantes  sont  soumises  à  des  compressions. 


Pig.  119. 


Dans  les  frameworks  formés  différemment,  on  ne  peut  rien  dire  dQ 
précis  sur  le  sens  des  efforts  qui  agissent  dans  les  tiges  reliant  les  lon- 
gerons. 

Si  les  deux  longerons  Q  et  R  sont  parallèles,  q^  devient  égal  à  r,  et 
égal  à  la  distance  normale  des  deux  longerons.  Les  forces  sont,  dans  ce 
cas,  égales  aux  moments  de  la  force  P  par  rapport  aux  extrémités  de  la 
contre-fiche,  divisés  par  la  hauteur  constante  de  la  construction. 

Dans  le  cas  de  longerons  non  parallèles,  si  S  est  parallèle  à  P,  A,  et  s^ 
sont  proportionnels  aux  distances  du  po^nt  d'intersection  QR  à  P  et  à  S. 
Par  suite,  pour  déduire  S  de  P,  on  n'aura  qu'à  porter  P  sur  la  direction 
de  S,  et  on  joindra  ensuite  les  extrémités  de  la  longueur  ainsi  portée  au 
point  QR,  ou  plus  généralement  à  un  point  quelconque  situé  sur  une 
parallèle  menée  par  QR  à  la  direction  commune  à  P  et  S.  Le  segment 
intercepté  sur  P  représentera  S.  Ceci  résulte  d'ailleurs  de  ce  que  P  et  S 
sonten  raison  inverse  des  longueurs  des  côiés  correspondants  du  polygone 
funiculaire,  ainsi  que  nous  l'avons  vu  page  191. 


Pour  décomposer  analytiquement  une  force  suiTant  les  directions  de  trois  droites 
données,  nous  nous  appuierons  sur  la  proposition  suivante  de  la  géométrie  analy- 
tique :  réquatiou  a<  d'une  droite  quelconque  dans  le  plan  peut  être  représenM»  an 
ittoyen  des  équations  a^,  o^,  as  de  trois  autres  droites  données  ne  passant  p«s  par 
le  même  point,  de  telle  sorte  que  Ton  ait  :  Aiat  =  A^n^  -f  A^  4-  A^t>  Ait  A|,  A^  et  A« 
étant  les  déterminants  des  coefficients  des  équations  a<,  o^,  a,  et  a^.  Pour  traduire 
cette  propositioB  dans  la  statique,  nous  n*avons  qu'A  considérer  les  ooefflcients  Aï, 
At«  As,  As  comme  des  forces,  et  nou3  dirons  :  wu  force  queiamgue  peuÂ  être  décm^ 
posée  suivant  trois  directions  situées  dans  le  même  plan  et  ne  se  coupant  pas  au  même 
point. 

Les  formules  prennent  une  ibrme  parAdteœent  symétrique  si  no  s  mone  les 

conditions  dVquilibre  des  quatre  forces,  savoir  : 
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Ai«i       Agflg       Agfls   ,   A4a4 

-  +  — :: 1 r 


^3 


^4 


A|6,       A^       A86,  ^  A464 


A,Ci 


^«  ^8  n 


0, 
0, 
0. 


On  en  déduit  immédiatement  les  rappcnrts  des  grandeurs  des  quatre  forces  : 
A,  A,  As  _  A4 


+  ^1 


«î«8«4 

-^f 

«1Û«Û4 

+  ^S 

«10164 

—  ^4 

«l«îfl8 

'>A*4 

^1^4 

616,64 

6|6,6s 

C^8C4 

<^lC8<^4 

qc,C4 

<^i<^sCi 

Ces  équations  permettent,  étant  données  une  des  forces  et  les  quatre  lignes  d*ap- 
plication  de  déterminer  les  grandeurs  des  trois  autres  forces. 

Si  on  substitue  successivement  dans  les  trois  équations  précédentes  les  coordonnées 
dessonmiets  du  triangle  formé  par  les  forces  Q,  R,  S,  on  obtient  les  trois  équations 

de  la  page  192,  qui  nous  ont  servi  de  point  de  départ,  car n'est  autre  chose  que 

la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  considéré  sur  la  ligne  ai. 
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CHAPITRE  III 

FORCES  DANS   L'ESPACK 


57.    COMPOSITION  GÉNÉRALE   DES  FORCES  DANS  l'eSPACE 

Pour  composer  les  forces  dans  Tespace,  choisissons  arbitrairement  un 
plan  P  et  un  point  0  situé  en  dehors  de  ce  plan;  menons  le  plan  proje- 
tant du  point  0  une  des  forces  données,  et  cherchons  Tintersection  de 
ce  plan  avec  le  plan  P;  puis,  déterminons  le  point  d'intersection  de  la 
force  avec  le  môme  plan  et  joignons  ce  point  au  point  0.  Nous  obtenons 
ainsi  deux  droites  situées  dans  le  plan  projetant  de  la  force  et  la  cou- 
pant dans  le  plan  P  ;  nous  pourrons  par  suite  décomposer  la  force  sui- 
vant les  directions  de  ces  deux  droites.  En  traitant  de  même  toutes  les 
forces  données,  nous  les  décomposerons  en  deux  séries,  telles  que  toutes 
les  forces  de  la  première  série  passent  par  un  môme  point  et  que  toutes 
celles  de  la  seconde  série  soient  situées  dans  un  môme  plan.  Les  forces 
de  chaque  série  pouvant  être  composées  en  une  seule  force,  nous  rédui- 
rons de  cette  manière  le  système  entier  à  deux  forces. 

S'il  arrive  que  ces  deux  forces  se  coupent,  elles  pourront  être  compo- 
sées de  nouveau,  et  le  système  aura  dans  ce  cas  une  résultante  unique. 
Mais,  en  général,  il  n'en  sera  pas  ainsi. 

Deux  forces  dans  l'espace  qui  ne  se  rencontrent  pas  ne  peuvent  pas 
être  composées  entre  elles,  car,  s'il  était  possible  de  les  équilibrer  au 
moyen  d'une  force  unique  égale  et  directement  opposée  à  leur  résul- 
tante, ces  trois  forces  devraient,  d'après  la  condition  d'équilibre  énon- 
cée au  n"  53,  page  179,  se  couper  en  un  môme  point  et  être  situées  dans 
un  môme  plan,  ce  qui  est  contraire  à  notre  hypothèse. 

Quand  deux  forces  ne  peuvent  pas  être  réduites  à  une  seule,  elles 
peuvent  être  d'une  infinité  de  manières  remplacées  par  deux  autres 
forces,  car,  en  changeant  le  point  0  ou  le  plan  P,  ou  tous  les  deux  à 
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la  fois,  on  obtiendra  deux  autres  forces  qui,  prises  en  sens  contraire, 
équilibreront  le  système  donné  et  par  suite  les  deux  forces  auxquelles 
on  a  réduit  ce  système. 

11  est  intéressant  d'étudier  les  relations  qui  existent  entre  les  forces 
données  et  la  position  du  point  et  du  plan  choisis.  Dans  ce  but,  nous 
commencerons  par  généraliser  quelques-unes  des  propositions  du  n*  54, 
page  181. 


58.    CENTRE  DES  FORCES  PARALLÈLES 

Si  deux  forces  parallèles  tournent  dans  Tespace  autour  de  deux 

points  fixes  A  et  B,  fig.  120,  de  façon  à  rester  toujours  parallèles  et  à 

conserver  respectivement  la  même  grandeur,  leur  résultante  tournera 

Fig^  120.  aussi  autour  d'un  point  fixe  G,  qui, 

d'après  le  n*  54,  page  182,  sera  situé 
sur  la  ligne  AB,  de  manière  à  diviser  la 
longueur  de  cette  ligne  en  segments 
inversement  proportionnels  aux  forces. 
Si  on  ajoute  au  système  une  3*  force  3, 
tournant  aussi  autour  d'un  point  fixe, 
ce  que  nous  venons  de  dire  s'appliquera 
à  cette  force  et  à  la  résultante  des  forces  1  et  2,  et  par  conséquent  à  un 
nombre  quelconque  de  forces.  Nous  pouvons  donc  dire  d'une  manière 
générale  : 

Si  des  forces  parallèles  de  grandeur  quelconque^  et  qui  peuvent  par  con- 
séquent avoir  des  sens  opposés  y  tournent  dans  F  espace  autour  de  points 
fixes  y  de  façon  à  rester  toujours  parallèles  entre  elles,  sans  changer  de  gran- 
deur ^  la  résultante  de  ces  forces  tournera  aussi  autour  d'un  point  fixe  appelé 
centre  de  ces  forces.  Si  les  forces  dont  il  s'agit  sont  des  poids,  le  centre  des 
forces  s'appelle  centre  de  gravité. 

Si  les  différents  points  dans  l'espace,  par  exemple  les  points  d'appli- 
cation des  forces  1234  [fig,  121),  sont  donnés  par  leurs  projections  sur 
deux  plans  qui  se  coupent,  le  centre  de  ces  forces  se  projettera  constam- 
ment sur  la  direction  de  la  résultante  que  l'on  obtient  en  menant,  par 
les  projections  de  ces  points  d'application  et  dans  le  plan  de  projection, 
des  forces  parallèles  de  même  grandeur  que  les  forces  données  et  ayant 
une  direction  arbitraire. 

Si,  en  effet,  on  fait  tourner  toutes  les  forces  données  autour  de  leurs 
points  d'application,  de  façon  qu'elles  deviennent  parallèles  au  plan  de 
projection,  tout  en  restant  parallèles  entre  elles,  puis  qu'on  projette 
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tontes  ces  forces  sur  le  plan  de  projection  et  qa'on  décompose  chaque 
force  dans  son  plan  projetant  en  une  force  à  Tinfini  et  en  une  compo- 
sante parallèle,  de  même  direction  et  de  même  grandeur,  dans  le  plan 

Fig.  121. 


.•  ••  /    <.      r-      .♦  *^     tta 
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de  projection,  ces  dernières  forces  pourront  être  composées,  suivant  la 
méthode  ordinaire,  comme  des  forces  parallèles  dans  le  plan,  au  moyen 
d'un  polygone  funiculaire. 

Les  directions  des  forces  à  rinûnî  coïncident  avec  la  droite  à  Tinfini 
qui  détermine  la  position  des  plans  projetants;  leur  somme  et  la  résul- 
tante obtenue  dans  le  plan  de  projection  seront  donc  situées  dans  un 
même  plan  el  pourront  être  composées  Tune  avec  Tautre;  le  résultat  de 
cetle  composition  sera  la  résultante  des  forces  parallèles  données.  Le 
plan  dont  il  s'agit  sera  par  suite  le  plan  projetant  de  la  résultante  et 
contiendra  aussi  la  résultante  obtenue  en  composant  les  forces  proje- 
tées dans  le  plan  de  projection. 

Gomme  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  particulière  au  sujet  des 
diverses  directions  et  positions  choisies,  ce  que  nous  venons  de  démon* 
trer  s'applique,  quelles  que  soient  la  position  du  plan  de  projection  et  la 
direction  des  rayons  parallèles  projetant  les  points  donnés  dans  l'espace, 
sur  le  point  de  projection  choisi. 

Si  nous  nous  donnons  la  direction  des  forces  parallèles  dans  le  plan  de 
projection,  cette  direction  et  celle  des  lignes  projetantes  détermineront 
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la  direction  des  plans  projetants.  Si  nous  changeons  la  direction  des 
forces  dans  le  plan  de  projection,  les  plans  projetants  tourneront  autour 
des  rayons  projetant  les  points  d'application  des  forces  dans  l'espace. 
En  opérant  ainsi,  nous  obtiendrons  la  projection  du  centre  des  forces 
données,  mais  non  la  longueur  du  rayon  projetant  qui  détermine  la 
position  de  ce  centré  dans  l'espace.  Pour  déterminer  cette  position, 
est  nécessaire  de  changer  au  moins  une  fois  la  direction  des  rayons  pro- 
jetants. Il  suffira  alors  de  composer,  en  choisissant  une  direction  arbi- 
traire dans  le  plan  de  projection,  les  forces  parallèles  agissant  sur  les 
nouvelles  projections  des  points  de  l*espace,  pour  obtenir  un  plan  pro- 
jetant de  la  résultante,  qui  ne  contiendra  pas  le  rayon  projetant  déjà 
obtenu,  et  dont,  par  suite,  l'intersection  avec  ce  rayon  donnera  la  posi- 
tion du  centre  cherché.  Il  faut,  par  conséquent,  exécuter  trois  fois  l'opé- 
ration  consistant  à  déterminer  la  résultante  des  forces  parallèles  dans 
le  plan  ;  chaque  opération  détermine  un  plan  contenant  la  résultante 
dans  l'espace. 

D'après  ce  qui  précède,  toutes  ces  opérations  pourraient  être  effectuées 
dans  un  seul  et  même  plan,  si  on  se  donnait  dans  ce  plan  les  projec- 
tions des  points  d'application  au  moyen  dô  deux  directions  différentes. 
Toutefbis,  lorsque  tous  les  points  sont  donnés  au  moyen  de  leurs  pro- 
jections sur  deux  plans  rectangulaires,  il  est  préférable  d'opérer  entiè- 
rement suivant  les  règles  de  la  géométrie  descriptive  et  de  faire  toiu'ner 

te  plan  de  projection  de  -  lorsque  le  rayon  projetant  tourne  lui-même 

2 

La  fig»  121  montre  comment  ces  opérations  peuvent  être  effectuées. 
Les  points  d'application  12  34  des  forces  dans  l'espace  sont  donnés  par 
leurs  projections  sur  un  plan  vertical  E  et  un  plan  horizontal  E^.  En 
choisissant  pour  la  direction  des  forces  la  direction  de  la  verticale,  on 
obtient  le  polygone  des  forces  PO  ;  le  polygone  funiculaire  correspon- 
dant donne  les  verticales  (1 2),  (1  2  3),  (1 2  3  4),  sur  lesquelles  sont  situées 
les  projections  des  centres  correspondants  à  ces  différents  groupes  de 
forces.  Bn  choisissant  maintenant  la  direction  des  forces  parallèlement 
l  la  ligne  de  terre,  on  obtient  le  polygone  des  forces  Pj  Oj,  et  le  poly- 
gone funiculaire  correspondant  donne  les  horizontales  (12),  (12  3), 
(123  4),  dont  les  intersections  avec  les  premières  verticales  déterminent 
complètement  les  projections  verticales  des  centres  des  groupes  de 
forces  (1  2),  (1.2  3),  (123  U). 

Après  avoir  effectué  ces  deux  opérations  dans  le  plan  vertical,  il  suf- 
fira d'exécuter  une  seule  opération  analogue  dans  le  plan  horizontal,  en 


200  COMPOSITION  DES  FORCES. 

prenant  les  forces  parallèles  à  la  ligne  de  terre;  on  construira  ainsi  le 
polygone  des  forces  0,Pi  et  le  polygone  funiculaire  correspondant  déter- 
minera les  parallèles  (12),  (123),  (1234)  à  la  ligne  déterre,  sur  les- 
quelles devront  se  trouver  les  projections  des  centres  des  groupes  de 
forces  correspondants.  Les  positions  de  ces  centres  dans  Fespace  seront 
ainsi  complètement  déterminées.  Les  points  d'application  des  forces  1, 
(12)  2,  (12)  (123)  3,  (123)  (1234)4,  devront  Ôtre  en  ligne  droite,  coaime 
on  l'a  indiqué  sur  la  figure. 

Il  résulte  en  outre  des  constructions  faites  jusqu'à  présent  que  la 
forme  du  polygone  funiculaire  n'est  pas  modifiée  quand,  dans  les  plans 
projetant  les  forces,  on  rapproche  ou  on  éloigne  celles-ci  du  plan  de 
projection. 


59.  MOMENT  DES  FORCES  PARALLÈLES  PAR  RAPPORT  A  UN  PLAN 


Les  composantes  à  l'infini  des  forces  parallèles  agissant  sur  différents 
points  dans  l'espace  ont  pour  mesure  le  moment  de  ces  forces  par  rap- 
port à  leurs  projections  respectives,  et  ce  moment  est  lui-môme  propor- 
tionnel au  produit  de  chaque  force  par  la  longueur  du  rayon  projetant 
son  point  d'application.  En  outre,  toutes  ces  composantes  à  l'infini  sont 
situées  sur  une  même  droite  à  l'infini,  et,  par  suite,  s'ajoutent  simple- 
ment en  donnant  une  résultante  qui  est  la  mesure  du  moment  de  la 
résultante  des  forces  données  par  rapport  à  la  projection  de  celle-ci.  11 
en  résulte  que,  si  nous  désignons  d'une  façon  générale  sous  le  nom  de 
moment  d'un  système  de  forces  parallèles  par  rapport  à  un  plan  donné 
la  somme  des  produits  de  ces  forces  par  les  longueurs  correspondantes 
des  rayons  parallèles  qui  projettent,  suivant  une  direction  arbitraire, 
leurs  points  d'application  sur  le  plan  donné,  nous  pourrons  dire  : 

Le  moment  de  diverses  forces  parallèles  par  rapport  à  un  plan  donné  est 
égal  au  moment  de  la  résultante  de  ces  forces  par  rapport  au  même  plan. 

11  en  résulte  que,  si  Ton  déplace  les  points  d'application  de  différentes 
forces  parallèles  dans  des  plans  parallèles  quelconques,  le  point  d'appli- 
cation de  la  résultante  se  déplacera  aussi  dans  un  plan  parallèle  à  ces 
derniers.  Cette  proposition  résulte  aussi  directement  des  constructions 
de  la  fig,  121. 

Il  en  résulte  aussi  que  le  moment  d'un  nombre  quelconque  de  forces 
parallèles  consécutives  réunies  dans  un  plan  de  projection  par  un  poly- 
gone funiculaire,  par  rapport  à  un  plan  projetant  quelconque,  est  égal 
au  produit  du  segment  intercepté  sur  la  projection  de  ce  plan  par  les 
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côtés  extrêmes  du  polygone,  et  de  la  hauteur  du  polygone  des  forces. 

Les  deux  propositions  suivantes  sont  une  nouvelle  conséquence  de  la 
construction,  ainsi  que  du  théorème  des  moments  énoncé  ci-dessus  : 

Si  toutes  les  forces  à  composer  peuvent  être  réparties  en  groupes  tels 
que  les  centres  de  tous  les  groupes  coïncident  au  même  point,  ce  point 
sera  aussi  le  centre  de  Tensemble  des  forces  données. 

Si  les  centres  des  groupes  sont  tous  situés  sur  une  même  droite  ou 
dans  un  même  plan,  le  centre  des  forces  sera  aussi  situé  sur  cette  droite 
ou  dans  ce  plan. 


60.  COMPOSITION,  POUR  UN  SYSTÈME  DE  FORCES  DANS  L'eSPACE,  DES  COMPO- 
SANTES PASSANT  PAR  UN  MÊME  POINT  ET  DES  COMPOSANTES  SITUÉES  DANS 
UN  MÊME   PLAN 


Si  on  coupe  par  un  plan  un  nombre  quelconque  de  forces  dans  V espace  et 
qu'on  décompose  chaque  force,  comme  il  a  été  dit  au  n*  56,  en  deux  compo- 
santes dont  tune  soit  située  dans  le  plan  et  dont  Vautre  passe  par  un  point 
fixe  arbitrairement  choisi  en  dehors  du  plan  ^  la  résultante  de  ces  dernières 
composantes  rencontrera  le  plan  au  centre  d'un  système  de  forces  pai*aUèles 
appliquées  aux  points  de  rencontre  des  forces  données  avec  le  plan  et  ayant 
des  intensités  proportionnelles  aux  hauteurs  respectives  des  différentes  forces 
données  au-dessus  du  plan  (*;.  La  hauteur  de  la  résultante  du  groupe  des 
composantes  non  situées  dans  le  plan  est  égale  à  la  somme  des  hauteurs  des 
différentes  forces  données.  , 

La  proposition  est  évidente  lorsque  le  point  fixe  est  à  Tinfini.  Pour 
retendre  à  un  point  quelconque,  il  suflSt  de  remarquer  que  la  résultante 
correspondant  à  un  point  à  l'infini  peut  être  décomposée  en  deux  forces. 
Tune  passant  par  le  point  choisi,  l'autre  située  dans  le  plan,  et  que  la 
hauteur  de  la  première  force  au-dessus  du  plan  est  la  même  que  celle  de 
la  résultante.  Donc  : 

Etant  donné  un  système  de  forces  dans  Fespace,  à  chaque  plan  choisi 
arbitrairement  pour  effectue?*  la  décomposition  indiquée  précédemment  cor- 
respond un  point  de  ce  plan  par  lequel  passe  constamment  la  résultante  des 
composantes  non  situées  dans  ce  plan,  quel  que  soit  le  point  fixe  choisi  en 
dehors  du  plan  pour  effectuer  la  décomposition. 


(*)  Voir,  pour  la  défiai tion  de  la  hauteur  d^une  force  au-dessus  d*uii  plan,  la  note 
de  la  page  183. 


SOS  COMPOSITION   DEB  PORCBS. 

A  cette  proposition  correspond  la  réciproque  suivante  : 

A  chaque  point  ariitrairtment  choisi  pour  effectuer  la  décomposition  des 

forces  données,  correspond  un  pUtn  passant  par  ce  point  et  gui  conliml 

conêtamment  la  résultante  du  grot^  des  compoaantei  ne  passant  pas  par  le 

point  choisi,  guel  gue  soit  le  plan  adopté  pour  effectuer  la  décomposition. 

Soit,  en  effet  {fig.  122),  p  le  point  cboisf .  De  ce  point,  projetons  les  deux 

Fig.  Ht. 


forces  A,  et  A^  sur  un  plan  @  pris  arbitrairement  et  décomposons 
chaque  Force  A  au  point  (A©)  (nous  représentons  par  A  l'une  quelconque 
des  forces  A,  et  A,)  en  deux  composantes  suivant  deux  directions,  l'une  B 
passant  par  p,  l'autre  G  située  daus  le  plan  ®.  Gela  fait,  déplaçons  les 
forces  agissant  suivant  les  directions  C,  de  façon  que  leurs  points  d'ap- 
plication se  trouvent  lur  l'intersection  d  des  deux  plans  projetants.  La 
hauteur  h  de  chaque  force  C  par  rapport  à  la  ligne  d  sera  alors  égale  an 

momentdeA,parrapportaupointp,divisépar£f,soit -:  ,  91  étant  le  double 

de  la  surface  représentative  du  moment,  et  d  la  distance  du  point  p  au 
plan  €  mesurée  suivant  l'intersection  des  deux  plans  projetants,  comme 
l'indique  la  fig.  133.  , 

Gette  hauteur  des  extrémités  de  G  est  indépendante  de  la  position  du 
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plan  ©  dans  l'espace,  lorsque  d  reste  constant  ;  quelle  que  soit  en  effet 
la  position  du  plan,  Textrémité  de  C  décrit  une  parallèle  à  rf  à  la  distance  h. 
Ces  parallèles  sont  indiquées  par  un  trait  ponctué  sur  \dL  fig.  122.  Par 
suite,  Textrémité  de  la  résultante  R  des  deux  forces  G^  et  C,  se  déplace 
aussi  suivant  une  parallèle  à  rf,  c'est-à-dire  que  la  résultante  est  toujours 
située  dans  un  plan  fixe  passant  par  p  ;  en  outre,  le  moment  de  cette 
résultante  par  rapport  à  p  est  constant.  Si  en  particulier  nous  supposons 
le  plan  @  perpendiculaire  à  d,  les  composantes  G,  et  par  suite  aussi  la 
résultante  R,  seront  proportionnelles  à  leurs  moments  respectifs  ;  pour 
la  résultante,  ce  moment  sera  91  =  Rrf. 

Nous  avons  supposé  d  constant,  mais  cette  hypothèse  n*est  pas  néces- 
saire pour  la  conclusion  à  laquelle  nous  voulons  arriver.  Si  le  plan  <3 
coupe  la  ligne  c{  à  la  distance  d  au  lieu  de  d^  les  h'  correspondant  à 

cette  nouvelle  position  seront  égaux  à  -p  au  lieu  de  -y  ;  les  deux  A' seront 

Œ  a 

donc  proportionnels  aux  premiers  A,  c'est-à-dire  qu'ils  seront  modifiés 

dans  le  rapport  —  .  Le  plan  projetant  de  R'  ne  sera  par  suite  pas  modifié, 

d 
cl  R'  sera  devenu  aussi  R  y  .  Nous  aurons  donc  comme  précédemment  : 

R'd'  =  Rrf=3l. 

La  force  R  étant  complètement  déterminée  par  les  intersections  des 
parallèles  à  (/avec  le  plan  <S,  elle  pourra  de  la  même  façon  être  composée 
atec  la  composante  d'une  autre  force  quelconque  située  dans  le  plan  6. 

Dans  la  géométrie  descriptive,  on  donne  souvent  la  direction  d'un 
plan  au  moyen  d'une  perpendiculaire  à  ce  plan.  Cette  perpendiculaire 
définit  en  effet  complètement  la  direction  du  plan,  puisque  tous  les  plans 
perpendiculaires  à  une  même  droite  sont  parallèles  entre  eux,  et  que 
Tangle  que  deux  plans  font  entre  eux  est  égal  à  l'angle  des  deux  nor- 
males à  ces  plans. 

Suivant  un  usage  analogue,  nous  définirons  la  position  des  plans  pro- 
jetants au  moyen  de  leurs  normales  et  d'un  point  de  ces  plans,  par 
exemple  le  point  fixe  p. 

Si  maintenant  nous  donnons  à  ces  normales  des  longueurs  propor- 
tionnelles aux  moments  S,  en  faisant  partir  toutes  ces  longueurs  du 
point  p  pris  pour  origine,  et  qu'on  les  compose  entre  elles  comme  des 
forces  agissant  sur  le  point  p,  la  résultante  de  ces  deux  moments  sera 
normale  au  plan  SR  et  proportionnelle  au  moment  5t,  car  le  contour 
Îl,îlj9i  servant  à  composer  les  moments  est  semblable  au  contour 
C,C,R,  quand  le  plan  ©  est  perpendiculaire  à  </,  comme  le  montre  la 
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fig,  122.  Par  conséquent,  si  31,  et  S(,  sont  perpendiculaires  à  C,  et  G,, 
31  sera  aussi  perpendiculaire  à  R. 

Nous  possédons  maintenant  tous  les  éléments  nécessaires  pour  com- 
poser avec  le  moment  3t  le  moment  SI,  de  la  composante  G„  dans  le  plan 
©,  d'une  3*  force  A,.  Nous  n'avons  pour  cela  qu'à  mener,  dans  le  faisceau 
p,  la  normale  correspondante  au  plan  projetant  de  A„  en  lui  donnant 
unelongueurproportionnelleàSl,,  et  à  ajouter  cette  longueur  à  91,  c'est- 
à-dire  à  la  somme  S(,  -\-  3lj.  En  procédant  ainsi,  nous  avons  remplacé  la 
composition  des  forces  dans  le  plan  @  par  une  composition  dans  le 
faisceau  p,  et  ce  faisceau,  par  suite  de  la  manière  même  dont  il  a  été 
formé,  jouit  de  propriétés  réciproques  par  rapport  au  plan  ©.  Ainsi  trois 
forces  ou  un  plus  grand  nombre,  situées  dans  le  plan  @  et  se  coupant 
en  un  même  point,  correspondent  à  un  môme  nombre  de  rayons  normaux 
aux  plans  projetant  ces  forces  et  situés  dans  un  même  plan  ;  ce  plan 
correspond  au  point  d'intersection  des  forces.  De  môme,  différents 
points  du  plan  ©  situés  en  ligne  droite  correspondent  à  un  môme  nom- 
bre de  plans  du  faisceau,  qui  se  coupent  sur  le  rayon  correspondant  à  la 
ligne  droite  sur  laquelle  sont  situés  les  points. 

Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  fait  observer,  cette  composition  des  forces 
est  complètement  indépendante  de  la  position  du  plan  @,  puisque,  pour 
composer  les  moments,  nous  n'avons  besoin  d'autres  données  que  la 
direction  des  plans  projetants  et  la  grandeur  de  ces  moments.  Cette 
composition  s'applique  donc  aussi  à  des  forces  situées  dans  le  plan  à 
l'infini,  car  les  moments  par  rapport  à  p  ne  sont,  dans  ce  cas,  pas  autre 
chose  que  les  composantes  à  l'infini  obtenues  en  décomposant  chaque 
force  A  en  une  force  parallèle  passant  par  p  et  en  une  autre  force  à 
l'infini. 

Donc  : 

Si  ton  veut  composer  des  forces  sitiiées  dans  le  plan  à  V  infini,  on  déter- 
minera le  rayon  normal  à  la  résultante  cherchée  et  dont  la  longueur  repré- 
sente le  moment  de  cette  résultante,  en  portant  les  moments  des  différentes 
forces  sur  les  rayons  correspondants  et  composant  les  moments  comme  des 
forces  ordinaires. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  montre  comment  on  peut  composer  des 
forces  à  l'infini,  opération  que  les  indications  du  n*  54,  p.  181,  ne  nous 
permettaient  pas  encore  d'effectuer. 
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•  Lorsqu'on  a,  par  la  méthode  exposée  dans  les  numéros  précédents, 
réduit  à  deux  forces  R  et  S,  qui  ne  se  coupent  pas,  un  système  de  forces 
dans  l'espace,  et  qu'on  prend  un  point  a  sur  Tune  de  ces  deux  forces, 
S,  par  exemple,  le  plan  correspondant  à  ce  point  sera  nécessairement 
le  plan  projetant  aR.  Décomposons  en  effet  les  différentes  forces  A,  aux 
points  où  elles  rencontrent  un  plan  arbitraire  9î,  suivant  la  direction 
du  point  a  et  suivant  la  direction  de  l'intersection  des  plans  aA  et  91,  et 
opérons  de  même  pour  la  résultante  R.  La  composante  de  R,  dans  ce 
dernier  cas,  sera  la  résultante  des  composantes  de  toutes  les  forces  don- 
nées dans  ce  même  plan.  Cette  composante  sera  donc  projetée  du  pointa 
par  le  plan  oR  ou  ©,  et,  d'autre  part,  toutes  les  forces  passant  par  le 
point  a,  non  compris  la  force  S,  seront  en  équilibre. 

Inversement,  si  par  la  force  R  on  mène  le  plan  9t,  le  point  p  corres- 
pondant à  ce  plan  sera  le  point  de  rencontre  du  plan  et  de  la  force  S. 
Si,  en  efiTet,  on  décompose  les  différentes  forces  A  dans  leurs  plans  pro- 
jetants, menés  par  un  point  arbitraire  a  pris  sur  la  direction  de  S,  en 
deux  composantes  dirigées,  l'une  suivant  le  point  a,  l'autre  suivant  l'in- 
tersection de  ces  plans  avec  9î,  la  force  S  sera  la  résultante  de  toutes  les 
composantes  passant  par  a;  cette  résultante  coupera  donc  toujours  le 
plan  91  au  point  de  rencontre  de  ce  plan  avec  S.  De  là  résulte  que,  lors- 
que, en  choisissant  le  point  p,  on  a  déterminé  le  plan  9i  qui  doit  pro- 
jeter la  force  R  ne  passant  pas  par  le  point  p,  inversement  à  ce  plan  91 
correspond  le  même  point  p,  par  lequel  doit  passer  constamment  la 
force  S  non  contenue  dans  ce  plan. 

Donc  : 

5t,  en  choisissant  une  place  fixe  ©,  on  détermine  le  point  fixe  <x  de  ce 
plan  par  lequel  doit  passer  la  force  S  non  située  dans  ceplan,  inversement  y 
en  prenant  le  point  fixe  <x,  on  obtient  le  plan  fixe  @,  qui  projette  la  force  R 
ne  passant  pas  par  ce  point. 

En  raison  de  Timportance  de  ce  théorème  de  réciprocité,  nous  le 
démontrerons  directement  d'une  façon  géométrique.  La  hauteur  de  la 

force  A  par  rapport  à d  est  - —  ;  la  hauteur  de  cette  même  force  par  rapport 

St      c 
au  plan  9t,  mesurée  normalement  à  ce  plan,  sera  - — :  .  7; ,  en  désignant 

(pa)      G 

par  c  la  longueur  des  perpendiculaires  abaissées  des  extrémités  des 
forces  C  s\ir  le  plan  91,  longueur  qui  est  la  môme  pour  Ci  et  pour  C,. 
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Mais,  comme  G  =  —  ,  il  en  résulte  que  la  hauteur  de  la  force  A  sur  le 

a 

ed 

plan  91  est  r — : .  Le  produit  cd  étant  constant  pour  les  deux  forces  A, 

(pa) 

et  A, ,  les  distances  pa^  et  pa,  seront  en  raison  inverse  des  hauteurs  des 
forces  A  par  rapport  au  plan  9t.  Le  point  p  est  donc  situé  sur  la  ligne  d 
comme  le  point  a  est  situé  sur  la  ligne  b.  Gela  posé,  dans  le  plan  proje- 
jetant  la  force  k^  du  point  <x,  portons,  sur  une  normale  à  6,  le  moment  %i 
de  cette  force  par  rapport  au  point  a.  Il  est  facile  de  voir  que  la  hauteur 
de  Textrémité  de  ce  moment,  par  rapport  au  plan  @,  est  égale  à  (<iA)H. 
Mais  on  a  par  construction  (<jA,)  Hj  =  (<jAj)  H, ,  c'est-à-dire  que  les  hau- 
teurs des  moments  Sf<Xj  et  3(<j,,  par  rapport  au  plan  @,  sont  égales.  Par 
conséquent,  le  plan  projetant  le  moment  résultant,  plan  qui  doit  pro- 
jeter aussi  la  résultante  R,  comme  nous  Tavons  vu  au  numéro  précédent, 
sera  précisément  le  plan  ®.  Ge  plan  ®  correspond  donc  bien  au  point  <r. 

Pour  démontrer  les  diverses  propositions  qui  précèdent,  nous  avons 
choisi  arbitrairement  le  point  p  et  le  plan  @.  Mais,  puisque  le  plan  @ 
est  déterminé  par  le  point  a,  nous  pouvons  aussi  choisir  arbitrairement 
les  points  p  et  <x,  et  alors  nous  obtiendrons  R  en  prenant  Tintersection 
des  deux  plans  R  et  @,  qui  correspondent  respectivement  à  deux  points 
p  et  <x  de  S.  Inversement,  nous  pourrons  nous  donner  arbitrairement  les 
plans  9i  et  <S;  la  force  R  coïncidera  alors  avec  Tintersection  de  ces  deux 
plans  et  la  force  S  avec  la  ligne  joignant  les  deux  points  p  et  a  corres- 
pondant à  ces  deux  plans. 

Donc,  si  un  plan  tourne  autour  d'une  droite  R,  le  point  cerrespondaxU 
à  ce  plan  décrit  la  droite  S  correspondant  à  R. 

Nous  appellerons  désormais  droites  correspondantes  ou  conjuguées, 
deux  droites  suivant  lesquelles  on  peut  appliquer  des  forces  finies  Ret  S> 
susceptibles  d'équilibrer  un  système  de  forces  donné,  et  nous  appel- 
lerons groupe  l'ensemble  de  deux  forces  R  et  S. 

Le  faisceau  de  plans  passant  par  R  et  la  ponctuelle  S  sont  évidem- 
ment des  formes  projectives;  ce  sont  même  des  formes  perspectives. 

Si  le  système  de  forces  donné  consiste  simplement  dans  les  forces  A, 
et  A,  (/î^.  122),  Aj  et  A,  pouvant  d'ailleurs  être  les  résultantes  d'antres 
forces,  il  résulte  des  propositions  précédentes  que  les  directions  des 
quatre  forces  A,,  A„  R  et  S  sont  situées  sur  on  même  hyperboloïde,  dont 
les  droites  betd  sont  des  directrices.  Quels  que  soient  en  effet  les  points  p 
et  <r  pris  sur  S,  les  plans  qui  projettent  les  trois  autres  forces  A|,  A,  et  R 
doivent  se  couper  suivant  une  même  droite,  car  autrement  leurs  mo- 
ments ne  pourraient  pas  sa  faire  équilibre  ;  de-  même,  qœis  que  soient 
les  plans  9t  et  @  menés  par  R«  les  points  suivant  lesquels  ces  fli 
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coupent  les  trois  autres  forces  doivent  ôtre  en  ligne  droite,  car  sans  cela 
les  composantes  de  ces  forces  situées  dans  chacun  de  ces  plans  ne  pour- 
raient pas  se  faire  équilibre. 

Si  Ton  prend  sur  Thyperboloïde  AjA,RS  une  génératrice  quelconque  P, 
la  ligne  correspondante  Q  sera  aussi  une  génératrice  du  mdn^e  hyper- 
boloîde.  Si,  par  une  directrice  6,  on  mène  un  plan  coupant,  deux  lignes 
correspondantes  ÂjA,,  RS  ou  PQ,  le  point  correspondant  à  ce  plan 
décrira  la  même  directrice  by  car  au  point  o  correspond  le  plan  @,  et  au 
point  k^b  le  plan  A,6.  De  là  résulte  que  toute  directrice  du  système, 
c'est-à-dire  toute  droite  qui  rencontre  deux  directions  correspondantes, 
se  correspond  à  elle-même.  Nous  verrons  plus  tard  que  le  système  de 
forces  donné  ne  peut  être  mis  en  équilibre  suivant  les  directrices  qu*au 
moyen  de  forces  infinies.  Les  directrices  du  système  de  forces  donné 
sont  caractérisées  par  cette  propriété  que  les  moments  du  système 
par  rapport  à  Tune  quelconque  d'entre  elles  est  toujours  nul;  car,  si 
cette  directrice  coupe  Tune  des  deux  forces  auxquelles  le  système  peut 
être  réduit,  elle  coupera  aussi  l'autre;  le  moment  de  ces  deux  forces 
par  rapport  à  la  directrice  est  donc  nul,  et  il  en  sera  de  même  de  celui 
du  système. 

Le  faisceau  de  plans  ©  passant  par  la  directrice  Aétantprojectif  avecla 
ponctuelle  formée  par  le  point  <j  qui  décrit  la  même  directrice,  celle-ci  sera 
aussi  projective  avec  la  ponctuelle  obtenue  par  Tintersection  de  la  force 
R  projetée  par  le  plan  ©  avec  d.  Mais,  comme,  par  le  déplacement  du 
plan  ©,  la  force  R  engendre  Thyperboloïde,  dont  b  est  aussi  une  section, 
il  en  résulte  que  les  ponctuelles  {b  R)  et  <j  sont  aussi  projectives.  Les 
forces  R  et  S  étant  correspondantes,  ces  deux  ponctuelles  sont  en  in- 
volution. 

Donc  trots  directrices  quelconques  du  système  déterminent  un  hyperbo- 
loïdCy  qui  est  le  lieu  géométrique  d^une  série  de  groupes  de  deux  forces  cor- 
respondantes formant  une  involution. 

Par  conséquent,  deux  groupes  de  droites  correspondantes  qui  doivent 
être  situées  sur  un  même  hyperboloïde ,  suflBsent  pour  déterminer  le 
système,  car  ces  droites  déterminent  Thyperboloïde.  et  en  outre,  d'après 
le  n*  40,  p.  156,  les  rapports  des  quatre  forces  agissant  suivant  elles. 
Ordinairement  on  ne  donne  pas  quatre  lignes  d'application  des  forces^ 
mais  seulement  deux  avec  la  grandeur  des  forces  R  et  S  correspon- 
dantes, et  il  s'agit  alors  de  déterminer  la  force  Q  correspondant  à  une 
autre  force  P* 

Menons  par  la  force  P  deux  plans  coupant  les  droites  R  et  S  et  divi- 
sons les  points  d'intersection  en  raison  inverse  des  hauteurs  des  forces 
R  et  3  par  rapport  à  ces  deux  plans.  Nous  obtiendrons  ainsi  deux  points 
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Fig    123. 


de  la  droite  Q.  On  peut  aussi  prendre  deux  points  sur  P  et  composer  les 
moments  31  et  ®  des  forces  R  et  S  par  rapport  à  chacun  des  deux  points 
choisis;  on  obtient  ainsi  deux  plans  qui  contiendront  la  force  Q.  Les 
quatre  lignes  PQRS  seront,  par  construction,  situées  sur  un  mônic  hy- 
perboloïde.  Nous  verrons,  à  la  fin  de  ce  chapitre,  comment  ces  opéra- 
tions peuvent  être  effectuées  d'après  les  règles  de  la  géométrie  des- 
criptive. 

Nous  allons  maintenant  essayer  de  déterminer  la  position  de  Q  sur 

rhyperboloïde.  Soient  R'et  S' les  di- 
rectrices parallèles  à  R  et  S  et  si- 
tuées sur  le  môme  hyperboloïde  ; 
ces  directrices  devront  être  coupées 
par  toutes  les  génératrices.  Nous 
désignerons  les  points  d'intersection 
deRPSQavecR'parcA>7r(jx(/f^.l23); 
et  avec  S'  par  p'  t:'  co'  x'.  Les  côtés 
du  contour  fermé  xî:7:'cr>x'  sont 
respectivement  parallèles  aux  di- 
rections des  quatre  forces,  et,  comme 
le  contour  est  gauche,  ces  forces 
devront,  d'après  le  n*  40,  p.  156, 
être  proportionnelles  aux  longueurs  de  ces  côtés.  Nous  aurons  donc  : 


R 


X7t 


ir: 


TTX 


Q 


XX 


D'un  autre  côté,  par  suite  de  la  projectivité  des  ponctuelles  ocnax  et 
cyo'x'p':t',  les  formes  irox  et  x'p'n'  sont  semblables,  et  l'on  a  : 


ox 


Y.TZ 


^P 


X 


R 

S' 


Ces  relations  permettent  de  déterminer  très  facilement  la  position 
d'une  force  Q  par  rapport  à  R'  et  S'  au  moyen  des  distances  ox  et  x'p'  des 
points  d'intersection  de  Q  avec  R'  et  S'  à  R  et  S,  quand  la  position  des 
autres  points  d'intersection  est  donnée. 

Ce  qui  précède  n'est,  du  reste,  pas  autre  chose  que  la  solution  du  pro- 
blème de  géométrie  suivant  :  Déterminer,  sur  les  ponctuelles  projec- 
tives  coTca  et  p'^^'oc,  les  points  x  et  x'  de  telle  sorte  que  les  longueurs  des 
segments  xtt  et  it'x'  soient  dans  le  rapport  de  deux  longueurs  données 
Rets. 

L'expression  générale  du  double  rapport  ou  du  rapport  anharmonique 
des  quatre  forces  RPSQ  peut  aussi  s'obtenir  au  moyen  des  segments  in- 
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lerceptés  sur  R'  et  S'  par  les  trois  premières  forces  seulement.  On  aura 
en  effet  : 

(RPSQ)  =  (oc«ax)  =  (p'*'oc'/)  =  ^  =  ^M 
ou  bien  : 

(RPSQ)  =  ^,-|  =  ^'.? 

PTT         R  OX        S 

Ces  relations  donnent  le  rapport  anharmonique  des  quatre  forcés  sur 
rhyperboloïde,  quand  on  connsdt  le  rapport  des  forces  et  les  segments 
ioterceptés  sur  R'  ou  S'  par  les  trois  droites  RPS  ou  SQR. 

R  S 
Appelons  3  le  volume  du  tétraèdre  xicnV,  3 *—n  sera  le  volume  du 

•/.TC.TtX 

tétraèdre  obtenu  enjoignant  les  extrémités  des  forces  R  et  S  portées  sur 
leurs  lignes  d'application,  car  les  volumes  de  deux  tétraèdres  dont  deux 
arêtes  opposées  ont  respectivement  la  même  direction,  sont  entre  eux 
comme  les  produits  des  longueurs  de  ces  arêtes.  De  même  le  volume  du 

P.Q 
tétraèdre  déterminé  parles  deux  forces  P  et Q  sera3 — r-r-. 

Trie  .XX 

Les  quatre  rapports  qui  entrent  dans  les  expressions  de  ces  volumes 
étant  égaux,  les  volumes  des  deux  tétraèdres  sont  aussi  égaux.  De  là  le 
théorème  suivant  :  Le  volume  du  tétraèdre  obtenu  en  joignant  les  extré- 
mités des  deux  forces  d*un  même  groupe,  auxquelles  on  peut  réduire  un  sys- 
tème de  forces  donné,  est  constant.  On  peut  regarder  une  directrice  comme 
une  ligne  double  d'une  involution  de  droites  situées  sur  un  hyperbo- 
loïde,  et  il  existe  alors  une  seconde  directrice  qui  forme  avec  la  pre- 
mière et  avec  deux  droites  correspondantes  quelconques  un  système 
harmonique  (*).  Si  on  rapproche  de  plus  en  plus  de  la  première  ligne 
double  les  droites  R  et  S,  leur  distance  normale  h  et  Tangle  x  que  ces 
directrices  font  entre  elles  deviennent  de  plus  en  plus  petits,  et  enfin 
deviennent  infiniment  petits  lorsque  les  deux  droites  arrivent  à  se  con- 
fondre avec  la  directrice.  Le  volume  du  tétraèdre  RS  est  1/6  R.S. A  sin  x. 
Si  A  et  X  deviennent  infiniment  petits,  il  faudra,  pour  que  le  volume  reste 
constant,  que  R  et  S  deviennent  infinis.  Toute  directrice  qui  ne  coupe 
pasR  et  S  peut  être  considérée  comme  une  ligne  double  de  celte  espèce, 
car  elle  détermine  dans  ce  cas,  avec  RS,  un  hyperboloïde.  Donc  les  di- 
rectrices du  système  sont  des  lignes  doubles,  pour  lesquelles  les  deux  forces  du 


(*)  Les  deux  droites  doivent  appartenir  au  même  système  de  génératrices  de 
rhyperboloïde  que  les  deux  directrices. 
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même  groupe  auxquelles  le  système  de  forces  donné  peut  être  réduit  coïnci- 
dent et  deviennent  infinies. 

Une  ligne  double  n'équivaut  cependant  pas  complètement,  au  point 
de  vue  de  la  détermination  du  système,  à  deux  droites  correspondantes 
distinctes.  Le  système  est  bien  déterminé  par  les  directions  de  deux 
forces  R  et  S  et  par  une  directrice  L  ne  coupant  pas  celles-ci,  car,  sur 
rhyperboloïde  RS.L,  Tinvolution  est  complètement  déterminée  parle 
groupe  R  S  et  la  ligne  double  L;  mais  elle  ne  le  serait  pas  si  on  se  don- 
nait seulement  deux  lignes  doubles  L  et  M  ne  se  coupant  pas.  Il  faut, 
pour  déterminer  complètement  le  système  réglé  en  involution,  dont  L  et 
M  sont  des  rayons  directeurs,  ou  bien  se  donner  un  rayon  R  du  système, 
ou  bien  trois  directrices  6,  c,  d  coupant  L  et  M. 

Si  on  prend  arbitrairement  la  première  force  R  comme  rayon  de  Tin- 
volution  dont  L  et  M  sont  des  lignes  doubles,  le  rayon  S  correspondant 
à  R  sera  tel  que  le  groupe  RS  forme,  aver*.  les  lignes  doubles  L  et  M,  un 
système  harmonique.  L'involution  L.M.RS  est  maintenant  complète- 
ment déterminée,  et  on  n'aura  qu'à  construire  un  autre  groupe  quelcon- 
que pour  déterminer  le  rapport  des  forces  R  et  S. 

Si  deux  forces  R  et  S  représentant  le  système  sont  données,  et  qu'on 
prenne  une  troisième  force  P,  on  verra  facilement  si  l'involution  RS.PQ 
possède  des  rayons  doubles.  Pour  cela,  menons  par  P  un  plan  quelcon- 
que coupant  R  et  S,  et  déterminons  le  centre  des  hauteurs  de  ces  deux 
forces  au-dessus  du  plan,  centre  par  lequel  doit  passer  la  force  Q.  Si 
entre  ce  point  et  la  droite  P  se  trouve  un  des  deux  points  de  rencontre 
du  plan  avec  les  deux  forces  R  et  S,  l'involution  PQ.RS  n'a  pas  de  ligne 
double.  On  peut  aussi,  par  un  point  quelconque  de  P,  projeter  les  forces 
R  et  S.  et  déterminer  le  plan  résultant  des  moments  de  R  et  de  S;  ce 
plan  projettera  Q  et  passera  par  l'intersection  des  deux  premiers  plans; 
si  ce  plan  est  séparé  de  P  par  un  seul  des  deux  autres  plans,  l'involu- 
tion PQ.RS  n'a  pas  de  ligne  double. 

Au  lieu  de  déterminer  un  système  de  forces  au  moyen  de  deux  forces 
R  et  S,  donnons-nous  les  lignes  d'application  des  forces  de  deux  groupes 
RS  et  PQ,  et  cherchons  à  déterminer  la  force  U  correspondant  à  une 
cinquième  force  T  n'appartenant  pas  à  la  série  RSPQ.  Nous  n'aurons 
qu'à  mener  par  T  un  plan  quelconque  coupant  les  quatre  directions 
données;  en  joignant  respectivement  les  points  d'intersection  de  ce  plan 
avec  Q  et  S  d'une  part,  et  avec  P  et  Q  de  l'autre,  on  aura  deux  droites 
qui  devront  se  couper  en  un  point  de  U.  Ou  bien,  par  un  point  quel- 
conque de  T,  nous  projetterons  les  quatre  forces,  et  le  plan  déterminé 
par  l'intersection  des  plans  projetant  RS  et  par  celle  des  plans  projetant 
PQ  devra  passer  par  U.  Il  suflBra,  dans  l'un  et  l'autre  procédé,  de  deux 
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<q>ératioiis  semblables  pour  détermina  U.  Tons  les  points  et  tous  les 
plans  ainsi  déterminés  devront  être  situés  sur  une  môme  droite  ou 
passer  par  une  même  droite  U,  comme  cela  résulte  d'ailleurs  de  ce  que 
D  et  T  sont  des  rayons  conjugués  du  système  réglé  en  inyolution 
BS.PQ. 

Nous  avons  jusqu'ici  implicitement  supposé  que  la  force  P  ne  coupe 
aucune  des  forces  R  et  S  ;  s'il  n'en  est  pas  ainsi,  si,  par  exemple,  P  coupe 
la  force  R,  nous  joindrons  le  point  d'intersection  de  P  et  R  au  point  de 
rencontre  de  la  force  S  avec  le  plan  PR,  et  nous  décomposerons  R  en 
deux  composantes  dirigées  l'une  suivant  cette  ligne,  l'autre  suivant 
la  direction  de  P,  ce  qui  détermine  la  grandeur  de  P.  U  ne  restera 
plus  alors,  pour  obtenir  Q,  qu'à  composer  la  1"'  composante  avec  la 
force  S. 

De  là  résulte  que,  si  deux  forces  appartenant  à  deux  groupes  équiva- 
lents de  deux  forces  se  coupent,  les  deux  autres  forces  devront  aussi  se 
couper.  11  en  est  de  même,  par  conséquent ,  lorsque  les  deux  forces  R  et 
S  se  confondent  suivant  une  directrice  ;  donc,  si  une  directrice  coupe 
une  force,  elle  coupera  aussi  sa  correspondante. 

Nous  pouvons  maintenant  nous  représenter  la  distribution  des  direc- 
trices dans  Fespace.  Tout  plan  de  l'espace  contient  un  faisceau  de  di- 
rectrices, et  ce  faisceau  a  pour  centre  le  point  correspondant  à  ce  plan  ; 
inversement,  tout  point  de  l'espace  est  le  centre  d'un  faisceau  de  direc- 
trices situé  dans  le  plan  correspondant  à  ce  point.  Si  un  plan  se  déplace 
en  tournant  autour  d'une  droite,  le  faisceau  correspondant  de  directrices 
se  déplace  perspectivement  par  rapport  à  la  droite  correspondante  au 
faisceau  de  plans,  et  décrit  par  suite  l'espace  entier.  Si  un  plan  tourne 
autour  d'une  directrice,  le  centre  du  faisceau  se  déplace  sur  cette  môme 
directrice. 

Tout  hyperboloïde  sur  lequel  sont  situés  deux  groupes  de  forces  cor- 
respondantes est  le  lieu  d'une  série  de  directrices.  Ces  directrices  rem- 
plissent, par  suite,  l'espace  entier  dans  toutes  les  directions,  et  cepen- 
dant toutes  les  droites  de  l'espace  ne  sont  pas  des  directrices. 


62.    RELATION  DU   SYSTÈME  DE  FORCES  AVEC   LE   SYSTÈME  FOCAL 

ET  AVEC   LES  COURBES  DE  3'  DEGRÉ 

Les*  propriétés  projectives  du  système  de  forces  développées  dans  le 
numéro  précédent,  propriétés  qui  sont  indépendantes  de  toute  mesure, 
sont  connues  dans  la  géométrie  de  position,  où  le  système  de  forces  est 
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nommé  système  focal.  Le  point  correspondant  à  un  plan  s^appelle  foyer 
de  ce  plan,  et  le  plan  correspondant  à  un  point,  plan  focal  de  ce  point. 

Cette  question  est  traitée  d'une  façon  complète  dans  les  Beitràge  de 
Staudt,  p.  58  à  62  (*j,  et  nous  en  avons  reproduit  dans  le  numéro  précé- 
dent les  parties  les  plus  importantes  pour  notre  étude,  en  la  considérant 
toujours  au  point  de  vue  des  forces.  Il  nous  suffira  d^appeler  ici  l'atten- 
tion sur  ridentité  des  deux  systèmes. 

De  même  qu'un  système  focal  est  déterminé  par  une  courbe  du  3*  de- 
gré, un  système  de  forces  sera  déterminé  aussi  par  une  semblable  courbe, 
que  Ton  peut  appeler  par  suite  courbe  directrice  du  système.  La  considéra- 
tion des  relations  entre  le  système  de  forces  et  ces  courbes  ne  rend  pas 
dans  la  pratique  de  bien  grands  services,  parce  que  les  résultantes  dont 
on  a  besoin  peuvent  être  construites  directement  avec  autant  de  facilité 
qu'au  moyen  d'une  courbe.  En  revanche,  cette  considération  donne  une 
dée  très  claire  de  la  relation  entre  les  points,  les  plans  et  les  lignes  cor- 
respondants, relation  qui  est  tout  à  fait  analogue  à  celle  des  pôles  et  des 
polaires  dans  le  système  polaire.  Nous  ne  pouvons,  par  suite,  nous  dis- 
penser de  traiter  la  question  à  ce  point  de  vue. 

On  peut,  dans  un  plan,  mener  par  un  point  quelconque  deux  tangentes 
réelles  ou  imaginaires  à  une  courbe  du  2*  degré.  La  ligne  qui  joint  les 
points  de  contact  est  la  polaire  du  point.  De  même,  par  un  point  quel- 
conque de  l'espace,  on  peut  mener  trois  plans  osculateurs  à  une  courbe 
du  3*  degré,  deux  de  ces  plans  pouvant  être  imaginaires;  le  plan  déter- 
miné par  les  trois  points  d'osculation  est  le  plan  focal  du  point,  et  il 
passe  toujours  par  ce  dernier.  Inversement,  tout  plan  coupe  la  courbe 
en  trois  points,  dont  deux  peuvent  être  imaginaires.  Les  trois  plans  oscu- 
lateurs des  points  d'intersection  se  coupent  en  un  point  qui  est  le  foyer 
du  plan  (Staudt,  p.  313).  Le  foyer  d'un  plan  est  son  point  d'osculation. 

Tous  les  rayons  menés  par  ce  foyer  dans  le  plan  focal  correspondant 
sont  des  directrices  ;  il  en  est  de  même,  par  conséquent,  de  tous  les  rayons 
menés  par  un  point  de  la  courbe  dans  le  plan'osculateur.  Le  plan  oscu- 
lateur  coupant  la  courbe  en  trois  points,  la  tangente  à  la  courbe,  qui  est 
située  par  suite  dans  ce  plan,  est  la  seule  directrice  reliant  deux  points 
de  la  courbe;  donc  les  droites  qui  joignent  deux  points  de  la  courbe  ne 
peuvent  être  des  directrices  que  si  elles  sont  tangentes  à  la  courbe. 


.  (*)  Le  système  focal  correspond  à  ce  que  Mobius,  Staudt  et  les  géomètres  alle- 
mands appellent  Nullsysteni.  Les  expressions  foyer  et  plan  focal  sont  celles  adoptées 
par  Chasles  et  Mannlieim  ;  elles  paraissent  préférables  aux  expressions  de  pôle  et 
plan  polaire  adoptées  par  Cremona,  et  qui  peuvent  donner  lieu  À  des  confusions 
avec  les  systèmes  polaires  ordinaires. 
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A  la  droite  qui  joint  deux  points  de  la  courbe  correspond  Tintersec- 
tion  des  deux  plans  osculateurs  ;  cette  intersection  ne  coupe  pas  la  courbe, 
car  autrement  chaque  plan  osculateur  aurait  un  point  commun  avec  la 
courbe  en  dehors  du  point  d*osculation.  A  un  cône  du  2*  degré  perspec- 
tif à  la  courbe  du  3*  degré  correspond  un  faisceau,  qui  enveloppe  une 
courbe  du  2*  degré  située  dans  le  plan  osculateur  de  la  courbe  au  som- 
met du  cône. 

A  une  droite,  qui  passe  par  un  point  de  la  courbe  sans  être  située  dans 
le  plan  osculateur,  correspond  une  autre  droite  située  dans  le  plan  oscu- 
lateur du  point,  mais  ne  passant  pas  par  le  point.  Quand  la  première 
droite  est  située  dans  le  plan  osculateur,  elle  est  une  directrice  et  se  cor- 
respond à  elle-même. 

On  peut  de  différentes  manières  construire  des  surfaces  réglées  conte- 
nant la  courbe  directrice.  Une  surface  satisfaisant  à  cette  condition  est  dé- 
terminée par  une  droite  passant  par  un  point  de  la  courbe  (Staudt, 
n*  472);  ou  par  une  sécante  (ligne  joignant  deux  points  réels  ou  imagi- 
naires de  la  courbe)  et  un  point  arbitraire  situé  ni  sur  la  courbe  ni  sur 
la  sécante,  et  qui  détermine  une  deuxième  sécante  (Staudt,  n*  478)  ;  par 
conséquent  aussi  par  deux  sécantes  (*).  A  chaque  surface  réglée,  ainsi 
déterminée,  correspond  une  autre  surface  réglée,  à' laquelle  sont  tan- 
gents tous  les  plans  osculateurs  de  la  courbe  d'ordre.  Parmi  les  sécantes 
de  l'une  de  ces  surfaces  réglées  et  les  intersections  de  deux  plans  de 
l'autre,  il  se  trouve  deux  sécantes  et  deux  intersections  qui  sont  tan- 
gentes à  la  courbe,  et  ces  quatre  tangentes  coïncident  deux  à  deux.  Les 
deux  surfaces  réglées  ont,  par  suite,  deux  directrices   communes. 
Gomme  ces  directrices  ne  se  coupent  pas ,  les  deux  surfaces  doivent 
se  couper  en  outre  suivant  deux  autres  droites ,  et  elles  ont  par  consé- 
quent en  tout  quatre  droites  communes,  qui  peuvent  être  imaginaires 
deux  à  deux.  Il  en  résulte  que  ces  deux  surfaces  réglées  ne  peuvent  pas 
se  couper  suivant  une  courbe  du  3'  degré,  et,  par  suite,  qu'aucune  des 
surfaces  réglées  dont  les  génératrices  forment  une  involution,  et  qui 
déterminent  le  système  de  forces  donné  n*  61,  p.  205,  ne  peut  être  per- 
spective à  une  courbe  de  3*  degré  déterminant  le  système.  Sur  chacune 
de  ces  surfaces  réglées,  on  peut  construire  une  infinité  de  courbes  du 
3*  degré,  mais  aucune  de  ces  courbes  ne  peut  être  une  courbe  directrice 
du  système  focal. 

Après  avoir  vu  comment  le  système  focal  peut  être  déterminé  par  une 
courbe  du  3*  degré  dans  l'espace,  c'est-à-dire  comment  une  telle  courbe 


(•)  Voir  la  note  E. 
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peut  être  une  courbe  directrice  da  système  de  forces  oa  du  système  focal, 
il  nous  reste  à  montrer  comment  inTersement,  étant  donné  un  système  de 
forcesou  un  système  focal,  on  peut  construire  une  courbe  directrice.  Nous 
supposons  d*abord  le  système  donné,  comme  au  n*  54,  par  une  surface  ré- 
glée dont  les  génératrices  forment  un  système  eninvolution  représenté  par 
le  groupe  jDf»,  ^qq^.  Nous  pouvons  choisir  sur  cette  surface  trois  directrices 
arbitraires  abc^  qui  doivent  être  tangentes  à  la  courbe  ;  nous  pouvons  en 
outre  prendre  arbitraîrement  les  points  de  contact  sur  deux  de  ces  tan- 
gentes, a  et  é  par  exemple.  Soient  Â.=€^  et  £=4^  ces  points.  Alors  ap^ 
et  bq^  sont  les  plans  focaux  A^  B,  de  ces  points,  et,  par  suite,  les  plans 
osculateors  de  la  court>e  en  ces  points.  D'après  Staudt,  n*  481,  p.  311, 
les  deux  points  de  contact  BG  sur  b  et  c  sont  divisés  harmoniquement 
par  les  plans  apetap^;  nous  obtieodrotts  par  conséquent  le  rayon  r,  sur 
lequel  est  situé  le  point  de  contact  G  de  la  directrice  c,  en  déterminant  le 
quatrième  rayon  harmonique  du  groupe  pqPir,  De  même  les  points  de 
contact  A  et  G  sont  divisés  harmoniquement  par  les  plans  bq  ei  bq^; 
r  est  donc  aussi  le  quatrième  rayon  harmonique  du  groupe  Qp9«r,  et,  par 
suite,  un  rayon  double  de  rinvolution  pq  -p^qi-r.  L'autre  rayon  double 
Tj  et  le  rayon  r  sont  divisés  harmoniquement  par  p  et  f  ;  r,  sera  donc  le 
quatrième  harmonique  du  groupe  qrpr^ ,  et,  comme  les  points  de  contact 
AB  sont  aussi  divisés  harmoniquement  par  les  plans  er  eicr^^  cr^  est  le 
plan  osculateur  du  point.  U  résulte  ai  outre  de  ce  que  les  rayons  rr^ 
appartiennent  réellement  à  Tinvolution pp^-qq^  j  que p^ ,  ^i  et  r^  sont  les 
quatrièmes  rayons  harmoitiques  des  groupes  rpqp^ ,  pqrq^  et  qrpr^. 

Ghacun  des  trois  cônes  qui  ont  leors  som- 
mets respectivement  en A  B  G 

^  qui  sont  tangents  aux  plans A)  ;>,6c    B)  q^ca    G)  r^nh 

projette  la  courbe  directrice,  qui  est  ainsi 
nntersection  de  ces  cônes  pris  deux  à  deux. 

Les  génératrices  de  contact  de  ces  cônes 
avec  les  deux  derniers  plans  tangents  de 
chaque  groupe  sont  respectivement     .    .      A)  BG     B)  GA      G)  AB 
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Nous  avons  essayé  d'exécuter,  sur  la  fig.  114,  les  opérations  que  nous 
venons  d'indiquer.  Nous  avons  pris  arbitrairement  les  trois  directrices  abc 
et  les  points  de  contact  ABC  de  ces  directrices  avec  la  courbe  directrice. 
On  peut  aussi  prendre  arbitrairement  deux  rayons  de  la  surface  réglée 
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ea  involotion,  par  exemple  les  rayons  p  et  g,  qui  passent  par  A  et  B.  Le 
rtyonr,  qui  passe  par  G,  est  alors  déterminé  ;  il  est  tangent  à  l'hyperbole 
qui  limite  la  projection  de  Thyperboloïde  abcpq  sur  le  plan  de  la  figure. 

Fig.  124. 


On  détermine,  par  cette  même  condition  de  tangence  à  lliyp^bole 
Jointe  à  la  condition  que  rpqp^ ,  pqrq^  et  qrpr^  forment  des  groupes  har- 
moniques, les  trois  derniers  rayons  Pi^iri,  dont  le  tracé  n'exige  aucune 
explication  spéciale. 

Les  trois  plans  focaux  ou  plans  osculateurs  des  points  ABC,  c'est^-dire 
les  plans  A,  =  iip, ,  B^  =i9i ,  G|  =  £ri,  sont  déterminés  par  leurs  inter- 
sections respectives.  La  ligne  A^B^  passe  par  les  points  aq^  et  bp^,  car  ces 
points  sont  situés  dans  chacun  des  deux  plans  ;  de  même  B^Ci  passe  par 
les  points  br^  et  of«,et  C|A|  par  ep^  et  ar^.  Les  trois  intersections  se  cou- 
pent au  point  d'intersection  S  des  trois  plans,  qui  est  le  foyer  du  plan 
ABC,  et  le  centre  de  Tinyolution  formée  par  les  intersections  de  ce  plan 
9Lltcppi^qqf^rr^. 

Afin  de  déterminer  les  deux  cônes  qui  projettent  la  courbe  directrice 
des  points  B  et  G,  nous  avons  construit  les  sections  de  ces  cônes  par  le 
plan  A  =  a;>.  Le  cône  B  est  tangent  au  plan  B,  suivant  la  génératrice  b; 
le  plan  Bi  =  bq^  coupe  A  =ap  suivant  la  droite  qui  joint  les  points  aq^ 
(Ap)  (*)t  ^^^  ^^  ^^^^  points  sont  situés  dans  les  deux  plans.  Le  rayon  b 
coupe  A  en  {bp)  ;  par  suite,  la  section  conique  à  construire  est  tangente 
à  Bj  en  (bp).  Le  plan  Ba  coupe  A  suivant  la  ligne  a  et  est  tangent  au 


(')  No«s  nMCtone  entre  parenthèses  les  éléments  qm  sortent  de  la  figure. 
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cône  suivant  la  génératrice  BA  ;  donc  la  section  de  ce  cAne  est  tangente 
à  la  ligne  a  en  A.  Le  plan  Bc,  dans  lequel  se  trouve  aussi  le  rayon  q, 
puisqu'il  doit  couper  la  directrice  c,  coupe  k  =  ap  suivant  la  droite  joi- 
gnant les  points  cp,  aq^  et  est  tangent  au  cône  suivant  la  génératrice  BC  ; 
la  section  conique  cherchée  est,  par  suite,  tangente  à  la  droite  (cp,  aq)  en 
son  point  d'intersection  (U)  avec  BC.  Ces  trois  tangentes  et  leurs  points 
de  contact  sont  plus  que  suflBsants  pour  construire  la  section  conique 
cherchée,  qui  est  Thyperbole  pointillée  sur  la  figure.  Il  est  évidemment 
avantageux  d'utiliser  pour  cette  construction  le  faisceau  U  ayant  son 
centre  au  point  oti  la  droite  joignant  les  sommets  B  et  C  des  cônes  ren- 
contre le  plan  A. 

On  obtient  par  un  procédé  analogue  les  éléments  dont  on  a  besoin 
pour  construire  la  section  du  cône  C  par  le  plan  A=(i/).  Cette  section 
est  tangente  à  la  droite  ar,,  cp  au  point  cp\  à  l'intersection  [ar)  (bp)  du 
plan  Ctb  avec  A  en  son  point  d'intersection  (U)  avec  BC  ;  et  enfin  à  la 
droite  a  en  A.  Au  moyen  de  ces  trois  tangentes  et  de  leurs  points  de 
contact,  on  pourra  construire  l'ellipse  pointillée  de  la  fig.  124.  Il  est 
utile,  pour  cette  construction,  d'utiliser  les  rayons  du  faisceau  U  sur  les- 
quels on  a  déterminé  des  points  de  l'hyperbole. 

En  joignant  les  sommets  B  et  C  des  deux  cônes  à  des  points  de  l'el- 
lipse et  de  l'hyperbole  situés  sur  le  même  rayon  du  faisceau  U,  on 
obtient  des  génératrices  des  deux  cônes  qui  sont  situées  dans  un  même 
plan  et  dont  l'intersection  donne ,  par  suite,  un  point  de  la  courbe  du 
3'  degré  que  l'on  veut  construire. 

Le  point  U  est  situé  à  la  fois  dans  le  plan  A =a/7  et  dans  le  plan  ABC  ;  par 
suite  la  droite  pointillée  AU  est  l'intersection  de  ces  deux  plans  ;  le  plan 
A=a/>  étant  tangent  à  l'hyperboloïde  en  A,  la  droite  AU  est  tangente  à  la 
section  de  l'hyperboloïde  par  le  plan  ABC.  Rappelons-nous  maintenant  que 
U  est  l'intersection  des  droites  {aq^  cp)  et  (ar,  *p),d'où  il  suit,  par  une  per- 
mutation tournante  des  lettres,  que  l'intersection  des  droites  (6r,  aq)  et 
{bp,  cq)  est  située  sur  la  droite  AC  et  sur  la  tangente  pointillée  B,  et  enfin 
que  l'intersection  de  (cp,  br)  et  {cq,  ar)  est  située  sur  AB  et  sur  la  tan- 
gente C.  Ces  trois  points  d'intersection  sont  situés  sur  une  môme  ligne 
droite,  qui  est  la  polaire  du  point  S  par  rapport  à  la  section  de  l'hyper- 
boloïde par  le  plan  ABC.  Au  moyen  de  ces  trois  points,  on  obtient  le 
triangle  pointillé  circonscrit  à  cette  section,  et,  au  moyen  de  ce  triangle, 
on  peut  construire  la  section  elle-même,  qui  est,  dans  le  cas  dela/î^.  12i, 
une  ellipse  que  nous  avons  figurée  par  un  trait  plein. 

Pour  construire  la  fig,  124,  nous  avons  représenté  par  un  trait  plein 
fort  toutes  les  génératrices  de  la  partie  antérieure  de  l'hyperboloïde  au- 
dessus  de  l'ellipse,  et  nous  avons  supposé  enlevée  la  partie  antérieure  au- 
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dessous  de  cette  même  ellipse,  en  nous  bornant  à  indiquer  par  des  croix 
les  points  d'intersection  des  directrices  et  des  rayons  qui  étaient  néces- 
saires à  la  construction.  Enfin  nous  avons  indiqué  par  un  trait  pointillé 
les  génératrices  de  la  partie  postérieure  de  Vhyperboloïde. 

La  courbe  directrice  du  système  focal  rencontre  le  plan  à  Tinfini  en  trois 
points;  elle  est  formée  par  suite  de  trois  branches.  Elle  a  en  commun 
avec  ITiyperboloïde  les  trois  points  doubles  ABC,  soit  en  tout  six  points. 
Gomme  une  courbe  du  3'  degré  ne  peut  avoir  plus  de  six  points  communs 
avec  un  hyperboloïde  sans  être  située  en  entier  sur  cette  surface,  et  que 
d*ailleurs  la  courbe  cherchée  est  tangente  aux  directrices  abc  situées 
dans  les  plans  osculateurs  A,B,C,,  il  en  résulte  que  cette  courbe  est  si- 
tuée complètement  à  Tintérieur  ou  à  l'extérieur  de  Thyperboloïde.  Dans 
le  cas  actuel,  elle  est  située  à  Tintérieur.  La  courbe  passe  aussi  par  le 
second  point  de  tangence  de  Tellipse  et  de  Thyperbole,  sections  des 
c6nes  B  et  G  par  le  plan  A  =  op,  puisque  ce  point  appartient  à  Tinter- 
section  des  deux  c6nes.  Ce  point  et  le  point  double  A  sont  les  trois  points 
d'intersection  de  la  courbe  et  du  plan  A=ap.  Dans  la  projection  repré- 
sentée par  la  fig.  124,  la  courbe  de  l'espace  se  projette  suivant  une  courbe 
plane  du  3*  degré  ayant  un  point  double  en  D.  Cette  courbe  ayant,  dans 
le  cas  actuel,  trois  asymptotes,  n'a  qu'un  seul  point  d'inflection  réel, 
situé  au-dessus  du  point  A. 

Nous  n'avons  adopté  aucune  échelle  pour  construire  la  fig.  124.  On  ne 
pourrait  évidemment  opérer  ainsi  s'il  s'agissait  d'effectuer  réellement  la 
construction,  et  en  outre  il  serait  nécessaire  de  prendre  deux  plans  de 
projection.  En  choisissant  pour  l'un  de  ces  plans  ABC  et  pour  l'autre 
A=ap,  les  deux  projections  s'exécuteraient  aussi  facilement  que  la  pro- 
jection unique  et  abstraite  de  la  fig.  124. 

Comme  confirmation  de  ce  que  nous  avons  dit  en  commençant,  nous 
ferons  remarquer  que  la  courbe  directrice  du  système  focal  ne  se  présente 
jamais  comme  moyen  de  construction,  mais  comme  le  résultat  final  de 
constructions  exécutées  au  moyen  de  la  surface  réglée  en  involution. 
On  doit,  par  suite,  considérer  la  courbe  directrice  simplement  comme  un 
mode  de  représentation  des  directrices  correspondantes  d'un  système  de 
forces,  tandis  que  la  surface  réglée  en  involution  est  le  mode  principal 
de  représentation  du  système  focal  et  du  système  de  forces. 

La  fig,  124  peut  aussi  servir  à  mettre  en  lumière  le  contenu  des  n*"  483 
à  487  de  l'ouvrage  de  Staudt. 


fia 
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64.  coHPOSinœf  ahalytique  des  forces  dâhs  l'espace. 


La  compoBitioii  analytique  des  forces  dans  l^eqpace  n*est  qu^une  simple  générali- 
sation des  formules  de  sommation  établies  an  n"  47.  Noos  obtiendrons  ces  nonydles 
fbnnnles  en  procédant  exactement  comme  an  n*  S7,  p.  196.  Prenons  on  point  arbi- 
traire («'y'2'1)  (/I^.U5)  stnn  plan  arbitraire 
Fig.  ito.  (SWVv")'y  soient  r«^y"«n)  le  point  d'inter- 

v^  ^y       section  de  la  droite  /  et  du  plan,  et  iV^ïV^ 

^        le  plan  projetant  oetle  droite  par  le  psisl 


La  droite  m  qui  Joint  les  deux  points  et 
Fintersection  n  des  deux  plans  coupent  la 
droite  /  au  même  point  et  sont  situées  dans 
«n  même  plan*  Noua  powrons  par  suite  dé- 
composer la  force  A  agissant  suivant  /  en 
deux  composantes  B  et  C  suivant  les  direc- 
tions de  m  et  ir.  Nova  ferons  ensuita,  d^aprài 
les  règle»  d^à  exposées,  la  somme  de  toutes 
les  forces  B  passant  par  le  même  point 

(sfy'z^),  et  celle  de  toutes  les  fbrces  C  situées  dans  un  même  plan  (Ç'^i'^^tO-  Ces 

opérations  s'effectueront  de  la  manière  sNtivants  : 
Les  coordonnées  du  point  d^ntereeetion  ;c"f^.  de  la  loree  A^ celles  du  plan 

projetant  ^^..  résultent,  en  adoptant  les  mêmes  notations  qu'au  n?  47,  p.  166,  des 

équations 

« 

En  nwltiplîant  par  les  valeurs  de  C^  et  x\  noua  obtenoBa  las  éqnstioBs 

-  Ç'*eV  =  -VkO'i  -I-  Wi  +  ^%«'»)^f* 

Les  coordonnées  linéaires  des  droites  m  et  n  seront 

Appelons  maintenant  à  la  constante 

à  =  Vgofg  +  Vhx'k  +  V'a'i  +  V'kafh  =  Ç'V  +  y\Y  +  ^i'  +  1. 
L*additiaa  dea  quatre  équations  ci-dessus  noua  donne  : 

Il  est  bon  de  remarquer  que  les  971,  n  et  /  ne  sont  pas  du  raêtaie  àegré,  mais  que 
les  deux  premièrea  quantités  ont  en  plus  le  licteur  é* 

Si  on  projette  les  trois  droites  l,  m  et  Hj  d'un  même  point  [x'"y"'z'''l),  et  qu'on 
forme  les  équations  m'",  n"\  V"  des  trois  plans  projetants,  de  la  même  manière  que 
nous  avons,  au  n"»  47,  p.  167,  formé  Téquation  l  au  moyen  de  Ia,  ces  équations  ne 
contiendront  les  quantités  muty  rnk  et  At  qu'au  1«*^  degré,  et  par  suite  nous  devrons 
avoir  aussi  pour  ces  équations  la  relation 


m'"  +  n'"  =  br. 
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FapDèa  le  nr  47,  p.  168.  te  troM  tooM  ABC  «teafe  dus  un  même  pa»  amnt 

B C  _-,,      A  __ 

où  c*  et  e'  sont  tomes  a»  moyen  ûea  eoeffidents  f>H/,  n^i  de  la  même  manière  que 
e  an  moyen  de  ^. 

Las  oaatités  f",  m"\  «"'oonlMiaM  las  ooordoiuiéat  voûtUea  s^'i,  oaa  éqnatiûis 
»e  pourront  être  simultanées  que  si  l'on  a  : 

B_£_  A 

Nous  déterminerons  maintenant  la  i-ésultante  de  toutes  les  forces  B  passant  par 
le  point  (ar'y'z'l),  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  n«  47,  p.  168,  en  faisant  la  somme  de 
toutes  les  équations  des  points  d'intersection  des  lignes  d'appUcation  m  de  ces 
tooea  crée  le  plan  Ç^V%!V%  après  awir  préalablement  multiplié  cas  éqiMtioiiB  par 
lenŒ  iaetawa  nofmavx.  L'éqvatkm  des  ponts  dinteneetion  est  idoitiqne  à  oeUe 
de  /  multipUée  par  b;  elle  sera  par  suite  V'b,  en  désignant,  comme  nans  ravcoa 
feit  précédemment  au  n«  47,  p.  167,  l'équation  du  point  d'intersection  par  V.  Le 

facteur  normal  est  -;  par  suite,  l'équation  a"  du  point  d'intersection  de  la  résul- 
tante avec  le  plan  (Ç"i|'T^t;") 


Cette  équation,  qui  correspond  tout  à  fait  à  celle  obtenue  an  n*  47,  p.  168,  est  in- 
dépendante des  coordonnées  du  point  («V'^1)»  puisque  le  facteur  b  a  disparu.  Par 
suite,  pour  le  même  plan  (V'xi'V'v'%  on  obtiendra  tocgous  le  même  point  a". 

On  obtient  un  résultat  analogue  en  composant  ensemble  les  composantes  par- 
tielles C,  qui  agissent  soi^mnt  les  droites  n  et  sont  ûtuées  dans  le  même  plan 
(^'t\'Vv").  Projetons-les  par  le  point  (x'y'z'l);  les  équations  des  plans  projetants 
seront  celles  des  /'  multipliées,  comme  celles  des  lignes  d'action  des  forces^  par  le 
facteur  6.  L'équation  du  plan  projetant  la  résultante  sera,  par  suite,  d'après  le 
n*  47,  p.  168  : 


Mf  = 


=2:"J=i:4 


Ces  équations  sont  indépendantes  des  coordonnées  du  plan  (V'-n'Vv'^\  on  obtient 
donc  le  même  plan  projetant,  quel  que  soit  le  plan  choisi  pour  la  décomposition 
des  forces. 

Les  sommes  a,t,  n»  47,  p.  167,  satisfaisaient  à  l'équation 

<^t^*+ûitû*t-l- 01*^11  =  91  =  0. 

Il  n'en  est  plus  de  même  dans  le  cas  actuel,  parce  que  les  Oik  et  les  la  ne  sont  pas 
formés  au  moyen  des  relations  entre  les  coOTiJonnées  d'un  même  point  ou  d'un 
même  plan  et  celles  d'autres  points  ou  plans  quelconques,  relations  résultant  de  ce 
que  nous  supposions  que  les  lignes  d'action  des  forces  étaient  toutes  situées  dans  un 
môme  plan  ou  passaient  par  un  même  point.  S'il  arrivait  que  l'équation  91  =  0  fût 
satisfaite,  les  a,*  seraient  alors  les  coordonnées  d'une  droite,  par  laquelle  tous  les 
plans  projetants  a'  passeraient,  et  sur  laquelle  tous  les  points  de  rencontre  a"  se- 
nient  sitiiéa;  le  système  ae  réduirait  dans  ce  cas  à  une  fon»  nnique  agissant  sui- 
vant cette 
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Pour  terminer,  nous  répéterons  les  propositions  démontrées  Jusqu^à  présent,  qui 
s'appliquent  d'une  façon  générale  à  Tespace,  et  parmi  lesquelles  sont  comprises 
celles  du  n»  47,  p.  168. 

Formons,  au  moyen  des  coordonnées  Uu  des  droites  suivant  lesquelles  agissent  les 
forces  A,  les  facteurs 

dans  lesquels  les  co  représentent  les  cosinus  des  angles  formés  par  les  axes  coor- 
donnés. Le  signe  du  radical  doit  être  choisi  de  telle  façon  que  {l^^l  +  U^ri  +  ^sQ- 

soit  l'équation  du  point  à  Tinfini  vers  lequel  la  force  A  est  dirigée.  Formons  en- 
suite, au  moyen  des  e,  les  sommes 


A 

an 

e 


=2: '4 


Les  coordonnées  du  plan  (Ç  mr/mC  mu'm)  qui  projette,  du  point  (x'y'ïl),  l'une  des  deux 
forces  auxquelles  se  réduit  le  système  <iuand  toutes  les  autres  forces  passent  par  ce 
point,  seront  : 


v^      A 
Y^      A 

Cm  =  2^  C  -  =  054*'  +  041^'  +  «U. 


e 
A 

€ 

A 


et  Téquation  du  plan  projetant  est  : 

Les  coordonnées  du  point  (x'yz'1),  où  le  plan  R''Tri"C'V)  est  rencontré  par  Tune 
des  forces,  l'autre  force  étant  située  dans  ce  plan,  seront  : 


x"„,  =J^x"à=:  a^,  V'  +  «11;"  +  ai  4, 


A 

e 

et  ainsi  de  suite. 

Il  est  très  important,  comme  nous  le  verrons  dans  les  numéros  qui  suivent,  de 
bien  montrer  que  les  x"m  dépendent  des  ^"  de  la  môme  manière  que  les  x'  dépen- 
dent des  Ç'm.  Pour  mettre  plus  clairement  en  évidence  cette  corrélation,  nous  met- 
trons les  xm  sous  la  forme  suivante  : 

9tr"»  +  0,, V  +  a, 8^"  +  f^iz^"  =  9la?"m  +  V  x"u"  -  =  0, 

9i»"«  +  a„«"  +  a,,!:"  +  «,»«"  =  9iy"«  +  2]  »"""  7  =  "• 


9lï",  +  «,,?'  +  0,, v  +  a,»»"  =  9iv'„  +  2]  ï"""  7  =  0, 


Ces  équations  donnent  pour  les  x''»...,  comme  il  est  facile  de  s'en  convaincre,  l» 
valeurs  x'i/'x'l,  quand  on  remplace  ("VXV'  par  les  valeurs  ci-dessus  de  ^'itW- 
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On  Toit  par  là  qu'on  ne  peut  pas  prendre  arbitrairement  les  ^t^Çv,  mais  qu'on  doit 
les  choisir  de  façon  à  satisfaire  à  la  4*  équation,  afin  que  la  4*  coordonnée  u  soit 
égale  à  1. 

Si  les  coordonnées  l'\%"v"  d'an  plan  ne  satisfaisaient  pas  à  cette  condition,  il 
faudrait  les  transformer  en  les  multipliant  par  le  facteur 

91 


L*équatlon  du  point  de  rencontre  est 


a"  =  2]  V'  -  =  x"mÇ  +  y'Vti  +  i"m;  +  V. 


Dans  ces  équations,  les  (Ç'Tj'Ç't/),  [x"y"z"\),  V  et  a"  ont  la  même  signification 
qu^au  n"  47^  p.  166;  ces  quantités  se  déduisent  du  reste  des  hk^  de  la  même  façon 
que  les  (Ç  m>i  «C  «w  m),  (x"«y"mz"«l),  a',  a"  se  déduisent  des  aa. 

Si  donc  on  décompose,  et  qu'ensuite  on  réduise  à  2  forces  un  système  de  forces 
donné  au  moyen  d*un  point  et  d*un  plan,  on  peut  énoncer  de  la  manière  suivante 
les  équations  ci-dessus  : 

Si  en  multiplie  les  coordonnées  des  lignes  d'action  d'un  système  de  forces  par  le  facteur 

A  9i 

normal  correspondant  —,  ou  bien  —,  lorsqu'il  s'agit  d'une  force  infiniment  petite  située  à 

e  Ci 

rinfinij  et  qu'on  forme  les  équations  des  plans  projetant  ces  lignes  d^action  d'un  point  fixe 

et  les  équations  des  points  de  rencontre  de  ces  lignes  avec  un  plan  fixe,  les  sommes  de  ces 

équations  donneront,  d'une  part,  téquation  du  plan  projetant  l'une  des  deux  résultantes 

du  système,  d'autre  part,  Véquation  du  point  (Pintersection  de  l'autre  résultante  avec  le 

plan  fixe. 

Nous  démontrerons  plus  loin,  au  n<>  67,  que,  dans  le  cas  d'une  force  infiniment 

petite  située  à  rinfini,  dont  le  moment  est  $(,  et  pour  laquelle,  par  suite  £44,  0^4, 

SI 
084  et  e  sont  nuls,  le  facteur  normal  est  — ,  où 

E-=~ 


1 

co, 

(Oj 

/>! 

<^9 

1 

co. 

/si 
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Wi 

1 

h. 

^3 

^31 

/u 
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Les  équations  qui,  dans  le  numéro  précédent,  expriment  la  manière  dont  les 
^m-n'm^'mt/m  dépendent  des  xyz'l,  et  les  x"my"my"ml  des  Ç' VC"u"  étant  du  !•'  degré, 
chaque  système  de  quatre  équations  représente  un  système  géométrique  récipro- 
que, dans  lequel  à  chaque  point  correspond  un  plan  et  inversement.  Nous  avons 
d^à  fait  observer  dans  les  numéros  précédents  que  les  deux  groupes  de  quatre 
équations  n'expriment  qu^un  seul  et  même  mode  de  dépendance. 

Les  relations,  qui  sont  représentées  par  le  premier  groupe  de  ces  équations,  sont 
idenUques  avec  celles  que  représente  le  deuxième  groupe;  les  deux  systèmes  for- 
ment donc  un  système  unique  mais  réciproque,  c*est-à-dire  un  système  polaire. 

En  multipliant  par  x'y'z'l  les  équations  ^«V«nCm<^m«  ^t  remarquant  que  an,  =»  «ii, 
on  a 


Donc  dhaqm  point  &m  ijatèio  est  situé  dans  le  plan  qui  hii  eemefond,  et  inver- 
aement;  par  conséqment  le  syitèine  pofatire  est  un  système  focal. 

Les  droites  correspondantes  suivant  lesquelles  agissent  les  deux  forces  pcr  te»- 
quelles  le  système  donné  peut  être  représenté  ont  «ne  importance  spéciale.  S  noas 
prenons  deux  points  sur  l^une  des  devx  fortes  correspondantes,  les  plans  corres- 
pondant à  ces  points  sont  des  plans  projetant  Pautre  force  ;  celle-ci  sera,  par  suite, 
déterminée  par  Tintersection  des  deux  plans. 

Aux  coordonnées  nuk,  multipliées  par  un  facteur  arbitraire  |i,  de  la  ligne  qui  réunit 
les  deux  points  (a^y';r1),  {x"y"z"l),  soit. 


lim.k  = 


Xi  X'k 
[   x"iX"k 


atfi''-{-  a«V'+  ««;"+  û*y^,      aHr+  0»,^+  a*»C"+  a^v' 


correspondent  les  coordonnées  de  Tintersection  des  deux  plans  {V''iVv')  et  (Ç"ti"î;"i>"). 
^expression  générale  des  coordonnées  linéaires  de  cette  intersection  sera 

l  e^^r»  I 

où  ghik  est  une  combinaison  de  la  même  classe  des  indices  12  3  4.  Nous  aurons 
en  développant  le  déterminant 


^lik  =  j  0,1  «a 


«sk+[a.i«a|«4J  + 


f^kiOkil 


I  «m'^h 


«si+|û«a*lnit 


Si,  dans  le  déterminant 


OipQiq  L  où  p  et  9  représentent  deux  quelconques  des 

akpGkq  I 

indices  1 2  3  4,  un  des  indices  p,  q,  ou  tous  les  deux,  sont  égaux  à  A  et  i,  le  déter- 
minant se  réduit  kaikOpq.  Ce  cas  se  présente  pour  cinq  des  déterminants  ci-dessus; 
mais^  pour  le  sixième,  les  quatre  indices  ikpq  sont  difiréi*ents  et  sont  par  suite  une 
combinaison  de  123  4.  Mais  on  a 


dikOpq  +  aiqttkp  +  atpûq^  =  yï. 


et  par  suite 


Nous  aurons  donc 


atpttiq 
akpQkq 


=  -3l  +  ai 


kdpq- 


\kmik  =  CûljWs*  +  «13^48  +  «1*^8  +  «îS^ik  +  ««4^81  +  a84'»lî)«lf  —  9t"î*- 

Nous  désignerons  Texpression  entre  parenthèses,  formée  symétriquement  au 
moyen  de  a  et  n^  sous  le  nom  de  moment  linéaire^  et  nous  la  représenterons  par  Son. 
Quant  à  ix,  que  nous  pouvons  choisir  arbitrairement,  nous  le  prendrons  égal  à  9t,  et 
nous  obtiendrons  alors  pour  l'équation  de  condition  entre  les  coordonnées  de  deux 
droites  correspondantes  : 

Multiplions  les  équations  correspondantes  aux  six  combinaisons  des  indices  ik  par 
les  agh  complémentaires,  ghik  étant  une  combinaison  de  la  même  classe  des  indices 
12  3  4,  et  ajoutonS'les;  nous  obtiendrons  : 

(Sam  +  S<.h}  9t  =  &mSM. 

Mais  Sao  est  est  égal  à  231;  on  en  conclut  que  Sam  =  Sa»,  et  Téquation  ci-dessus  en- 
tre les  mik  et  mu  devient  complètement  symétrique,  savoir  : 

{mat  +  n(k)  91  =  fftfcS»»  =  aoSoJ. 
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Ootte  équation  exprime  la  propriété  csraetéristiqve  dm  lyitàDiB  pohdrey  ooDaistant 
en  ce  qae,  dans  oe  sy^tème^  tonteé  les  lignes  se  oorreepondent  mntaellemaiit. 

En  mnltiidiant  cette  équation  comme  préeédemment  par  m^,  pus  par  n^h^  et 
ajoutant,  on  a 

d*on  résolte 

Par  conséquent,  si  on  a  Smm  =  0^  on  aura  aussi  Sni»  =  0.  Sm«  =  0  représente  la 
condition  à  laquelle  les  nuk  doivent  satisfaire  pour  représenter  les  coordonnées 
d'une  ligne  droite;  Téquation  générale  ci-dessus  donnera  donc  pour  mk  les  coor- 
données d'une  ligne  droite,  quand  on  prendra  pour  les  mu  les  coordonnées  d'une 
droite.  Si  Smm  et  Snm  sont  nuls,  on  aura  aussi 

Si  pih  et  qik  sont  les  coordonnées  de  deux  autres  droites  coi^uguées,  qu'on  multi- 
plie les  équations  précédentes  par  pgh  et  les  équations 

par  Çgh,  et  qu'on  additionne,  on  obtient 

(1)  (^P  "f"  Slip)  JC  =  SonSap 

(2)  (Snp   -f-  Sng)  Jv  =  SapS^n, 

d*où  l'on  tire 

Smp  =  0  représente  la  condition  à  laquelle  les  coordonnées  des  lignes  m  et  p  doi- 
vent satisfaire  pour  que  ces  lignes  se  coupent.  Mais  si  SmpssO,  Snq  sera  aussi  égal  à 
zéro  ;  par  conséquent,  lorsque,  dans  un  système  focal,  deux  lignes  se  coupent,  les 
deux  lignes  cox^uguées  de  celles^i  se  coupent  aussi. 

Nous  appellerons  directrices  du  système  les  lignes  droites  dont  le  moment  linéaire 
est  nul,  et  dont  les  coordonnées  hk  satisfont  par  suite  à  la  condition  Sai  =  0.  Soient 
/'a  les  coefficients  de  la  ligne  P  conjuguée  de  l,  nous  aurons 

et  par  conséquent  la  ligne  /'  coïncide  avec  /.  Donc  les  directrices  du  système  se  cor- 
respondent à  elles-mêmes. 
Eu  remplaçant  dans  l'équation  (1)  p  par  /,  on  a  : 

équation  qui  montre  que  toutes  les  droites,  qui  joignent  entre  eux  des  points  appar- 
tenant à  des  droites  correspondantes,  sont  des  directrices,  car  si  Smi  et  Sni  sont 
nuls,  Su/  sera  aussi  nul  ;  et  que,  quand  une  directrice  est  rencontrée  par  une  droite, 
elle  est  aussi  rencontrée  par  la  droite  correspondante,  car  quand  Smi  et  Soi  sont 
nuls,  Sni  est  aussi  nul. 

Le  moment  de  deux  droites  représentant  le  système  et  rencontrant  une  directrice 
est  nul  par  rapport  à  celle-ci;  d'oii  l'on  déduit  pour  les  directrices  la  signification 
statique  que  le  moment  de  rotation  du  système  des  forces  par  rapport  à  une  direc- 
trice est  aussi  nul.  Nous  appellerons,  pour  co  motif,  les  directrices  axes  de  rotation 
du  système. 

De  plus,  on  en  conclut  que  tout  plan  contient  un  faisceau  de  directrices,  le  centre 
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du  faisceau  étant  le  foyer  du  plan,  et  inyersement.  Il  en  résulte  aussi  que  deux 
groupes  quelconques  de  droites  conjurées  sont  situés  sur  un  hyperboloïde,  car  toute 
directrice  de  Thyperboloïde,  qui  coupe  trois  de  ces  droites,  est  une  directrice  du 
système  et  coupe  par  conséquent  aussi  la  quatrième. 

Si  l'une  de  deux  droites  correspondantes  décrit  Thyperboloïde,  l'autre  décrit  sur 
cette  dernière  surface  une  forme  projective  ;  et,  comme  les  droites  se  correspondent 
mutuellement,  Tensemble  de  toutes  les  droites  correspondantes  sur  l'hyperboloïde 
forme  im  système  en  inyolution.  Nous  allons,  en  vue  d'applications  ultérieures, 
chercher^l'expression  analytique  de  cette  involution. 

Soient  [fig.  126)  a  et  6  les  directrices  de  Thyperboloïde,  1  et  2  deux  lignes  cor- 
respondantes, ainsi  que  X  et  \', 

Pig.  126. 


Nous  désignerons  par  a,  et  p,  les  équations  des  points  dHntersection  de  la  li^ne  i 
avec  a  et  6,  et  par  ai  et  bi  les  équations  des  plans  correspondant  à  ces  points;  ainsi 
ai  sera  le  plan  correspondant  au  point  oii,  et  de  même  pour  les  autres. 

A  la  droite  qui  réunit  les  deux  points 

«X  =  *i->^     et     Px  =  Pi-^?î 
correspond  l'intersection  des  deux  plans  : 

«X  =  «i  — ^s     et     ôx  =  6,  — XA,. 

Pour  obtenir  la  valeur  du  paramètre  V  correspondant  à  X  (*),  nous  devons  chercher 
les  points  d'intersection  a^'  et  Pv  des  directrices  «  et  6  avec  les  plans  (ty^  et  h\. 
L'équation  du  premier  de  ces  points  sera 

«X'  =  «îX«i  — «iX'f» 

en  désignant  par  a,x  le  résultat  de  la  substitution  des  coordonnées  du  plan  b^  dans 
l'équation  du  point  «<.  Par  suite,  a,x  est  la  constante  : 

«.X = ^i^  +  y.'ix  +  ^.^x  + 1- 


(')  Le  paramètre  X  représente  le  ripiK)pt  de  la  disUnce  des  points  «j  et  a^^  i  h  distance  des  points  a, 
^^  *"A»  X'  représente  un  rapport  analogue. 
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En  désignant  de  même  par  ax»  la  constante  que  Ton  obtient  par  la  substitution 
des  coordonnées  du  point  t  dans  Téq nation  du  plan  A:,  il  en  résulte  que  ot^x  =  o^^. 
Comme,  par  suite,  Texpression  ci-dessus  de  a\  se  compose  des  équations  des 
points  1  et  2  multipliées  par  des  constantes,  cette  expression  représente  Téquation 
d'un  point  de  la  ligne  de  jonction.  Comme,  d^ailieurs,  la  substitution  des  coor- 
données du  plan  6xsatis£Gdt  à  Téquation,  puisque  SsX^X  *~  ^X^X  =  ^9  cette  équa- 
tion représente  le  point  de  rencontre  de  la  ligne  a  avec  le  plan  &\. 
Il  résulte  de 

que 

*iX  =  *«i  —  Xqt,j  =  — XOjj 
et  aussi 

a,x  =  Oj ,  —  Xct,,  =  «j  j , 

car  les  coordonnées  du  plan  n'entrent  qu'à  la  première  puissance  dans  les  expres- 
sions ci-dessus,  et  04^  est  nul  ainsi  que  049,  puisque  le  plan  6|  passe  par  le  point  a, 
et  le  plan  b^  par  le  point  04. 
L'équation  «x'  ^^  ^onc  : 

—  Xa^jOt^  —  a||04 ^  0. 
En  la  comparant  avec  ox»  =  o^  —  X'c4  =  0,  il  en  résulte  que 

ou 

«t  1  +  «îsXX'  =  0 

et  par  suite  aussi  : 

'^ii  +  «îi^V  =  0. 

Telle  est  la  relation  cherchée  entpe  les  rapports  X  et  X'  des  segments  intei*ceptés 
par  les  droites  a^  et  o^f  Cette  relation  représente  une  involution  de  rayons. 
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Nous  allons  indiquer  brièvement  dans  ce  numéro,  comme  nous  Tavons  fait  au 
n*62,  p.  211,  la  relation  entre  la  courbe  gauche  du  3*  degré  et  le  système  focal. 
Nous  commencerons  par  rechercher  le  système  focal  qui  est  représenté  par  une 
cubique  donnée. 

La  forme  la  plus  simple  des  équations  représentant  une  cubique  est  la  suivante  : 

Xj  — Xa:|  =  0,      arj  — Xx,  =  0,      x^ — Xxj=0. 

Dans  ces  équations,  x,,  a*,,  Xj,  x^  sont  des  coordonnées  tétramétriques  (voir  la  note  B), 
qui  se  déduisent  des  coordonnées  cartt^siennes  par  des  substitutions  linéaires;  X 
est  un  paramètre  variable.  La  cubique  est  ainsi  engendrée  par  Tintersection  de 
trois  plans  variables  projectifs  passant  chacun  par  une  droite  fixe.  La  recherche 
des  constantes,  auxquelles  les  forces  et  les  moments  sont  proportionnels,  conduit  à 
des  expressions  très  compliquées,  des  déterminants  du  b'  degré,  que  nous  dévelop- 
perons dans  le  numéro  suivant.  La  formation  de  ces  constantes  ne  présente  aucun 
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intérêt  pratique  dans  le  oa8  de  ooordonnéestétramétriques;  noui  ne  fBfo'as  par  mite 
nsage  de  ces  coordonnées  que  quand  il  s'agira  de  déterminer  la  position  des  élé- 
ments géométriques,  et  non  la  grandeur  des  forces  agissant  sur  les  différents  polnti 
on  des  moments  agissant  dans  différents  plans. 
L'équation  du  plan  qui  passe  par  les  trois  points  \y^  est  (*)  : 

et  les  coordonnées  de  ce  plan  sont  données  par  les  rapports  : 


5'i 


^'f 


i'. 


8 


_il 

\W       -X,X,->4^-^\       Xi  +  >4  +  ^       -1* 

Le  point  correspondant  à  ce  plan  {ViV^Jî\)  est  l'intersection  des  trois  plans  os- 
culateurs  en  \W.  L'équation  du  plan  osculateur  en  Vt  se  déduit  de  celle  du 
plan  passant  par  les  trois  points  \^^  en  faisant  X,  =  >,  ^  X,  =  X,.  Cette  équation 
est  : 

Xfxj  —  3XJ«»  +  aXé»!  — «4  =  0* 

En  substituant  successivement  à  X<  X^,  \,  X3,  on  obtient  les  équations  des  trois 
plans  dont  l'intersection  donne  le  point  cherché.  Soient  x'iXf^'^\  les  coordonnées 
de  oe  point.  La  résolution  des  trois  équations  donne  : 


A 


x'> 


Xj  -|-  Xj  4-  Xj       XjXj  -h  XjXj  +  XjX|       3X|XtXg 


En  comparant  ces  ordonnées  avec  celle  du  plan  correspondant  tfi'jî'Jî'k^  on  obtient 
les  équations  de  condition  : 

dans  lesquelles  les  coefficients  de  tous  les  termes  manquants  sont  nuls. 

Si  nous  comparons  maintenant  ces  coefficients  avec  ceux  du  système  focal,  n*  64, 
p.  220,  nous  voyons  immédiatement  qu'ils  représentent  aussi  un  système  focal,  car 
on  a  : 

«11  =  «11  =  —  «Î1  =  «18  =  —  «Il  =  ûj,  =  /l,4  =  —  «4,  =  fl,,  =  fl,4  =  —  a^,  =  ^44  =  0, 


(*)  Oa dédiit inMuMfcilenet des éqoatlot» qui  précèdent . 

'i  =  *i»     *f=X*i»     '3=X9ri,     X4  =  Xt^i) 

d*oè  il  MMlt»q«t  les  «OMdon&ées  dn  point  X<  sont  i»  X|-,  Xt^,  Xi*,  t'éqnation  dn  plan  passant  pir  ta 
trois  points  Xi  Xt  Xa  sera  par  suite 


on 


^1  ^  ^8  *^         =0 

4  X|  Xi«  Xi» 

«  Xa  Xt«  X|> 

i  X3  Xs«  Xa» 


[  X»>«Vi  -  (XlXf  +  Xi>4  +  XêXi>i*  +  (Xi -K  X|  +  X»)% -- 1^  J 


«XiXi» 

*>tV 

«>eV 
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et 

91  = -3. 

On  a  aussi,  pour  une  droite  quelconque  mni  : 

Sam  =  —  8mj  j  +  fWi  4. 

Les  droites  correspondantes  aux  coelficients  sont  liées  entre  elles  par  la  relation  : 

mik  +  «fk  =  ( Wj8  —  -  m^A  aik  =  ( Wjj  —  -  «15!  fl,t, 

et  les  direotrices  doivent  satisfaire  à  la  condition  /j^  =  /^g. 

Nous  allons  vérifier,  au  moyen  de  ces  équations,  qu'à  la  droite  qui  joint  deux 
pointa  de  la  courbe  correspond  Tintersection  des  plans  osculateurs  en  ces  deux 
points. 

Si,  dans  les  équations  ci-dessus  qui  donnent  x^^xf^'^\  en  fonction  de  X|%,^,  nous 
faisons  X,=\  =  Xj,  le  point  x\x!^'^\  sera  un  point  de  la  courbe.  Nous  trou- 
vons en  opérant  ainsi 

1        oc  ^        oc  ^        ^  k 

T"^  xj" ~  xî  ~  >;?• 

Le  point,  dont  les  coordonnées  sont  lXjX;Xf,  est  donc  un  point  de  la  courbe; 
nous  aurons  de  même  un  second  point  1X,X|X^. 

Par  suite^  pour  obtenir  les  coordonnées  de  la  droite  qui  joint  cas  deux  points^ 
nous  n*aurons  qu*à  former  les  six  déterminants  : 

I  1  \  x;  x;  I 


1  X,  X5  X 


en  prenant  les  colonnes  deux  à  deux.  La  suppression  du  facteur  commun  \  —  X, 
donne  pour  ces  coordonnées  : 

1  ""  "Xj  +  \  ""  x?  4.  XjX,  H- X5  ""  XjXj     \Xj.x,  +  X2)""x;xr 

Noas  déterminons  de  la  même  manière  les  coordonnées  de  l'interse^ioiL  des  deux 
plaas  osculateurs  correspondants  aux  deux  points.  Les  coordonnées  V\VJ^Jli\  du 
plan  osottlateur  au  point  Xi  s*obtiennent  en  faisant  Xj  =  X,  =  X,  dans  les  équatlonH 
doanaat  les  coordonnées  du  plan  Xi^X,,  savoir  : 

XJ       — 3X;       3X,       —1* 

Noos  formerons  par  suite  les  coordonnées  linéaires  rnk  de  Tintersection  des  plans 
osculatears  en  X|  et  X,  au  moyen  des  six  déterminants  : 

I  X»  — 3XÎ  3X1  -1  I 
I  X?  -  3X5  3X,  - 1  I 

en  ayant  soin  de  prendre,  pour  former  ïUky  les  colonnes  gh,  les  lettres  ghik  repré- 
sentant, eorome  précédemment,  une  combinaison  quelconque  des  indices  1S34. 
Si  nous  supprimons  le  fkoteur  commun  3(Xi^  X^,  nous  obtenons  : 

-i""-x,-Xt     -axix,     -•(v+XïX.+v)     ->H>4(^-^     -W 

Noas  Toyons  par  suite  que  S»m  «s  Snn  =  0^  et  que  nuk  et  na  sont  hi&a  les  coor*- 


A* 

/.« 

/|4 

ht 

^4 

1 

2X, 

3\* 

V 

2X,« 
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données  de  deux  lignes  droites;  que 

que,  pour  des  indices  ik  tels  que  ai»  =  0,  nuk  et  mk  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires. Nous  voyons  enfin  que,  pour  lA  =  1 4  et  23,  les  coordonnées  de  m  et  de  n 
satisfont  à  Téquation 

m,*  +  Hik  =  [ki\  —  3  (\'  +  W  +  V)]û«*« 

Par  conséquent  les  droites  m  et  n,  c^est-à-dire  la  droite  qui  joint  deux  points  de 
la  courbe  et  Tintersection  des  plans  osculateurs  de  ces  deux  points  sont  bien  des 
droites  correspondantes  du  système  focal. 

En  faisant  \  =  ^,  les  droites  m  et  n  se  confondent  en  une  tangente  à  la  courbe; 
les  coordonnées  de  cette  tangente  se  déduisent  des  équations  de  mit  ou  de  celles  de 
nik,  et  sont  : 

Cette  tangente  est  une  directrice  du  système,  parce  que  deux  droites  correspon- 
dantes se  confondent  sur  cette  tangente. 

Gherch  ons  encore  la  position  du  point,  du  plan  osculateur  et  de  la  tangente  à  la 
courbe  pour  les  valeurs  particulières  0  et  od  de  Xf.  Pour  X^  =  0,  les  coordonnées  du 
point  correspondant  de  la  courbe  {x'^  x'^af^x'^)  sont  (1 0  0  0)  ;  par  suite,  à  cette  valeur 
de  X^  correspond  le  sommet  1  du  tétraèdre  formé  par  les  quatre  plans  xiX^x^Xi^ 
c*est -à-dire  le  sommet  opposé  à  la  face  a;^.  Les  coordonnées  du  plan  osculateur 
(^1  ^'i  ^ s  ^\)  sont  (000 1);  ce  sont  les  coordonnées  du  plan  4  qui  passe  par  les  sommets 
123  du  tétraèdre.  Les  coordonnées  de  la  tangente  sont  toutes  égales  à  0  sauf 
/,,  =  !.  Si  on  se  reporte  à  ce  qui  a  été  dit  au  n*  47,  p.  166  et  167,  on  voit  que  ces 
coordonnées  représentent  la  droite  qui  joint  les  points  12,  ou,  ce  qui  revient  au 
môme,  l'intersection  des  plans  3  4.  Donc,  en  résumé,  à  la  valeur  X^  =  0  correspond 
le  sommet  du  tétraèdre  des  quatre  plans  coordonnés,  et  en  ce  point  la  courbe  est 
tangente  à  la  droite  qui  Joint  les  sommets  1 2  et  a  pour  plan  osculateur  le  plan  123. 
On  reconnaît  de  la  même  manière  qu'à  la  valeur  X|  =  od  correspond  le  sommet  4, 
où  la  courbe  est  tangente  à  la  droite  4  3  et  a  pour  plan  osculateur  le  plan  4  3  2.  A 
la  droite  qui  joint  les  points  1  4  correspond  Tintersection  des  deux  plans  oscula- 
teurs 1 2  3  et  4  3  2  ou  la  droite  2  3;  les  droites  1 4  et  2  3  sont  donc  des  directions  cor- 
respondantes du  système  de  forces  représenté  par  la  courbe.  Les  deux  arêtes  1  3  et 
2  4  du  tétraèdre,  dont  nous  n'avons  pas  parlé  jusqu'à  présent,  sont  des  directrices. 

Un  système  focal  et  la  courbe  du  3«  degré  qui  le  représente  ne  déterminent  pas 
complètement  le  tétraèdre  des  coordonnées,  et  il  y  a  une  infinité  de  tétraèdres  satis- 
faisant aux  conditions  que  nous  venons  de  trouver.  Inversement^  un  tétraèdre  donné 
ne  détermine  ni  le  système  focal  ni  la  courbe  du  3"  degré  qui  représente  ce  système. 
En  efl'et,  au  point  de  vue  statique,  on  peut  faire  varier  le  rapport  des  forces  agis- 
sant suivant  les  arêtes  1 4,  2  3,  et  par  suite  le  nombre  des  systèmes  focaux  possibles 
pour  un  tétraèdre  donné  est  infini.  Au  point  de  vue  analytique,  la  courbe  du  3*  de- 
gré et  le  système  focal  correspondant  varient  quand  on  multiplie  les  expressions 
j^t  a^s  ^8  ^k  P^  ^^s  constantes.  Enfin,  au  point  de  vue  graphique,  deux  points,  ainsi 
que  les  plans  osculateurs  et  les  tangentes  en  ces  points,  ne  suffisent  pas  pour  déter- 
miner une  courbe  gauche  du  3*  degré;  on  peut  encore  faire  passer  la  courbe  par  un 
point  arbitraire,  pourvu  que  ce  point  ne  soit  situé  dans  aucun  des  deux  plans  oscu- 
lateurs. 

Pour  terminer,  nous  montrerons  encore  comment  une  courbe  du  3*  degré  peut 
être  déterminée  par  un  système  focal.  Il  est  clair  que  nous  obtiendrons  cette  courbe 
au  moyen  d'une  transformation  linéaire  du  système  focal  qui  supprime  dans  le  dé- 
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terminant  9t*  la  diagonale  descendanle,  c'est-à-dire  qui  donne  à  ce  déterminant  la 
forme  trouvée  p.  220.  Soient  : 

le»  équations,  ramenées  à  la  forme  normale,  des  plans  du  nouveau  tétraèdre  coor- 
donné. Si  ces  équations  n'étaient  pas  sous  la  forme  normale,  il  faudrait  multiplier 

les  p  par  -- ,  co'  étant  le  sinus  de  Tangle  solide  et  E»  le  déterminant 


1 

*^3 

Wj 

?.1 

^ 

1 

w, 

P.1 

Wj 

(Ol 

1 

P.3 

Pa 

P.2 

p« 

0 

Comme  nous  ne  nous  occupons,  dans  ce  numéro,  que  de  la  position  des  éléments 
conjurés,  nous  pouvons  laisser  de  côté  ces  coefficients  et  nous  poserons  : 


et 


et  posons  : 


Substituons  ces  valeurs  dans  Tune  des  équations  f^énérales  du  système  focal  : 

x'i  =  a^Vi  +  flirf  î  +  a«Ç  8  +  auf>\, 
dk  =  fl^iPi,  +  o.-sPjh  +  flaPw  +  «i*Pfc4- 
Le  résultat  de  la  substitution  sera  : 

« 

Multiplions  maintenant  chacune  des  équations  obtenues  en  faisant  successivement 
f  :=  1,  2,  3,  4,  par  ^^^^  et  ajoutons:  nous  obtenons,  en  supprimant  le  facteur  commun 
x^i  du  déterminant  de  substitution  : 

B  =  Ph*u  +  hi^ki  +  Ptt^às  +  Pu^»4 
ou 

tki  =  C,<Pn  +  C,,pn  +  C8,Pt8  +  C4,P»4 

=  «lt(PnPil8— PkSprt)  +  «18(PnP.«— P*8pil)+«u(PnPi4— PwP.l) 
4-  Oî 8(PHPt8  —  P»8P«)  +  «2  4(PhP»4  —  P*4^rt)  +  OstCPisPrt  —  PuPrï- 

Sous  cette  forme,  on  voit  immédiatement  que 

/„  =  0  et  tik=^tku 

Le  système  est  donc  encore,  après  le  changement  de  coordonnées,  un  système 
réciproque,  car  ce  changement  ne  pouvait  pas  modifier  la  nature  de  la  réciprocité. 
En  outre,  les  déterminants  mineurs  mis  enb*e  parenthèses  dans  Texpression  de  tkt 
ne  sont  pas  autre  chose  que  les  coordonnées  linéaires  de  Tintcrsection  des  plans  ?  A, 
ou  de  la  droite  qui  joint  les  points  gh. 

Donc  :  Les  éléments  Uk  du  système  focal  transformé  sont,  en  tenant  compte  ries  sùpips^ 
/«  moments  linéaires  Sa(^fc)  de  Taréte  ik  du  nouveau  tétraèdre  coordonné. 

Le  déterminant  T  des  éléments  t  est  égal  à  RB*  ou  à 


1  = 


i 


^8   'î4 


lî  *18   *14 


/l 


81    *8t 


t 


84 


«1  2  «1  8  «1  4 
''ai  «28  «24 

''81  «82  «84 

«41  «42  «48 


'41    ^2   ^8 

ainsi  que  cela  résulte  du  mode  de  substitution. 


Pli  Pu  Pi 8  Pi 4 

P21  P22  P28  P24 

Psi    Psî   P88   P84 
P4I    P4«   P48   P44 
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Nom  pouvons  maintenant  trouver  facilement  la  condition  pour  que  Uk  «=  S«(f  jo  «0  ; 

diaprés  le  n*  65,  p.  223,  Paréte  gti  du  tétraèdre  coordonné  doit  être  une  dhtetriee. 

Par  conséquent,  si  la  transformation  des  coordonnées  doit  être  telle  que  la  dia- 
gonale  descendante  du  déterminant  T  soit  supprimée,  les  arêtes  12,  13,  24,  34 
du  tétraèdre  doivent  être  des  directrices.  Les  arêtes  1 4  et  23  sont  alors  des  droites 
correspondantes,  ce  qui  concorde  avec  le  résultat  déjà  obtenu  p.  228.  On  obtiendra 
donc  la  forme  simple  du  système  focal  en  prenant  les  sommets  du  tétraèdre  coor- 
donné sur  deux  droites  conjuguées. 

Mais  ces  quatre  sommets  ne  déterminent  pas  encore  le  système  focal,  car  on  peut 
le  modifier  en  multipliant  les  coordonnées  des  arêtes  par  des  facteurs  arbitraires. 
Pour  que  le  système  transformé  soit  congruent  avec  le  premier,  il  faut  que  les 
coordonnées  des  arêtes  soient  obtenues  au  moyen  des  ^  ramenés  à  la  forme  nor- 
male et  des  aik. 


67.   FORCES  CONJUGUÉES 


Après  avoir  étudié  la  position  de  deux  droites  conjuguées,  suivant  Iss  direotions 

desquelles  agissent  des  forces,  et  au  moyen  desquelles  le  système  de  forces  donné 
peut  être  représenté,  il  nous  reste  à  déterminer  la  grandeur  de  ces  forces. 

Soient  M  et  N  les  forces  agissant  suivant  les  droites  conjuguées  m  et  n.  Soient 
m  et  n  les  facteurs  normaux  formés  au  moyen  des  nuk  et  nik  comme  e  a  été  formé 
au  moyen  de  /,  n«  64,  p.  220.  La  somme  des  deux  forces  devant  être  égale  À  celle 
des  différentes  forces  du  système,  nous  aurons  : 

M  N 

nuk  —  -f-  Wijk  —  =  ûik' 
m  n 

En  comparant  cette  équation  avec  celle  de  la  page  223,  savoir 

on  voit  que  ces  deux  équations  ne  peuvent  exister,  quels  que  soient  nuk  et  ni»,  que 
si  on  a 

3Î       9Î 


M       N 


m 


n 


S 


am 


S 


'on 


Ces  équations  permettent  de  calculer  facilement  la  grandeur  d*une  force,  étant 
données  les  coordonnées  de  la  droite  suivant  laquelle  cette  force  agit. 

Pour  les  directrices,  on  a  Soi  =  0,  et  par  suite  la  force  qui  agit  suivant  une  direc- 
trice est  infinie.  Nous  pouvons  arriver  au  même  résultat  par  un  autre  moyen,  en 

déterminant  le  volume  @  du  tétraèdre  formé  en  joignant  les  extrémités  de  deux 
forces  conjuguées,  ces  forces  étant  portées  à  une  échelle  quelconque  sur  la  direc- 
tion des  droites.  Soient  x«,  y.,  Zi,  1  les  coordonnées  des  sommets  de  ce  tétraèdre 
(t  =  1,  2,  3,  4),  et  fa>'  le  sinus  de  ran((le  solide  formé  par  les  axes  des  coordonnées. 
Nous  aurons  : 


66  = 


OH  y»  z,  1 

w'  = 

x,            yj             2,            1 

^î  Vt  -1  1 

^f^i^  .vs  — yi»  =î  — 2|, 

^j  ys  H  1 

^z         ys         ^3         1 

Xk  y*  =4  1 

^4  "■  ^1^    y*   -  !h  ^    =4  —  -il 

(!>' 


Si  les  points  1  et  2  sont  situés  sur  la  force  M  et  les  points  34  sur  la  force  N,  il 
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flmdmqaê 

XfXi  __  y^  — yi  __  Z;— zt  __  M 

m^i  n^t  m4i         m 

et 

j^4  —  ^>  ^  y»  —  ys  _^  ^4  —  ^t  _  2 

7I4I  «48  «45  71  * 

Substituons  ces  valeurs  des  différences  des  coordonnées  dans  Texpression  du 
volume  du  tétraèdre,  et  remarquons  que  les  déterminants  mineurs  formés  au  moyen 
des  colonnes  ik  des  éléments 


an     yi     «1  1 
mi4  m^^  m,^ 


et 
sont  égaui(  4  mtk  et  mij  nous  obtiendrons  : 


a^    Vt    «•  1 

Wf*  ^*  ^4 


/r       M    N 

M     N         ,  31'  S«m 

^  :::  •  «  ®^  ^l  *  Sr-»  «t  S^n  à  -!^,  n«  65,  p.  223;  par  suite  : 

6(5  =  9l<o'. 

Donc  :  /e  produit  de  la  constante  91  du  système  focal  par  le  sinus  de  V angle  solide  est 
égal  à  six  fois  le  volume  du  tétraèdre  obtenu  en  joignant  les  extrémités  de  deux  forces 
conjuguées. 

Appelons  d  Tangle  que  les  deux  forces  font  entre  elles,  et  h  leur  plus  courte 
distance;  qous  aurons  : 

aSsSlu/s.AMNsine. 

Enân,  en  appelant  9{  le  moment  de  la  force  N  par  rapport  à  un  point  de  M  et  )i 
l*angle  que  la  direction  de  M  fait  avec  le  plan  de  ce  moment,  nous  aurons  une  troi- 
sième expression  du  volume  du  tétraèdre,  savoir  : 

ôS  =  m91  sin  ji  =  9lw'. 

Cette  formule  est  encore  applicable  lorsque  Tune  des  deux  forces  est  une  force  à 
rinûni,  et  montre  que,  dans  ce  cas,  la  base  du  tétraèdre  est  remplacée  par  la  sur- 
face représentative  du  moment. 

Si  les  deux  forces  conjuguées  M  et  N  coïncident  suivant  une  directrice,  h  et  sin  l 
deviennent  nuls,  et  il  faut  dans  ce  cas  que  les  deux  forces  soient  infinies  pour  que 
le  produit  AMN  sin  d  conserve  une  valeur  finie.  On  doit  par  suite  considérer  la  force 
agissant  suivant  une  directrice  comme  formée  de  deux  forces  infinies.  Si,  au  lieu 
du  produit  MN,  on  suppose  h  sin  8  infini,  c*est-à-dire  h  infini,  puisque  sin  S  est 
tot]\iourt  <1,  Tiine  des  deux  forces  M  et  N  doit  être  une  force  infiniment  petite  si* 
tuée  à  l'infini. 

Si  les  deux  forces  étaient  des  forces  à  Tinfini,  91  serait  nul,  et  le  système  se  ré- 
duirait à  une  force  unique  à  l'infini  résultant  de  la  composition  des  deux  forces 
agissant  dans  le  plan  à  Tinfini. 

Puisque  nous  nous  occupons  ici  de  intensité  des  forces,  nous  allons  indiquer 
encore  la  signification  des  équations  fondamentales  du  n<*  65,  p.  2?0^  signification 
que  nous  connaissons  déjà  diaprés  ce  qui  a  été  dit  au  n<>  60,  p.  201.  Imaginons  que  la 
force  A  ait  son  origine  au  point  {x'y"z")  (fig.  125,  p.  218);  les  coordonnées  de  l'extré- 
mité  de  cette  force  seront  : 


232  COMPOSITION  DES  FORCES 

Substituons  ces  coordonnées  dans  Téquation  du  plan  {V'yi'V'v")  qui  peut  être  mise 
SOUS  la  forme 

V\x  -  x"i  +  V'(y  -  y")  +  t."{z  -  z")  =  c , 
puisque  ce  plan  contient  le  point  {x"y''z").  Nous  obtenons  : 

e  € 

c* est-à-dire  la  hauteur,  mesurée  suivant  une  certaine  direction^  la  même  pour  toutes 
les  forces,  de  la  force  A  par  rapport  au  plan  (IVX''*^")-  Pour  avoir  la  hauteur  sui- 

Tant  une  normale,  il  faudrait  multiplier  cette  expression  par  le  facteur  normal  -;;:. 


La  valeur  de  —  91  tirée  de  la  4*  équation  de  la  page  220,  n*  65,  c'est-à-dire 


est  par  suite  égale  à  la  somme  des  hauteurs  des  différentes  forces  par  rapport  au 
plan  {V'yi'X'v"),  ces  hauteurs  étant  mesurées  suivant  une  direction  déterminée. 
On  a  aussi  : 


-giar"„,=^^V'^. 


Sous  cette  forme,  on  voit  immédiatement  que  (x''my''fnz"ml)  sont  les  coordonnées 
du  centre  d'un  système  de  forces  parallèles  ayant  respectivement  des  intensités 
proportionnelles  aux  hauteurs  de  ces  forces  par  rapport  au  plan. 

Cette  propriété  subsiste  quand  le  système  de  forces  donné  a  été  réduit  à  deux 
forces  M  et  N  formant  un  système  équivalent,  c'est-à-dire  que  : 

Le  foyer  a  un  plan  est  situé  sur  la  droite  qui  joint  les  points  d'intersection  de  ce  plan 
et  des  droites  m  et  n,  de  telle  façon  que  sa  distance  à  ces  mêmes  points  soit  en  raison 
inverse  des  hauteurs  des  deux  forces  par  rapport  au  plan. 

Passons  maintenant  à  la  composition  des  moments.  Désignons,  comme  nous 
l'avons  fait,  p.  218,  par  Vg  =  likx'h  +  khx'i  +  Ihi^'k^  les  coordonnées  du  plan  qui  pro- 
jette la  direction  /  d'une  force  A  du  point  (x'y'z'l),  ci>j(0|fOs  les  cosinus  des  angles 
des  axes  coordonnés,  et 

E«  =  —  1  Ci>8  Wj  Ç' 
«1)5  1  (i>i  7l' 
Cl)}  (0|     1     ^' 

un  facteur,  que  nous  appellerons  le  facteur  normal  des  moments  (voir  n*>  64,  p.  221)  ; 

E 

-  sera  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  (x'^'z'l)  sur  la  droite  L,  et 

e 

Sf  =  -A 

e 

le  moment  de  la  force  A  par  rapport  à  ce  même  point.  Substituons,  dans  les  équa- 

A  A  SI 

tiens  Ç'mi  =  V  Ç ,  —  du  n"  64,  p.  220,  à  —  sa  valeur  -=7;  nous  aurons,  pour  les  coor- 

données  du  plan  projetant  la  résultante  : 

V  ^ 
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Cette  équation  est  complètement  indépendante  de  la  grandeur  de  la  force  et  des 
coordonnées  de  sa  ligne  d'action;  elle  ne  contient  que  le  moment  des  différentes 
forces  et  les  coordonnées  du  plan  suivant  lequel  agit  ce  moment. 

Supposons  le  système  réduit  à  une  force  N  passant  par  le  point  (a/y'z'l),  et  à  une 
autre  force  M;  la  somme  des  moments  se  réduit  au  moment  de  cette  dernière  force, 
et  nous  avons  : 

$'m.  =  l'm.— ,       OU       m  =  Em. 

Donc  :  Si  on  fait  le  produit  des  coordonnées  des  plans  projetant  d*un  point  fixe  les 
différentes  farces  et  des  moments  préalablement  divisés  par  leur  facteur  normal^  la 
somme  de  ces  produits  donne  les  coordonnées  du  plan  qui,  de  ce  même  point,  projette 
la  résultante  ne  passant  pas  par  ce  point.  Le  moment  de  cette  résultante  est  le  facteur 
normal  formé  au  moyen  de  ces  coordonnées. 

Nous  supposons,  dans  cet  énoncé,  que  les  coordonnées  (Ç'  y{  ^'  v')  satisfont  à  Té- 

quation  de  condition 

* 

?lt  +  «4lÇ'  +  a4îV  +  «48^  =  0 

indiquée  au  n?  64,  p.  221.  S'il  n'en  était  pas  ainsi,  il  faudrait  multiplier  <»haque  Ç, 

et  par  suite  E,  par  le  facteur  —  91  :  (a^Ç|  '  -f  04  jia'  +  «48  0-  Si  dnnc  yi  V  Ç  v")  dési- 
gnent les  coordonnées  quelconques  d'un  plan,  nous  aurons  pour  l'expression  du 
carré  du  moment  agissant  dans  ce  plan  et  pris  par  rapport  au  foyer  : 


3»'=- 


coj,  1     coj  V      *\     rt^^r +  fl4ïV  +  a4S^'     / 
tl>{  (l)l  1     ^' 

V    r/  ;'    0 


Quant  à  la  hauteur  de  l'autre  force  N  par  rapport  à  ce  plan,  c'est-à-dire  N  sin  v, 
elle  s'obtient  au  moyen  de  Téquation  de  la  page  231  qui  donne  : 


co' 


N  sin  V  =  («4,  Ç'  +  fl4  jTi'  +  «4,;')  g;  =  ^a  sin  «4.^, 

en  désignant  par  v  et  «4,^'  les  angles  que  la  droite  n  et  une  droite  dirigée  vers  le 
pointa  rinflni  (a^ia^^a^^O)  forment  avec  le  plan  (VrX'v')* 

Au  n«*  64,  nous  avons  déterminé  la  position  des  points  et  des  plans  correspon- 
dants, mais  sans  nous  occuper  de  la  grandeur  des  résultantes  passant  par  les  points 
ou  situées  dans  les  plans  considérés.  Nous  pouvons  maintenant  déterminer  la  gi*an- 
deur  de  ces  résultantes. 

Nous  supposons  que  les  coordonnées  V—  du  plan  choisi  satisfont  à  la  condition 

9î  +  «41^"H-«42V'+a48;"=r0, 

et  qu'on  détermine  les  Ç'...  et  les  x",..  par  les  équations  du  n"  64.  En  substituant  ces 
valeurs  dans 


m,4  = 

X  II  X  ^ 

et  nu  = 

obtient  : 

mi„  +  ni,  =  OiiixX'  4-  y'n"  +  ^-V  +  v")  =  a.^6. 
La  comparaison  de  cette  équation  avec 


fam 


domie 
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M 

m 


N 
n 


b, 


Sam         San 

U  Ha  nous  manque  plui  maintenant,  pour  déterminer  M  et  N,  que  les  deux  fac- 
teurs normaux  m  et  n.  Si>  dans  rexpression  de  nuk  on  fait  A  =  4,  on  a  i 

et  le  facteur  normal  m  peut  être  mis  sous  la  forme  suivante  : 


«Il  «^f  las»  ail«'  +  atir  +  «itV'  +  ût*»" 

^1*  ''44  ^84     0 


1 
«5 


Dans  cette  expression  l»-,  vHh  sont  les  coefficients  des  éléments  du  sinus  de  Tangie 
solide,  éléments  dont  la  position  est  indiquée  par  les  indices  correspondants. 
Le  facteur  normal  n  peut  de  même  se  mettre  sous  la  forme  :  . 


1  — 


n'  =     1    cû|  CD,  Ç",  flj^y'  +  04,1'  +  0,, 

«1  1    tt»!  Tfi",  «4,0:  4-  Oj^z'  +  0,1 

Ç"  Ti"  ;"  0     0 
k*   Ti'   Ç'   0     0 

Dans  ces  deux  déterminants,  la  dernière  ligne  est  égale  à  la  dernière  colonne. 
Portons  maintenant,  comme  au  n*>  60,  p.  203^  à  partir  d'un  point  quelconque,  par 

exemple  de  l'origine  des  coordonnées,  des  forces  proportionnelles  aux  moments  91 
et  dirigées  normalement  aux  plans  ifltiX^')»  Les  coordonnées  d^un  point  quelconque 
de  la  ligne  d'action  d^une  de  ces  forces  seront 

où  les  iùi%  sont  les  déterminants  mineurs  du  déterminant  représentant  le  sinus  u'  de 
Tangle  solide,  soit 

ù>s  (di  1 
Le  facteur  normal  des  abc  est 

e  =  V^a«  4-  6*  -f  c*  +  2ôca>t  -h  2catùi  +  2a6o),  =  E<u'. 

Les  composantes  du  moment  %  suivant  la  direction  des  trois  axes  coordonnés 
sont  données  par  les  équations  : 


X 

a 


Y 

6 


Z 

c 


€ 


Eco' 


Enfin,  en  faisant  la  somme  des  différentes  forces  et  substituant  les  valeurs  ci- 
dessus  de  a6c,  on  obtient  : 


w'SX  =  wX 
lu'S  Y  =  coX 
w'IZ  =  «o'Z, 


<02|Ui  +  I2i"''im  +  <«I8^^ 
«Sl'î*»  +<»>J|î'»)«»  +  ls8^» 
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U  rdsvlte  de  oee  équations  qqOj  IçrÊqu'au  fait  la  somme  dn  /broM  menén  normeUe^ 
ment  aux  plans  projetants,  c'est-à-^ire  lorsqu'on  les  compose  commf  des  forces  formant 
un  fàUceaUj  la  résultante  S  est  aussi  normale  au  plan  (Imy^aJ^Vm), 

ÏM  grandeur  d«  U  résoltante  est  donnée  par 

on 

La  résultante  est  donc  égale  au  motnent  de  la  force  M  qui  ne  passe  pas  par  le  point 

En  ce  qui  cono#me  la  direction  de  la  force  S  sur  la  normale  au  plan  et  le  signe 

correspondant  df  -,  il  convient  de  remarquer  que  S  doit  être  porté  du  côté  du  plan 

projetant  qui  correspond  à  un  sens  de  rotation  déterminé  du  moment,  et  que,  si 
Ton  déplace  le  plan  du  moment  parallèlement  à  lui-même  suivant  la  direction  de  S, 
le  sens  de  ce  mouvement  suivant  chacun  des  axes  coordonnés  détermine  le  signe  de 

^.  2-'  et  ^'. 

Pour  terminer  ces  développements  généraux,  nous  i^outerons  quelques  observa- 
tions au  siO^t  du  système  de  coordonnées  adopté.  Les  formules  auxquelles  nous 
sommes  parvenus  justifient  le  choix  d*axes  obliques;  aucune  formule  n'est  en  effet 
devenue  plus  compliquée,  et  les  fonctions  des  angles  des  axes,  y  compris  le  sinus 
de  l'angle  solide,  ne  sont  intervenues  que  dans  les  expressions  des  fticteurs  nor- 
maux* Kn  serait-il  de  même  si  nous  avions  adopté  des  coordonnées  tétramétriqussf 
Sans  aucun  doute;  mais,  dans  ce  cas,  les  expressions  des  facteurs  normaux  seraient 
beaucoup  plus  compliquées,  ainsi  que  nous  Vavons  fait  remarquer  au  commence- 
ment du  naméro  précédent  L'addition  des  forces  a  pour  base  une  opération  consis- 
tant à  mener  une  parallèle  à  une  force  donnée  par  Textrémité  d'un  polygone  des 
forces.  Pour  exécuter  cette  opération  au  moyen  de  coordonnées  tétramétriques,  il 
fiiudrait  introduire  dans  toutes  les  formules  les  coordonnées  du  plan  à  Tinfini,  qui 
ne  sont  plus  0001,  et  les  sxprestions  des  facteurs  normaux  contiendraient  ainsi  un 
bien  plus  grand  nombre  de  termes  ;  aussi,  nous  croyons  inutile  de  Iss  développer 
ici.  Dans  le  numéro  précédent,  nous  avons  montré  que,  dans  tous  les  cas  où  il  s'a- 
gissait seulement  de  déterminer  la  position  des  forces  et  des  éléments  conjugués, 
on  pouvait  sans  difficulté  passer  d'un  système  à  l'autre.  Quant  À  la  réduction  d'un 
système  de  forces  è  une  force  unique  et  À  un  moment,  on  peut  la  déduire  des  for- 
mules précédentes  en  prenant  pour  le  plan  (|"iq"C''l)  le  plan  A  Tinânit  Nous  exami- 
nerons ce  cas  dans  le  prochain  numéro. 


68.    COMPOSITION  DES  FORGES   DANS   l'eSPACE 
AU   MOYEN  DU  PLAN  A  l'iNPINI 

Si  ToQ  choisit,  pour  décomposer  les  différentes  forces  suivant  le  pro- 
cédé indiqué  dans  les  numéros  précédents,  un  point  situé  à  distance  finie, 
et  comme  plan,  le  plan  àTinfini,  on  obtient,  pour  les  composantes  d'une 
force  quelconque  du  système,  la  force  eUe-môme  transportée  parallèle* 
ment  à  sa  direction  de  façon  qu'elle  passe  par  le  point,  et  un  moment 
qui  est  égal  au  moment  de  h  force  par  rapport  à  ce  point.  La  détermi* 
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nation  de  la  résultante  des  forces  qui  passent  par  le  point  choisi  n'est 
autre  chose  que  la  composition  des  forces  données,  comme  si  elles  agis- 
saient toutes  au  même  point.  Soit  M  cette  résultante  ;  elle  reste  constante 

Pig.  127. 


en  grandeur  et  en  direction,  quelle  que  soit  la  position  du  point  choisi; 
elle  passe  donc  toujours  par  le  môme  point  du  plan  à  Tinfini,  propriété 
qui  n'est  d'ailleurs  que  l'extension  au  plan  à  l'infini  de  la  propriété  géné- 
rale démontrée  au  n"  60,  p.  204.  Nous  avons  aussi  démontré,  dans  le 
même  numéro,  que  la  hauteur  de  la  résultante  qui  passe  par  le  point, 
par  rapport  au  plan  choisi,  est  indépendante  de  la  position  du  point;  à 
cette  propriété  correspond,  dans  le  cas  actuel,  la  constance  de  l'inten- 
sité de  la  résultante  M,  car  le  plan  à  l'infini  doit  être  regardé  comme 
perpendiculaire  à  tous  les  rayons  d'une  gerbe. 

Quant  à  la  détermination  du  plan  correspondant  au  point  choisi,  plan 
dont  l'intersection  avec  le  plan  à  l'infini  donne  la  ligne  d'application  de 
la  force  à  l'infini,  elle  se  fera  comme  dans  le  cas  général  :  on  composera 
les  moments  comme  au  n*  60,  p.  204,  et  le  moment  résultant  9Î  sera  la 
mesure  de  la  force  à  l'infini. 

En  comparant  les  opérations  indiquées  ici  avec  celles  qui  correspon- 
dent à  la  décomposition  générale  du  n"  60,  p.  201,  on  voit  qu'on  est  dis- 
pensé d'effectuer  la  décomposition  de  la  force  A,  fig.  122,  p.  202,  en  deux 
composantes  B  et  G,  car  la  composante  B,  qui  passe  par  le  point  choisi, 
est  égale  à  A  ;  en  outre,  on  ne  peut  se  passer  des  moments  pour  la  déter- 
mination du  plan  R.  Gomme  d'ailleurs  les  droites,  points  et  plans  cor- 
respondants sont  plus  faciles  à  déterminer,  quand  on  a  une  force  à  dis- 
tance finie  M  et  une  force  à  l'infini  5H,  que  quand  on  a  deux  forces  à 
distance  finie  M  et  N,  il  convient  de  se  servir  du  plan  à  l'infini  pour  la 
composition  des  forces  dans  l'espace.  Nous  indiquerons  dans  un  des  nu- 
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méros  suivants  les  moyens  pratiques  d'effectuer  cette  composition  ;  nous 
rechercherons  auparavant  comment  se  comportent,  dans  ce  cas,  les  pro- 
priétés projectives. 

Soient  M  la  force  à  distance  finie  et  9Î  la  force  à  Tinfini,  auxquelles  on 
a  réduit  un  système  de  forces  donné,  en  décomposant  chaque  force  sui- 
vant deux  directions  dont  Tune  passe  par  un  point  fixe  à  distance  finie, 
et  dont  l'autre  est  située  dans  le  plan  à  l'infini.  Il  s'agit  de  déterminer  le 
plan  correspondant  à  un  point  quelconque  x. 

Soit  91  le  plan  de  projection  de  la  force  à  l'infini  91;  la  droite  /,  qui 
joint  le  point  x  au  point  d'intersection  de  ce  plan  et  de  la  force  M,  est  une 
directrice  du  système;  elle  est,  par  suite,  située  dans  le  plan  cherché.  Il 
ne  reste  plus  dès  lors,  pour  obtenir  ce  plan,  qu'à  composer  les  deux  mo- 
ments 91  et  X M  en  partant  de  l'intersection  l  de  leurs  plans  respectifs. 
Nous  réduisons  les  deux  moments  à  la  même  base,  en  prenant  comme 
bras  de  levier  commun  la  distance  l^  du  point  x  au  point  de  rencontre 
M91.  Nous  portons,  pour  cela,  la  force  M  sur  sa  direction  à  partir  de  ce 
point,  et  la  perpendiculaire  H  abaissée  de  l'extrémité  de  M  sur  l^  est  la 
longueur  représentative  du  moment  de  M.  Nous  réduisons  aussi  le  mo- 
ment 91  à  la  même  base  Z, ,  de  telle  sorte  que  l^R^  =  91,  et  alors  R,  est  la 
longueur  représentative  de  ce  moment.  Cela  fait,  nous  composons  en- 
semble H  et  Rj,  en  portant  R^  à  partir  de  l'extrémité  de  H  dans  le  plan 
îf  parallèle  à  91,  perpendiculairement  k  l^.  Le  plan  cherché  QQ'  passe 
par  l'extrémité  de  R^.  L'intersection  de  ce  plan  QQ'  avec  le  plan  91'  est 
parallèle  à  l^ ,  puisque  les  plans  91  et  91' sont  parallèles  ;  par  suite,  cette 
intersection  est  normale  à  Rj  et  tangente  au  cercle  décrit  du  point  M91' 
comme  centre  avec  R|  pour  rayon.  Le  plan  QQ'  est  dès  lors  tangent  au 
cône  qui  a  son  sommet  à  l'origine  de  M  et  pour  base  le  cercle  9^. 

L'équation  /,  Rj  =  91  est  indépendante  de  la  direction  des  lignes  l^  et 
Rj  dans  les  plans  91  et  9^.  Par  suite,  le  cône  que  nous  venons  d'indiquer 
sera  le  même  pour  tous  les  points  du  plan  91  situés  à  la  même  distance  du 
point  M9Î.  Nous  pouvons  donc  dire  d'une  façon  générale  : 

Si,  par  les  extrémités  de  la  force  M  et  par  la  force  à  tinfini,  on  mène  les 
plans  91  et  9^,  et  que^  de  ces  extrémités  comme  centres,  on  décrive^  dans  les 
d^^  plans,  deux  cercles  ayant  respectivement  pour  rayons  les  longueurs  1^ 
et  K^,  qui  mesurées,  tune  à  F  échelle  des  longueurs,  Vautre  à  Véchelle  des 
forces,  donnent  un  produit  égal  au  moment  91  de  la  force  à  Vinfini;  que  Ton 
considère  Vun  quelconque  des  deux  cercles  comme  la  base  d'un  cône  ayant 
pour  sommet  le  centre  de  Vautre  cercle,  le  plan  coiTCspondant  à  chaque  point 
de  ce  dernier  cercle  est  un  plan  tangent  au  cône  passant  par  ce  point,  et  in- 
versement. 

Le  choix  à  faire  entre  les  deux  plans  tangents  que  donne  la  construc- 
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tion,  ou  les  deux  points  du  cercle  dans  la  coustruction  inverse,  doit 
être  tel  que  le  sens  de  R^  vers  l^  soit  le  sens  de  la  rotation  du  moment 
9{,  comme  on  Ta  indiqué  sur  la  figure. 

Les  relations  réciproques  que  nous  venons  d'exposer  donnent  une 
idée  très  claire  des  points  et  plans  correspondants.  Considérons,  par 
exemple,  les  points  et  plans  correspondants  situés  sur  ou  passant  par 
une  directrice  /.  Au  point  USl  de  /  correspond  le  plan  92  ;  si  le  point  » 
s'éloigne  du  point  M91  sur  la  directrice  /,  le  plan  QQ'  se  rapproche  de  M, 
et,  lorsque  le  point  x  est  à  Tinfini  sur  la  directrice  /,  le  plan  correspon- 
dant est  (H.  Gomme  la  ponctuelle  x  et  le  faisceau  de  plans  QQ'  sont  des 
formes  projectives,  toutes  les  ponctuelles  obtenues  en  coupant  le  faisceau 
QQ'  par  une  droite  quelconque  seront  aussi  projectives  à  x.  Si  en  parti- 
culier on  coupe  le  faisceau  par  une  droite  située  dans  le  plan  91'  et  pas- 
sant par  l'extrémité  de  M,  chaque  extrémité  de  M  correspondra  au  point 
à  l'infini  de  l'autre  ponctuelle,  et  les  produits  des  segments  correspon- 
dants seront  constants.  Soit  par  suite  (fig.  iâ7)  x  un  autre  point  de  la 
directrice  /,  et  r^,  l^  les  segments  interceptés  par  les  plans  xP  et  xQ  cor- 
respondants aux  points  x  et  x,  sur  une  directrice  quelconque  tracée  dans 
le  plan  91'.  On  aura  :  /i^t  =  ^^i^  ^^^^  ^  l'angle  formé  par  les  deux  di- 
rectrices /  et  f;  nous  aurons  : 

R,  =  f ,  sin  X    et,  comme  R,  /,  =  9t, 
IJ^  sin  Xi=i/,f,  sin  X  =  91. 

11  convient  d'observer  que,  dans  les  produits  entrant  dans  cet  équa- 
tions, l'une  des  longueurs  doit  être  mesurée  à  l'échelle  des  lignes, 
l'autre  à  l'échelle  des  forces. 

Les  droites  P  et  Q,  qui  joignent  les  points  xx',  im',  sont  des  droites  cor- 
respondantes du  système  donné,  car  si  au  point  x  correspond  le  plan 
xQ,  qui  intercepte  sur  /  le  segment  f,,  au  point  x  correspond  de  la  même 
manière  le  plan  x  Q^  qui  intercepte  sur  /  le  segment  /,.  Si  donc  on  a  dé- 
terminé le  plan  QQ'  correspondant  à  un  point  x  d'une  droite  P,  ce  qui 
revient  à  construire  l'intersection  %"%'  de  ce  plan  avec  91',  on  obtiendra 
un  point  x'  de  la  droite  Q  correspondante  de  P»  en  menant  dans  le  plan 
9t,  par  le  point  P9l'  =  x',  la  directrice  x  ic',  qui  coupe  le  plan  QQ'  en  un 
point  de  Q.On  obtient  un  second  point  ic  au  moyen  de  la  proportionna'* 
lité  des  segments  de  /  et  l. 

Nous  avons  démontré  d'une  manière  générale,  au  n*  6i,  p.  â07,  que 
deux  groupes  quelconques  de  deux  droites  correspondantes  sont  situés 
sur  un  hyperbololde.  Dans  le  cas  actuel,  Tune  des  quatre  droites  8*éloi- 
gnant  à  Tinfini,  l'hyperboloïde  devient  un  paraboloide.  Gela  résulte  aussi 
immédiatement  de  ce  que  nous  venons  de  démodtrer^  car  deux  droites 
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correspondantes  déterminant  sur  les  directrices  leit  des  segments  pro- 
porlionnels,  engendrent  un  paraboloïde,  et  à  chaque  génératrice  de  cette 
surface  correspond  une  autre  génératrice.  On  peut  aussi  déduire  facile- 
ment des  équations  écrites  ci -dessus  la  position  respective  des  généra- 
trices conjuguées.  On  déduit,  en  effet,  de  ces  équations  : 

''      I,    smX      l^    smX 

Les  rapports  y-,  y-  étant  constants,  les  produits  /,/,  seront  aussi 

constants,  et  par  suite  les  génératrices  conjuguées  déterminent  sur 
chaque  directrice  du  paraboloïde  une  involution  dont  le  centre  est 
sur. 

Les  points  d'intersection  des  trois  lignes  MPQ  avec  le  plan  à  Tinfini 
sont  situés  sur  une  même  génératrice  et  par  suite  sont  en  ligne  droite. 
Si  donc,  par  un  point,  on  mène  des  parallèles  à  ces  trois  droites,  elles 
seront  dans  un  môme  plan,  et  on  pourra  décomposer  la  force  M  suivant 
les  deux  autres  directions.  Nous  avons  effectué  cette  décomposition  au 
point  X  et  obtenu  les  deux  composantes  P  et  Q'  ;  puis  nous  avons  ra- 
mené la  composante  Q  en  Q'  au  moyen  d'une  parallèle  à  /. 

Pour  obtenir  le  volume  6  du  tétraèdre  formé  sur  P  et  Q,  nous  n'avons 

P        Q 
qu'à  multiplier  par  les  rapports  —,  et  — ;  le  volume  du  tétraèdre  dont 

l6B  sommets  sont  les  points  xx'  icic'.  Soit  ^  l'angle  formé  par  le  résultante 
M  avec  le  plan  9t  ;  nous  aurons  : 


et 


d'où 


Tét.  [Il]  =:  ^  (/,  -t-/,)  {t,  +  O sin  X.Msin  |x 
o 

P_      t,         Q  _^  t  l, 

xx'""f,  +  r,'  S  "•  XX*  ^  f , + r,  "^  ï^T^  * 

d  s=  -  /j  f ,  sin  X .  M  sin  |x  =  -  M91  sin  j*. 


On  voit  que  le  volume  du  tétraèdre  est  équivalent  à  celui  d'une  pyra- 
mide ayant  pour  base  la  surface  représentative  du  moment  de  la  force 
à  rinûni,  et  pour  hauteur  la  hauteur  de  la  force  finie  par  rapport  au 
plan  91. 
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69.    AXE    CENTRAL   d'L'N   SYSTÈME   DE   FORCES 

Nous  avons  démontré  au  n"  64,  p.  209,  que,  pour  un  système  de  forces 
donné,  le  volume  du  tétraèdre  construit  sur  un  système  quelconque  de 
deux  forces  équivalent  au  système  donné  est  constant.  Or  M  est  constant 
quel  que  soit  le  point  choisi,  pourvu  qu'on  prenne  comme  plan  le  plan  à 
l'infini,  et  par  conséquent  9Î  sin  \>.  est  aussi  constant.  La  force  à  l'infini 
sera  donc  minima  pour  sin(i  =  l  ou  ji=90*.  A  ce  cas  particulier  corres- 
pond une  position  unique  G  de  la  résultante  M,  et  cette  ligne  G  est  ap- 
pelée axe  central  du  système.  D'après  ce  qui  a  été  dit  précédemment,  il 
est  facile  de  construire  l'axe  central,  car  il  suffit  de  chercher  le  point  pour 
lequel  le  plan  correspondant  est  perpendiculaire  à  M  Menons,  par  l'extré- 
mité supérieure  de  M,  un  plan  perpendiculaire  à  M  ;  le  point  cherché  doit 
se  trouver  sur  l'intersection  m  de  ce  plan  et  du  plan  9Î  (fig.  127).  Appe- 
lons m,  la  distance  de  ce  point  à  M  mesurée  sur  la  ligne  m;  nous  aurons: 

m,  •  -: =  ^i, 

sm  |JL 

M 

parce  que  -: —  est  le  rayon  du  cône  3Î'  auquel  le  plan  est  tangent. 

Il  ne  peut  y  avoir  aucun  doute  sur  le  sens  suivant  lequel  r/ï,  doit  être 
porté  si  l'on  a  soin  d'opérer  comme  nous  l'avons  indiqué.  On  voit  d'ail- 
leurs immédiatement  s&r  la  figure  que  w,  doit  être  porté  en  haut,  car, 
en  se  bornant  aux  rotations  plus  petites  que  90%  le  plan  9Î  doit,  pour 
devenir  normal  à  M,  tourner  en  sens  opposé  au  sens  de  la  rotation  qui 
rapproche  ce  plan  de  QQ'.  Par  suite  m^  doit  être  porté  dans  un  sens  op- 
posé à  /,.  L'extrémité  de  m^  détermine  la  position  de  l'axe  central  G. 

L'axe  central  est  rencontré  par  toutes  les  lignes  de  plus  courte  distance  des 
directions  de  deux  forces  conjuguées.  Supposons,  en  effet,  l'axe  central  G 
construit;  la  ligne  de  plus  courte  distance  entre  une  force  P  et  cet  axe  G 
est  une  directrice,  car  elle  rencontre  G  et  elle  est  située  dans  un  plan 
normal  à  G.  Par  suite,  cette  plus  courte  distance  rencontre  aussi  la  di- 
rection de  la  force  Q  conjuguée  de  P,  et  elle  est  perpendiculaire  à  un 
plan  parallèle  à  ce  plan.  La  ligne  de  plus  courte  distance  entre  P  et  G 
est  donc  aussi  la  ligne  de  plus  courte  distance  entre  P  et  Q,.  et,  comme 
il  n'y  a  qu'une  seule  ligne  de  plus  courte  distance  entre  deux  droites,  il 
en  résulte  que  toutes  les  lignes  de  plus  courte  distance  rencontrent  l'axe 
central. 

Gette  propriété  permet  de  déterminer  facilement  l'axe  central   au 
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moyen  d'un  système  de  deux  forces,  car  on  obtiendra  un  point  de  cei 
axe  en  partageant  la  plus  courte  distance  entre  les  directions  des  deux 
forces  en  raison  inverse  des  hauteurs  de  ces  deux  forces  par  rapport  à 
un  plan  perpendiculaire  à  la  directrice  de  Taxe  central.  La  même  con- 
struction peut  d'ailleurs  s'appliquer  en  prenant,  au  lieu  de  la  plus  courte 
distance,  la  ligne  qui  joint  les  points  de  rencontre  des  deux  forces  avec 
un  plan  quelconque  perpendiculaire  à  l'axe  central. 

Nous  avons  vu  précédemment  que  les  deux  forces  d'un  môme  groupe 
peuvent  être  déplacées  parallèlement  à  l'axe  central  sans  cesser  d'être 
conjuguées.  Supposons  que  nous  ayons  ainsi  déplacé  tous  les  groupes 
possibles  de  systèmes  équivalents  de  deux  forces,  de  façon  que  leurs 
lignes  de  plus  courte  distance  soient  situées  dans  un  même  plan,  nous 
aurons  on  moyen  commode  d'étudier  toutes  les  positions  possibles  des 
éléments  conjugués.  Nous  utiliserons  pour  cela  la  fig,  127,  p.  236,  en 
supposant  que  M  soit  normal  au  plan  91,  et  que  /  soit  la  plus  courte  dis- 
tance des  directions  conjuguées  P  et  Q,  c'est-à-dire  que  /  soit  perpendi- 
culaire à  un  plan  parallèle  aux  droites  PMQ,  par  exemple  PM'Q\  Nous 
aurons  à  faire  en  même  temps  H  =  M.  Gela  posé,  désignons  par  x^  l'angle 
que  le  plan  QQ'  fait  avec  M;  nous  aurons  MtgXj  =  R^.  Si  nous  posons 
9{=Mc,  c  représentant  une  longueur  constante,  que  l'on  peut  regarder 
comme  l'unité  du  système,  et  si  nous  nous  rappelons  d'ailleurs  que 
92=/,R,,  nous  pourrons  établir,  entre  la  position  d'un  point  x  situé  à 
une  distance  l^  de  l'axe  central  et  la  position  du  plan  correspondant  qui 
fait  un  angle  x^  avec  l'axe,  la  relation  simple 

Pour  l^  =  0,  on  a  X,  =  90%  c'est-à-dire  que,  pour  tous  les  points  de 
l'axe  central,  le  plan  correspondant  passe  par  la  force  à  l'infini.  Pour 
/j  =  x,  on  a  X,  =0,  c'est-à-dire  que,  pour  tous  les  points  de  la  force  à 
l'infini,  le  plan  correspondant  passe  par  Taxe  central.  Enfin,  pour  /,  =c, 
Xj  =45%  c'est-à-dire  qu'aux  points  situés  à  une  distance  c  de  l'axe  central 
correspondent  des  plans  inclinés  à  45''  sur  l'axe.  L'équation  précédente 
détermine  complètement  la  position  respective  des  éléments  correspon- 
dants, puisque  le  plan  correspondant  à  un  point  passe  par  la  perpendi- 
culafre  abaissée  de  ce  point  sur  l'axe  central,  et  qu'inversement  le  point 
correspondant  à  un  plan  est  situé  sur  la  perpendiculaire  à  l'axe  central 
menée  dans  ce  plan  par  Tintersection  du  plan  et  de  l'axe. 

Si  l'on  connaît  les  plus  courtes  distances  /,  et  /, ,  par  rapport  à  Taxe 
central,  de  deux  directions  conjuguées,  ainsi  que  les  deux  angles  x,  et 
X,,  la  position  de  ces  directions  conjuguées  relativement  à  l'axe  central 
sera  complètement  déterminée,  car  chacune  d'elles  est  située  dans  un 

16 
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plan  perpendiculaire  à  la  direction  commune  de  /^  et  /,,  et  fait  avec  Taxe 
Tanglex,  ouTanglex,.  Si  nous  écrivons  Téquation  /,  tgXj=c  sous  la 
forme 

^tgx,  =  /,tgx„ 

/i  et  /,  représenteront,  dans  cette  équation,  les  plus  courtes  distances  à 
Taxe  central  de  deux  droites  conjuguées  (ces  plus  courtes  distances 
sont  sur  une  même  ligne  droite),  et  x,,  x,  représentent  les  angles  que  ces 
droites  font  avec  Taxe.  Nous  avons  indiqué  ces  angles  sur  la  fig.  427  ; 
mais  il  faut  toujours  supposer  que,  sur  cette  figure,  le  plan  91  est  per- 
pendiculaire à  M,  au  lieu  d'être  oblique.  Deux  droites  conjuguées  quel- 
conques restent  conjuguées  si  on  les  fait  tourner  autour  de  Taxe,  et, 
dans  cette  rotation,  elles  engendrent  deux  hyperboloïdes  de  révolution. 
Deux  hyperboloïdes  conjugués  ne  peuvent  jamais  avoir  aucun  point  réel 
commun,  à  moins  qu'on  n'ait  /,  =  /,.  Si  en  effet  on  coupe  deux  hyper- 
boloïdes par  un  plan  passant  par  l'axe  central,  on  obtient  deux  hyper- 
boles dont  les  asymptotes  font  avec  M  l'angle  x,  pour  l'hyperbole  dont 
Taxe  réel  est  l^ ,  et  l'angle  x,  pour  l'hyperbole  dont  l'axe  réel  est  /,.  Or, 
si  on  suppose,  par  exemple,  /,  </„  on  aura  aussi  x,  <x^,  et  par  suite 
l'hyperbole  l^  enveloppe  complètement  l'hyperbole  /,  sans  avoir  aucun 
point  commun  avec  celle-ci. 

Deux  hyperboloïdes  c-onjugués  n'ayant  aucun  point  commun,  il  en  ré- 
sulte que  ces  surfaces  ne  contiennent  aucune  directrice  du  système  de 
forces  donné. 

Si  l^  =  /,,on  aura  aussi  x^  =  x,  et  les  deux  hyperboloïdes  conjugués  se 
confondent.  Dans  ce  cas,  les  génératrices  rectilignes  de  l'un  des  sys- 
tèmes de  cet  hyperboloîde  unique  sont  toutes  des  directrices;  les  géné- 
ratrices de  l'autre  système  sont  conjuguées  deux  à  deux,  et  leurs  points 
de  rencontre  avec  le  cercle  de  gorge  forment  une  involution  dont  le 
centre  est  le  centre  de  l'hyperboloïde.  Cet  hyperboloîde  est  un  de  ceux 
que  nous  avons  considérés  au  n*  61,  p.  206. 

Si  l'on  a  /,  =  /,=  c  on  aura  x,  =  x, = 45*,  et  l'hyperbole  génératrice  de 
l'hyperboloïde  est  équilatère. 

11  résulte  de  ce  qui  précède  que,  parmi  tous  les  hyperboloïdes  en 
nombre  infini,  correspondant  à  une  môme  valeur  de  /,,  c'est-à-dire  ayant 
le  même  cercle  de  gorge,  il  n'y  en  a  qu'un  seul  qui  contienne  des  direc- 
trices. Cet  hyperboloîde  est  son  propre  conjugué. 
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70.   RELATIONS  ANALYTIQUES  ENTRE  LA  FORCE  A  l'iNFINI 
ET  LA  FORCE  FINIE  CORRESPONDANTE. 


Si  l'une  des  deux  forces  coiguflruées  est  à  l'infini,  l'autre  doit  passer  par  le  foyer 
«H«*2«*s0  du  plan  à  l'infini.  Les  coordonnées  de  cette  force  seront  par  suite 
«*i«*204s'»u»48»w3t^  et  les  m  pourront  être  pris  arbitrairement,  pourvu  qu'ils  sa- 
tisfassent à  Téquation  de  condition 

«14WS8  +  «S*»W8I  +  «8*^,5  =  0, 

qui  exprime  que  ces  coordonnées  sont  celles  d'une  droite. 
On  en  déduit,  comme  an  n*  65,  p.  223  : 

Sam  =  San  =  0^20,4  +  Oi^a^^  +  O^d,  4  =  31, 

et  Ton  a  d'une  ikçon  générale  :  ' 

mik  -f  n<fc  =  anf 
Les  coordonnées  de  la  droite  n  conjuguée  de  m  sont  par  suite  : 

Pour  déterminer  la  grandeur  des  forces  M  et  N,  on  a  : 


et 


et 


c'est-à-dire  M  =  Ca  et  N  =  0,  comme  on  pouvait  le  prévoir. 

Pour  tous  les  plans  qui  passent  par  la  droite  à  l'infini  n,  on  a,  d'après  le  n*  47, 
p.  165  : 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  du  n"  67,  p.  232,  on  obtient  : 


M' 


d'où 


et 


^'  =  - 


ÎR 

7  =  ' 

1      Ci)j 

^i  «23 

Ci)8     1 

Wl   «81 

(iH    (Oi 

1     Wj- 

^iHi 

«12 

Enfin  la  hauteur  de  la  force  M  par  rapport  au  plan  91  est  : 


Msin|&= 


w 
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d'où  on  déduit,  poiaque  M  =  e*, 

91»' 

On  arrive  au  même  résultat  en  formant,  par  an  procédé  purement  géométrique, 
le  sinus  de  Tangle  que  la  droite  a  fait  avec  le  plan  n.  Pour  obtenir  les  coordonnées 
de  Taxe  central,  écrivons  : 

wn  =  —  ^  Kl      +  a4î«0|  +  a4t<»i)i 

««I  =  — ^  («*l«^  +  «4t        +  «48»!)» 

«iî  =  — ^(a4i<*j  +  a4t«i  +  «48     )• 

Il  suffit^  pour  que  les  n  soient  les  coordonnées  d'une  droite  perpendiculaire  à 
Taxe  qui  passe  par  le  point  à  Tinfini  Okid^fO^iO^  que  ces  coordonnées  soient  pro- 
portionnelles aux  quantités  entre  parenthèses;  le  facteur  9t  :  ^«  est  nécessaire  pour 
^e  Ton  ait  : 

De  ces  expressions,  on  déduit  facilement  les  coordonnées  de  Taxe  central,  savoir: 
et 

'«11  =  011  +  ^  («41         +  «41«^  +  «41*^» 

91 

'W31  =  «lt  +  ^  («41  "1  +  «41        +  a41«l)ï 

En  substituant  dans  91*  les  valeurs  de  n  ci-dessus^  on  a  : 

91* =?!«'..    ou    91  =  ^, 

d*oii  on  déduit  sin  |&  =  1  >  ce  qui  vérifie  la  perpendicularité  de  Taxe  central  sur  le 

plan  correspondant  91. 

Les  autres  propriétés,  que  nous  avons  démontrées  géométriquement  dans  les 
deux  numéros  précédents,  peuvent  se  démontrer  très  facilement  par  Tanalyse  au 
moyen  d'une  transformation  de  coordonnées.  Prenons  pour  origine  des  nouveaux 
axes  le  point  (X|ViZ|ti|),  et  faisons  passer  ces  axes  respectivement  par  les  points  à 
l'infini  b^ib^fà^^O,  c^xC^fC^^O^  «4i«4i«4s0,  c'est-à-dire  prenons  pour  axe  des  s' la 
droite  désignée  Jusqu'à  présent  par  m. 

Nous  aurons  alors  : 

e^  Ce  Cm 

64  €e  €a 

^4  €„  eu 

1=  1; 
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0  =  Ç  + 


Pl    Ç'H--ti.V  +  — C 


ebec 


—  ^'+^— v  +  — ;' 

^tfio  CaCif  CffCe 

0=;+— r  +  -3^v  +  — ç' 

^o^e  ^a^6  ^^0 


v'. 


Caffe  ^a^6  ^6^e  Cafi^à 

Dans  ces  équations,  les  e  représentent,  comme  précédemment,  les  coefficients 
normaux  des  coordonnées,  qui  sont  désignées  par  leurs  indices,  et,  dans  les  deux 
déterminants  de  substitution  ci-dessous 


s  — 


Pi  Pf  ?s  p4 
Yi  Yj  Y8  Y4 

«1   «î   «3  «4 

«4 


=  «î 


*4l  ^4î  ^48 
^K\  ^Kt  ^k% 
<'41   «4î  ''43 

nous  considérons  les  éléments  du  second  comme  les  coefficients  des  éléments  du 
prunier. 

Après  la  substitution,  nous  pouvons  disposer  d*un  u  et  d'un  v,  mais  toutefois 
pas  d*une  manière  complètement  arbitraire,  car  il  faut,  dans  le  cas  actuel,  que  le 

produit  9tco',  n*  67,  soit  égal  au  produit  correspondant  formé  au  moyen  des  nou- 
velles coordonnées.  Ce  produit  représente  en  effet  six  fois  le  volume  constant  du 
tétraèdre  formé  au  moyen  de  deux  forces  correspondantes;  c'est  un  invariant. 

Désignons  par  Uk,  comme  au  n*  66,  p.  229,  les  nouveaux  coefficients  que  Ton  dé- 
duit d*un  coefficient  au  moyen  des  Oti  et  des  éléments  du  déterminant  de  gauche  à 
rexception  des  e.  Nous  obtiendrons,  en  procédant  comme  dans  ce  numéro  : 

'l  8  =  Sam  =^  JC,        'j8  =  Sa6,        ^»t  ^^  ^aet 
'l4  =  'l4  =  0,        ^84  =V 

On  a  /|4  =  ^24  =  0»  parce  que  nous  avons  fait  passer  Taxe  des  z*  par  le  foyer  a^,  a^^a^iO 
du  plan  à  Tinfini,  et  que  les  droites  à  Tinfini  ab  et  bc  sont  ainsi  devenues  des  di- 
rectrices. 

Si  de  plus  nous  prenons  les  axes  des  x'  et  des  y\  ou  les  points  {b^ib^th%^)  et 
[c^xC^tc^iO]^  dans  le  plan  n  conjugué  à  ix^yiZxi\  les  équations 

*4lWi8  +  *4jW,,  +  64,7»,,  =  0, 
<?4i'»it+  C4jnti+  C4tnij  =  0 

seront  satisfaites,  «t  les  axes  des  x'  et  des  y'  seront  aussi  des  directrices.  Nous  au- 
rons donc  aussi  : 

Soi  ^^  Sa«  =  0* 


Les  équations  du  nouveau  système  focal  sont  par  suite  :  • 


3^. 


i<?*ee 


x"4- 


91 


e'bee 


ji 


^ 


etete. 


9i 


CoebCe 


y"- 


*"  + 


91 


e'bCc 


^' 


V  = 


ij  =  — ff«X 


€ay' 


ea 


91 


ej," 


Ç'  = 


»'  = 


9t 


*»«< 


91 


eiCe 


,tt 
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La  racine  SU  des  nouYeaux  déterminants  de  ces  coefficients  et  le  sinns  o'  du 
nouvel  angle  solide  sont  : 

çgyi     yteafihee       ^    *  ,       ô.w' 

VI  = — et     o'  =  — i — , 

og  emebe0 

d*où  on  déduit,  ce  que  Ton  savait  déjà  : 

gH'o'  =  3îca'. 

Il  en  résulte  aussi  que  les  coefficients  de  y)''Ç"1  et  z",  dans  ces  équations^  sont 

91' 
égaux  à  — .  Mais  e«  est,  comme  nous  Tavons  vu,  p.  243,  la  résultante  agissant  sui- 

vaut  Taxe  des  z,  résultante  que  nous  désignerons  dorénavant  par  R,  au  lieu  de  M. 
Les  équations  se  réduisent  alors  aux  suivantes  : 

91'  91' 

On  tire  des  deux  dernières  équations  ; 

^,z'i-l  =  0, 

c'est-à-dire  que  le  plan  correspondant  à  un  point  x^y^i^  1  coupe  Taxe  des  z  en  un 
point  dont  Fordonnée  est  égale  à  2|.  On  tire  des  deux  premières  équations  : 

c'est-à-dire  que  la  ligne  qui  joi^t  le  point  x^y^z^l  au  point  de  rencontre  du  plan 
correspondant  et  de  Taxe  des  z  est  parallèle  à  la  trace  de  ce  plan  sur  le  plan  des  xy. 

Si  maintenant  on  pose  z  =  —  -  =  R,  la  perpendiculaire  R|  abaissée  de  Torigine 
sur  la  trace 

du  plan  sera  : 


Ri  = 


i/o'a  9IV5 


V/Ç"  +  V«  -  ^'n'oii      R  s/œ'^  +  y'*  +  2xyo^  ' 


o\  et  03  désignant  le  sinus  et  le  cosinus  de  Tangle  des  axes  des  x  et  des  y.  Mais  U 
distance  du  point  à  l'axe  des  s,  mesurée  parallèlement  au  plan  des  xy^  est  : 

/^  =  V/x^  +  y*»  +  2x'y'o^, 
On  en  déduit  par  suite,  comme  au  n<>  70,  p. 

91  étant  le  moment  agissant  dans  le  plan  xy. 

On  détermine  les  coordonnées  de  deux  forces  conjuguées  par  un  procédé  a^alo^e 
pL  celui  du  n*  05,  p.  223,  en  fieûsant 
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et  pour  tous  les  autres  indices  an  =  0,  au  moyen  de  Féquation 

Sam Rmi^      m^^ 

91'  ~     «'  ■*■  R  ' 

d*où  Ton  déduit  la  relation  simple 

et  pour  tous  les  autres  indices  mik  = —  nij, . 

Les  droites  suivant  lesquelles  sont  appliquées  deux  forces  coi^uguées  quelcon- 
ques n*ont  donc,  si  Ton  fait  abstraction  des  signes,  que  deux  coordonnées  diffé- 
rentes. Si  Ton  fait  varier  deux  seulement  des  coordonnées  d'une  droite  qui  contien- 
nent les  quatre  indices  1234,  le  produit  des  deux  nouvelles  coordonnées  est 
constant,  puisqu'on  doit  avoir:  ^,,^34  -f  fni^m^^-\-  mi^m^^:=0.  Les  n  satisfont  à 
cette  condition^  car  on  a  ni ^^s 4  =  ^1  s ^tis 4.  Si  Ton  projette  la  droite  m  du  sommet  3 
du  tétraèdre  des  plans  coordonnés,  c'est-à-dire  du  point  à  Tintini  de  Taxe  des  z, 
réquation  ^242^  +  17141^  +  ^12  =  0  de  la  projection  sur  le  plan  xy  ne  contient, 
comme  terme  constant,  qu'une  seule  des  deux  coordonnées  variables.  Par  suite  de 
cette  variation,  la  projection  de  la  droite  sur  le  plan  xy  se  déplace  parallèlement  à 
elle-même,  et  la  distance  de  Porigine  à  cette  projection  est  proportionnelle  au 
terme  constant  mj,  de  l'équation.  Enfin,  si  nous  substituons,  dans  les  équations  du 
n*  54.  p.  218,  du  point  d'intersection  de  la  droite  avec  un  plan,  les  constantes  OOCv, 
nous  obtenons  le  point  d'intersection  de  la  droite  avec  un  plan  parallèle  au  plan  xy, 
savoir  : 

wy  3=mî8;  +  m,4r,         tt'  =  m4,Ç. 

y' 
u'x'  et  u'if  ne  contiennent  aucun  des  coefficients  variables;  leur  rapport  ^  reste  pai* 

suite  constant,  c'est-à-dire  que  les  points  d'intersection  de  la  droite  variable  m  avec 
un  plan  fixe  parallèle  au  plan  xy  sont  situés  sur  une  droite  fixe  qui  rencontre  Taxe 

des  z  au  point  —  -.  Donc  :  si  on  fait  varier  les  coordonnées  m^  j  et  m^^  seules,  la  droite 

m  décrit  un  parabolaide  dont  Uaxe  des  z  et  la  droite  à  Cinfini  du  plan  xy  font  partie. 
Cest  le  paraboloïde  du  n*  68,  p.  238,  car  la  droite  n  en  fait  aussi  partie. 
Appelons  m,  le  radical 


Wj  =  v^m*8i  +  m«8,  +  2mjim,,o,. 
La  distance  de  la  trace  de  la  droite  sur  le  plan  xy  à  l'origine  est  ^  =  — -^  ;  celle 

de  la  trace  correspondante  «est  1^^=  — .  Or,  comme  m,  =  718,  et  que  fn^^m^^  est 
constant,  on  aura  : 

m\            3îm*8 
/,/,  = i-  =  — ; i—  =s  const. 

Donc  :  les  couples  de  droites  correspondantes  déterminent  sur  une  génératrice  du  para- 
boloïde une  involution  dont  le  centre  est  sur  taxe  des  z  (n*  68,  p.  239). 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  p.  230,  on  obtiendra  la  grandeur  des  forces  qu\ 
agissent  suivant  deux  droites  conjuguées  au  moyen  des  équations 


pjï  m  et  n  ont  l^  signîQcation  indiquée  p.  230 


! 
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Pour  déterminer  Taxe  central  dans  ce  système,  on  a,  diaprés  ce  qui  a  été  dit 
p.  230, 

91'  «' 

Les  trois  dernières  coordonnées  sont  celles  d'un  plan  quelconque  normal  à  Taxe 
central^  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  coordonnées  d'une  droite  conjuguée  : 

91'  91' 

Enfin,  en  substituant  ces  valeurs  dans  Texpression  de  9?*,  p.  243,  on  obtient  le 
moment  @  par  rapport  à  Taxe  central 

_      9*0' 

Nous  avons  développé  ici  les  formules  correspondantes  à  celles  des  n~  67  et  68,  et 
toutes  ies  propriétés,  dont  la  démonstration  ne  résulte  pas  immédiatement  de  ces 
formules,  peuvent  se  démontrer  i'acilement,  de  sorte  que  nous  n'avons  pas  besoin 
de  nous  arrêter  plus  longtemps  sur  ce  sujet.  Nous  allons  maintenant  montrer  com- 
ment on  peut,  dans  la  pratique^  exécuter  la  composition  des  forces  en  employant 
les  procédés  de  la  géométrie  descriptive. 
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Nous  avons  vu,  aux  n"  61  et  68,  que  le  procédé  le  plus  commode  pour 
déterminer  le  plan  focal  d'un  point  donné  consiste  à  composer  les  mo- 
ments des  forces  par  rapport  à  ce  point.  Ce  procédé  revient  à  prendre  le 
plan  à  rinflni  pour  exécuter  la  construction  indiquée  au  n'  57,  c'est-à- 
dire  à  décomposer  chaque  force  du  système  donné  en  une  force  de  même 
grandeur  et  parallèle  à  elle-même  passant  par  le  point  donné,  et  en  une 
force  à  Tinfini.  En  composant  ensemble  toutes  les  forces  passant  par  le 
point  donné,  et  en  composant  aussi  toutes  les  forces  à  TinOni,  on  arrive 
immédiatement  au  système  de  forces  du  n*  68  (fig.  127),  p.  235,  qui  per- 
met d'obtenir  des  points  et  des  plans  conjugués,  et  par  suite  des  droites 
conjuguées,  plus  facilement  qu'au  moyen  de  deux  forces  finies. 

Les  forces  finies  s'ajoutent  directement,  et  on  n'a  qu'à  exécuter  gra- 
phiquement, au  moyen  de  deux  plans  de  projection,  les  opérations  que 
nous  avons  indiquées  par  une  projection  axonométrique  sur  la  fig.  96, 
p.  150. 

D'après  ce  que  nous  avons  démontré  au  n*  60,  p.  204,  les  moments  se 
composent  comme  des  forces,  en  les  représentant  par  des  droites  nor- 
males aux  plans  des  moments  et  dont  les  longueurs  sont  proportionnelles 
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BUS  moments.  Sa  général,  les  diverses  forces  ou  moments  sont  donnés 
par  leurs  projections  sur  deux  plans  rectangulaires.  Dans  ce  cas,  il  n'est 
pas  nécessaire,  pour  construire  le  polygone  des  moments,  de  rabattre 
les  plans  projetant  chacune  des  forces  du  point  donné,  et  de  transformer 
les  surfaces  représentatives  des  moments  dans  l'espace;  il  suffit  d'opérer 
sur  les  projections  de  ces  surfaces,  ainsi  que  nous  allons  le  faire  voir. 

Imaginons  que  nous  fassions  tourner,  autour  de  sa  trace  OX  sur  le 
plan  horizontal,  le  plan  OA  projetant  une  force  A  du  point  0,  et  que  ce 
plan  entraîne  avec  lui  sa  normale  représentant  la  force  à  l'infini  que 
l'on  obtient  en  décomposant  A  en  une  force  égale  et  parallèle  passant 
par  0  et  en  une  force  à  l'in&ni.  Dans  celte  rotation,  la  force  A  décrira 
un  c6ne  circulaire  droit,  et  la  normale  an  plan.  Considérons  diverses 
positions.  A,,  A,,  A,,  etc.,  de  la  force  A,  et  les  positions  correspon- 
dantes p,,  p^,  p,  de  la  normale.  La  position  A,  correspond  au  moment 
où  le  plan  OA  est  horizontal.  Dans  une  position  quelconque  A,,  par 
exemple,  l'angle  que  le  plan  OA,  fait  avec  le  plan  de  projection  est  égal 
k  l'angle  que  la  normale  ;*,  fait  avec  la  verticale  01 .  Par  suite,  le  rapport 
de  l'aire  OA,  à  sa  projection  OP,  sera  le  même  que  celui  du  rayon  j»,  & 
sa  projection  verticale  A„  de  sorte  qu'il  suffira  pour  obtenir  A,  de  trans- 
ormer  l'aire  OP,. 

11  résulte  en  outre  de  la  fig.  128  que  le  signe  de  la  projection  de  la 


surface  du  moment  correspond  au  signe  de  A.  Choisissons  d'abord  le 
seuj  positif  de  h  de  façon  que,  dans  une  position  déterminée,  p,  par 
eieinple,  son  signe  soit  le  même  que  celui  de  la  surface  correspon- 
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dante  A,.  Lorsque  A,  tourne  autour  de  Taxe  OX,  h  conserve  le  môme 
signe  jusqu'à  la  position  verticale  OA,  du  plan;  dans  cette  position,  p, 
est  horizontal,  et  F,  et  A,  sont  tous  les  deux  égaux  à  0.  Le  plan  conti- 
nuant son  mouvement  de  rotation,  la  projection  de  la  surface  change  de 
signe,  et  il  en  est  de  môme  de  A,  qui  devient  négatif.  Par  suite,  si  la 
force  A  du  système  occupe  la  position  A^,  à  cette  position  correspondra 
une  diminution  A^  de  l'ordonnée  du  polygone  des  moments.  Enfin,  si  le 
plan  OA  tourne  de  it,  la  force  A  revient  dans  le  plan  horizontal,  et  le 
rayon  correspondant  05  est  situé  dans  le  prolongement  de  01  ;  il  lui  est 
égal  et  dasens  contraire. 

Il  résulte  de  là  que  : 

L'aire  de  la  projection  d'une  surface  de  moment  est  proportionnelle  « 
r accroissement  correspondant  de  l'ordonnée  du  polygone  des  moments^  et  le 
signe  de  cet  accroissement  correspond  au  signe  de  la  projection. 

Nous  avons  effectué,  d'après  les  règles  de  la  Géométrie  descriptive, 
PI.  YII,  les  opérations  indiquées,  en  les  appliquant  au  cas  de  quatre 
forces  et  en  utilisant  la  propriété  que  nous  venons  de  démontrer. 

Les  quatre  forces  sont  données  en  grandeur  et  en  direction  par  leurs 
projections  horizontale  et  verticale  1234.  Nous  décomposons  chacune 
de  ces  forces  en  une  force  de  môme  grandeur  et  de  môme  direction  pas- 
sant par  le  point  0,  et  en  une  force  à  l'infini.  La  résultante  des  premières 
composantes  s'obtient  au  moyen  du  polygone  des  forces  01â34M, 
d'après  les  règles  connues  (voir  n*  38,  p.  150);  cette  résultante  OM  est 
déterminée  en  grandeur  et  en  direction  par  ses  deux  projections  OM. 

Les  directions  des  composantes  à  l'infini  sont  déterminées  par  des 
rayons  normaux  aux  surfaces  de  moment,  et  qui  sont  par  suite  perpen- 
diculaires aux  parallèles  aux  plans  de  projection  menées  dans  ces  sur- 
faces. 

Pour  obtenir  la  projection  d'une  horizontale  de  la  suriace  01,  par 
exemple,  dont  nous  avons  figuré  le  contour  complet  sur  les  deux  plans 
de  projection,  on  n'a  qu'à  mener  une  horizontale  a^  dans  le  plan  ver- 
tical, et  à  projeter  sur  le  plan  horizontal  les  points  d'intersection  de  cette 
horizontale  avec  le  contour  de  la  surface  de  moment;  on  obtient  ainsi 
la  projection  cherchée  a  de  l'horizontale.  On  détermine  de  la  môme  ma- 
nière la  projection  verticale  ^^  d'une  parallèle  au  plan  vertical  menée 
dans  la  surface  de  moment. 

Ces  droites,  qui  sont  parallèles  aux  traces  de  la  surface  de  moment 
sur  les  plans  de  projection,  sont  indiquées,  pour  les  différentes  forces, 
par  des  lignes  pointillées  ainsi  : .  Les  différents  côtés  du  po- 
lygone des  moments  étant  perpendiculaires  aux  surfaces  de  moment  cor- 
respondantes, leurs  projections  seront  perpendiculaires  aux  traces  de 
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ces  surfaces.  Ainsi,  dans  chaque  plan  de  projection,  le  côté  ...  3 ...  du 
polygone  des  moments  0423411  est  perpendiculaire  sur  la  ligne  poin- 
tillée correspondante  à  la  force  3. 

L*accroissement  de  Tordonnée  de  ce  polygone,  c*est-à-dire  de  la  hau- 
teur des  sommets  par  rapport  à  chaque  plan  de  projection,  est  propor- 
tionnel à  Taire  de  la  surface  suivant  laquelle  se  projette  la  surface  de 
moment  correspondante.  Nous  réduisons,  dans  chaque  plan  de  projec- 
tion, tous  les  moments  à  une  même  base  r,  comme  nous  Tavons  indiqué 
au  n*  49,  p.  473,  en  considérant  le  rayon  correspondant  à  Tun  des  points 
d*intersecUon  de  chaque  force  4,  par  exemple,  avec  le  cercle  comme  base 
du  triangle  04  ;  Taire  de  la  projection  de  la  surface  de  moment  sera  re- 
présentée, dans  le  plan  horizontal,  par  Tantiprojection  A,,  et,  dans  le 
pian  vertical,  par  Tantiprojection  A, .  Pour  permettre  de  reconnaître  le 
signe  qu*il  faut  donner  à  chaque  accroissement  de  Tordonnée,  nous 
avons  indiqué,  d'une  façon  générale,  au  moyen  de  flèches,  la  corrélation 
entre  les  signes  de  ces  accroissements  et  les  signes  des  surfaces.  Les 
flèches  placées  sur  la  circonférence  des  cercles  correspondent  aux  sur- 
faces, et  les  flèches  placées  perpendiculairement  à  la  ligne  de  terre  cor- 
respondent aux  accroissements  des  ordonnées.  ^ 

Ces  antiprojections  nous  donnent  les  accroissements  des  ordonnées 
du  polygone  des  moments,  savoir  :  A,  pour  le  plan  vertical,  et  k^  pour  le 
plan  horizontal.  Gomme  d'ailleurs  les  différents  côtés  du  polygone  sont 

perpendiculaires  aux  lignes  pointillées correspondantes,  les 

sommets  consécutifs  du  polygone  sont  complètement  déterminés. 

La  construction  deviéCt  peu  exacte  lorsque  la  surface  de  moment  se 
rapproche  d'un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre.  On  n'a,  dans  ce 
cas,  qu'à  changer  l'un  des  plans  de  projection.  C'est  ce  que  nous  avons 
fait  pour  la  force  2.  Nous  avons  changé  le  plan  vertical  en  prenant  pour 
nouvelle  ligne  de  teiTe  la  projection  de  l'horizontale  a,.  La  nouvelle  pro- 
jection de  la  force  2  est  2,,  et  celle  du  pôle  0  est  0|.  Nous  avons  ensuite 
réduit  comme  précédemment  la  surface  de  moment  et  obtenu,  comme 
antiprojection  de  2,,  normalement  à  a„  la  longueur  /;,,  qui  est  égale  à 
*  la  longueur  du  côté  2  du  polygone  des  moments,  puisque  ce  côté  est 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  a,. 

Pour  la  détermination  de  la  projection  verticale,  il  suffit  de  déterminer 
l'accroissement  de  Tordonnée  par  la  réduction  de  la  surface  de  moment  02 
dans  le  plan  horizontal. 

On  obtient  de  la  même  manière  les  différents  côtés  du  polygone  des 
moments  04  234 U,  et  on  détermine  ainsi  le  rayon  OU  qui  correspond 
en  grandeur  et  en  direction  à  la  résultante  de  toutes  les  forces  à  l'infini. 

Nous  déterminons  ainsi  complètement  un  système  de  forces  analogue 
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à  celui  de  la  fig.  127,  p.  236;  OM  est  en  grandeur  et  en  direction  la  ré- 
sultante M  ;  le  plan  mené  par  0  normalement  à  OU  est  celui  du  mo- 
ment 91.  Nous  n'avons  pas  figuré  les  traces  de  ce  plan,  parce  que  nous 
n'en  ferons  pas  usage  dans  les  constructions  que  nous  aurons  à  effectuer; 
nous  nous  servirons  constamment  de  la  perpendiculaire  OU. 

Nous  allons  maintenant  déterminer  Taxe  central  G  et  le  moment  cor- 
respondant 6.  Pour  cela,  nous  décomposons  la  force  à  Tinfini,  qui  cor- 
respond au  rayon  OU,  en  deux  composantes  situées  dans  le  plan  à 
rinfini,  dont  Tune  est  perpendiculaire  à  OM,  et  dont  Tautre  est  dans 
un  même  plan  avec  OM.  La  première  composante  est  représentée 
par  la  perpendiculaire  abaissée  de  U  sur  OM,  et  la  seconde  par  la  dis- 
tance du  pied  de  cette  perpendiculaire  au  point  0.  Pour  déterminer  le 
pied  de  la  perpendiculaire,  menons  par  U  un  plan  perpendiculaire  à  OM; 
une  horizontale  menée  par  U  dans  ce  plan  se  projettera  suivant  les 
droites  u  et  u,,  dont  la  première  est  perpendiculaire  à  OM.  Une  parallèle 
au  plan  vertical  menée  dans  ce  même  plan  sera  représentée  par  les 
droites  v  et  t;,,  menées  par  un  même  point  de  la  droite  uu,,  et  dont  v,  est 
perpendiculaire  à  OM  dans  le  plan  vertical.  Les  intersections  de  ces  deux 
idroites  {uu^)  et  [vv^  par  le  plan  vertical  qui  se  projette  en  OM,  sont  les 
points  ddf'\  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  est  située  à  la  fois  dans 
le  plan  perpendiculaire  à  OM  et  dans  le  plan  vertical  projetant  OM;  son 
intersection  avec  OM  donnera  par  suite  la  projection  verticale  du  pied  de 
la  perpendiculaire  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Gomme  vérification,  on 
peut  déterminer  d'une  manière  analogue  la  projection  horizontale  du 
même  point  \ 

Les  distances  U'"  et  U'  de  ce  point  à  0  et  U,  distances  qui  sont  perpen- 
diculaires l'une  à  l'autre,  correspondent  aux  moments  des  composantes 
de  la  résultante  à  l'infini.  La  composante  correspondante  à  U''  est  per- 
pendiculaire à  OM  ;  l'autre  composante,  correspondante  à  U',  est  située 
dans  un  même  plan  avec  OM,  parce  que  U'  est  perpendiculaire  à  OM,  et 
nous  pouvons  par  suite  la  composer  avec  la  résultante  OM.  Pour  déter- 
miner la  grandeur  dans  l'espace  des  distances  U'  et  U",  dont  nous 
n'avons  du  reste  pas  besoin  pour  notre  construction,  nous  ramenons  la 
ligne  OM  parallèlement  au  plan  vertical,  nous  déterminons  les  distances 
OU  et  UM,  et,  au  moyen  de  ces  longueurs,  nous  construisons  le  triangle 
OUM.  dont  U'  est  la  hauteur,  et  U"  un  segment.  Ges  constructions  n'ont 
besoin  d'aucune  explication  spéciale. 

En  composant  OM  avec  la  force  à  l'infini  correspondante  à  U',  OM  se 
déplace  en  G  d'une  quantité  telle  que  la  surface  de  moment  correspon- 
dante soit  égale,  en  tenant  compte  du  signe,  au  moment  représenté 
par  U'. 
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Les  perpendiculaires  abaissées  du  point  M,  dans  chaque  plan  de  pro- 
jection, sur  les  rayons  passant  par  les  points  d'intersection  de  G  et  des 
cercles  de  réduction,  doivent  être  égales  à  la  différence  des  ordonnées 
des  extrémités  de  U',  ces  ordonnées  étant  prises  perpendiculairement  au 
plan  de  projection  considéré.  Cette  différence  d'ordonnées  est  égale  à  h^ 
pour  le  plan  horizontal  et  à  k^,  pour  le  plan  vertical.  Par  suite,  si  du 
point  M  comme  centre,  on  décrit,  dans  chaque  plan  de  projection,  un 
cercle  ayant  pour  rayon  *',»=*«  dai^s  le  plan  horizontal,  et  A'^=A^  dans 
le  plan  vertical,  les  rayons  des  cercles  de  réduction  tangents  à  ces  cercles 
détermineront  les  intersections  de  G  avec  les  cercles  de  réduction. 

On  peut,  comiae  vérification,  rechercher  si  le  plan  OG  est  bien  per- 
pendiculaire sur  U'. 

La  droite  G  ainsi  déterminée  est  Taxe  central.  Nous  avons  indiqué  par 
un  trait  de  force  un  segment  de  G  égal  à  la  résultante  des  qnatre.  fopccs 
1234.  Ces  quatre  forces  se  réduisent  par  suite  à  une  force  6^ à.-»»  mo- 
ment de  rotation  autour  de  cet  axe,  dont  la  grandeur  est  6  =  UV. 

Il  est  très  commode,  pour  les  constructions  que  Ton  peut  avoir  à  exé* 
cuter  sur  ce  système  de  forces,  de  se  servir  de  parallèles  au  plan  horizontal 
menées  par  le  point  0.  Aussi,  nous  allons  déterminer  le  foyer  de  ce  plan, 
et  pour  cela  nous  emploierons  un  procédé  analogue  à  celui  qui  nous  a 
servi  à  déterminer  Vaxe  central.  Nous  décomposons  le  moment  OU  de  la 
force  à  Tinfini  en  deux  autres  moments,  dont  Tun  est  situé  dans  le  plan 
horizontal  passant  par  0,  et  dont  Tautre  passe  par  le  point  à  Tinfini  de  M. 
La  normale,  qui  représente  le  premier  moment^  est  la  verticale  passant 
par  0.  Toutes  les  droites,  menées  perpendiculairement  à  OM  par  Textré* 
mité  U  du  polygone  des  moments,  sont  situées  dans  le  plan  uv  déjà 
construit.  Le  point  d'intersection  Y  de  ce  plan  avec  la  verticale  déter- 
mine par  suite  le  sommet  inconnu  du  contour  OYU.  Ge  point  est  Tinter- 
section  de  la  droite  dd"  avec  la  verticale  passant  par  0,  car,  par  con- 
struction, ces  deux  lignes  sont  situées  dans  le  même  plan. 

La  différence  des  ordonnées  du  côté  VU  est  égale,  en  ayant  égard  au 
signe,  àFantiprojection  de  la  force  M|,  quand  on  réduit  celle-ci  à  la  base  r  ; 
on  utilisera  cette  différence  pour  déterminer  la  nouvelle  position  M| 
de  M,  comme  on  Ta  fait  pour  G.  Le  foyer  d'un  plan  horizontal  quel- 
conque sera  à  son  intersection  avec  M,. 

Sur  la  PI.  YII,  nous  avons  marqué,  par  un  trait  de  force,  le  segment 
de  M|  représentant  la  grandeur  de  la  force,  en  portant  ce  segment  à 
partir  du  plan  horizontal  mené  par  0.  Faisons  passer  un  second  plan 
horizontal  par  l'extrémité  de  ce  segment.  Les  deux  plans  horizontaux  et 
la  ligne  M,  correspondent  complètement  aux  deux  plans  parallèles  et  à 
la  ligne  M  de  la  fig.  127,  p.  236.  Appliquons  les  constructions  que  nous 
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avons  indiquées,  et  déterminons  le  plan  correspondant  à  un  point  donné. 
Soit  X  ce  point,  que  nous  prenons  dans  le  plan  horizontal  supérieur; 
portons  la  résultante  M  à  partir  de  ce  point  et  en  bas.  Afin  de  pouvoir 
facilement  mener  des  perpendiculaires  à  M,,  perpendiculaires  qui  sont 
parallèles  au  plan  uv^  nous  changeons  de  plans  de  projection  en  prenant 
pour  nouveau  plan  vertical  le  plan  vertical  passant  par  M|  et  pour  plan 
horizontal  le  plan  horizental  passant  par  0;  M,  se  projette  verticalement 
en  M\  et  x  en  x\.  Transformons  maintenant,  dans  chaque  plan  de  pro- 
jection, le  moment  xM^  en  h^  et  k'^  au  moyen  du  rayon  r.  Appe- 
lons N  le  sommet  inconnu  du  polygone  des  moments  OTN.  Les  anti- 
projections A^  et  k'^  nous  donnent  la  difiTérence  des  ordonnées  du  côté  VN 
qui  représente  le  moment  xMj.  Nous  pouvons  par  suite  tracer  sur  chaque 
plan  la  projection  du  contour  0^'N;  cette  projection  est  O'N  dans  le 
plan  horizontal,  et  OTW  dans  le  plan  vertical;  O'N  est  perpendiculaire 
à  la  droite  /,  horizontale  du  plan  xM^,  OT  est  égal  à  OY,  moment  de  la 
force  à  Tinfini  située  dans  le  plan  horizontal,  et  enfin  TN'  est  perpendi- 
culaire à  M'j,  verticale  du  plan  xM^.  Le  plan  cherché  K  passe  par  le 
point  X  et  est  perpendiculaire  à  la  droite  VN  de  Tespace;  ses  traces 
seront  par  suite  perpendiculaires  à  O'N  et  O'N'  ;  il  coupe  la  ligne  de  terre 
au  point  K. 

Si  on  donnait  le  plan  K  et  qu'on  voulût  déterminer  le  point  correspon- 
dant X,  on  opérerait  d'une  façon  exactement  inverse.  Le  rayon  O'N',  per- 
pendiculaire à  la  trace  verticale,  détermine,  par  son  intersection  avec 
V'N',  le  sommet  N  du  polygone  des  moments,  et  ce  sommet  détermine  à 
son  tour  les  hauteurs  h'^  et  k^,  au  moyen  desquelles  on  obtient  le 
point  X  situé  sur  la  parallèle  l^  h  la  trace  horizontale. 

Cherchons  en  particulier  le  point  correspondant  à  un  plan  perpendi- 
culaire à  Mj.  Nous  aurons,  dans  ce  cas,  k^  =  0,  c'est-à-dire  que  la  pro- 
jection verticale  de  l'axe  central  coïncide  avec  MV  Le  rayon  ON'  coïn- 
cide aussi  avec  M'j  ;  .par  suite,  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  V  sur  M'^  est  la  différence  d'ordonnées  A'^,  qui,  multipliée  par  r,  est 
égale  au  produit  de  la  projection  horizontale  M^  par  la  distance  de  l'axe 
central  et  de  M^.  Sur  la  PL  VII,  C  passe  par  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire VN';  mais  c'est  là  une  circonstance  fortuite,  qui  ne  peut  pas  servir 
de  règle  pour  la  détermination  de  Taxe  central.  Il  n'en  aurait  pas  été 
ainsi  si  on  avait  pris  un  autre  rayon  r  pour  base  de  réduction. 

Considérons  une  droite  xx^,  coupant  en  x  le  plan  horizontal  mené  par 
l'extrémité  supérieure  de  Mj,  et  en  Xj  le  plan  horizontal  mené  par  l'extré- 
mité inférieure.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  {fig,  127,  p.  236),  le  point 
d'intersection  Ttj  de  la  droite  f  et  de  la  trace  horizontale  du  plan  K  est  un 
point  de  la  droite  ic,ic  conjuguée  de  xx,.  On  détermine  le  point  de  ren- 
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contre  -n  avec  le  plan  horizontal  supérieur  en  faisant  /,  =  ~ .  On  peut 

aussi  déterminer  ce  point  en  menant  par  ic^  un  plan  parallèle  aux  droites 
M|  et  XX,  ;  le  point  de  rencontre  de  ce  plan  et  de  l^  est  le  point  ic;  c'est 
ainsi  que  nous  avons  déterminé  ce  point  sur  la  PL  VIL  Cette  construc- 
tion n'exige  aucune  explication.  Enfin,  nous  avons  reporté  sur  le  plan 
vertical  primitif  toutes  les  lignes  du  plan  auxiliaire  passant  par  M,. 

La  méthode  exposée  dans  ce  numéro  est,  dans  la  plupart  des  cas,  la 
plus  pratique.  Toutefois,  il  serait  encore  plus  simple  de  prendre  comme 
plan  de  projection  le  plan  uv  normal  à  Taxe  central  ;  mais  on  aurait, 
dans  ce  cas,  à  effectuer  tout  d'abord  une  transformation  de  coordonnées. 
La  fiff.  129  montre  comment  les  opérations  se  feraient  après  cette  trans- 
formation. 

Fig.  129. 


Nous  avons  conservé  les  mêmes  lettres  que  sur  la  fig.  427  et  sur  la 
PL  yn.  Pour  déterminer  le  plan  K  correspondant  au  point  x,  nous  me- 
nons par  le  point  0,  dans  le  plan  horizontal,  une  perpendiculaire  à  Ox, 
et  nous  prenons  sur  cette  perpendiculaire  le  point  91  de  telle  façon  que 
la  différence  des  ordonnées  des  points  0  et  91  soit  proportionnelle  à 
Taire  xOG,  en  ayant  égard  au  signe;  la  projection  verticale  91  est  située 
sur  rhorizontale  correspondante  à  l'extrémité  du  moment  S.  Les  traces 
du  plan  cherché  K  sont  perpendiculaires  à  0%  et  0'9l'.  Soit  x'  Tautre 
extrémité  de  la  droite  xx';  nous  obtiendrons  Un  point  de  la  droite  con- 
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juguée  icTt'  en  prolongeant  Ox'  jusqu'à  n\  et  les  projections  horizontales 
des  lignes  xx',  W  sont  parallèles. 


72.    DÉCOMPOSITION  DES  FORCES  ET  TÉTRAÈDRE  DES  FORCES 

Les  méthodes  exposées  dans  les  numéros  précédents  suflSsent  le  plus 
souvent  pour  résoudre  les  problèmes  qui  se  présentent  ordinairement 
dans  la  pratique.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  d'équilibrer,  au 
moyen  d'une  force  unique  agissant  suivant  une  droite  donnée  R,  diffé- 
rentes forces  agissant  sur  un  système  matériel  dont  deux  points  sont 
fixes. 

Prenons  l'un  des  deux  points  fixes  0  comme  pôle,  et  opérons  la  com- 
position des  forces  indiquées  dans  le  numéro  précédent.  Nous  obtenons 
une  force  finie  M  passant  par  le  point  0,  et  une  force  à  l'infini  91,  agis- 
sant dans  un  plan  déterminé  par  un  rayon  normal  09l  donné  par  la  con- 
struction. Nous  faisons  ensuite  passer  par  le  second  point  fixe  0'  et 
par  la  droite  R,  un  plan  K,  dont  nous  déterminons  le  foyer  x  et  l'inter- 
section avec  le  plan  9Î.  Une  parallèle  à  cette  intersection  menée  parle 
point  0  est  située  dans  le  plan  xM  ;  nous  pouvons  par  suite  décomposer  la 
force  M  en  deux  autres  forces  dirigées  l'une  suivant  Ox,  l'autre  suivant 
cette  parallèle.  La  première  est  la  pression  ou  teùsion  sur  le  point  0.  La 
seconde,  composée  avec  le  moment  09l,  sera  transportée  parallèlement 
à  elle-même  suivant  l'intersection  des  plans  K  et  N  ;  nous  pourrons,  par 
suite,  la  décomposer  en  deux  forces  dirigées,  l'une  suivant  le  point  0', 
l'autre  suivant  la  droite  donnée  R.  La  première  composante  donne  la 
pression  ou  tension  produite  sur  le  second  point  0';  la  seconde  est  la 
force  cherchée. 

On  fera  bien  de  procéder  d'une  manière  analogue  quand  on  aura  des 
forces  à  composer  dans  l'espace  et  à  décomposer  ensuite.  Dans  certains 
cas,  on  pourra  utiliser  une  propriété  générale  que  nous  allons  démon- 
trer et  qui  conduira  plus  rapidement  au  résultat,  si  l'on  suppose  cer- 
taines constructions  préliminaires  effectuées.  Nous  avons  vu  précédem- 
ment, n*  56,  p.  188,  qu'un  système  de  forces  situées  dans  un  même  plan 
peut  toujours  être  transformé  en  un  système  de  trois  forces  dirigées  sui- 
vant trois  droites  données  ne  se  coupant  pas  en  un  même  point.  A  cette 
propriété  correspond,  dans  l'espace,  la  propriété  analogue  suivante  :  Un 
système  quelconque  de  forces  dans  V espace  peut  êtf^e  transformé  en  un  sys- 
tème équivalent  de  six  forces  agissant  suivant  les  arêtes  d'un  tétraèdre 
donné. 
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Décomposons,  en  effet,  chaque  force  en  deux  composantes  dont  Tune 
passe  par  un  sommet  du  tétraèdre  et  dont  l'autre  soit  située  dans  le  plan 
de  la  face  opposée  à  ce  sommet.  Toutes  les  composantes  passant  par  le 
sommet  pourront  être  ramenées  à  trois  forces  dirigées  suivant  les  trois 
arêtes  correspondante  ce  sommet;  les  autres  composantes  pourront  être 
ramenées  à  trois  forces  dirigées  suivant  les  trois  autres  arêtes,  qui  sont 
situées  dans  le  plan  de  la  face. 

11  résulte  de  la  démonstration  même  que,  si  on  modifie  à  volonté  les 
six  arêtes  du  tétraèdre,  en  conservant  un  sommet  et  le  plan  de  la  face 
opposée  fixes,  la  résultante  des  trois  forces  qui  passent  par  le  sommet 
n'est  pas  modifiée,  et  qu'il  en  est  de  même  de  la  résultante  des  trois 
forces  de  la  face  opposée. 

Si  deux  arêtes  sont  fixes,  et  en  outre  deux  sommets  situés  sur  l'une 
de  ces  arêtes,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  deux  plans  passant  par  les 
autres  sommets,  les  deux  forces  de  direction  variable  qui  passent  par  un 
des  points  fixes,  ou  qui  sont  situées  dans  un  des  plans  fixes,  ont  une  ré- 
sultante constante,  quelle  que  soit  la  position  des  deux  points  ou  des 
deux  plans  variables.  Prenons,  en  effet,  l'un  des  plans  fixes  et  le  sommet 
fixe  opposé  à  ce  plan  pour  opérer  la  décomposition  indiquée  au  n*  60;  la 
force,  qui  agit  dans  le  plan  fixe  considéré,  est  constante,  et  elle  peut  être^ 
décomposée  en  deux  forces  dirigées,  l'une  suivant  l'arête  fixe  située 
dans  ce  plan,  l'autre  suivant  le  sommet  fixe  situé  dans  ce  plan.  Cette 
dernière  force  est  la  résultante  constante  des  deux  forces  variables  si- 
tuées dans  le  plan  fixe. 

Ce  tétraèdre  fournit  une  solution  plus  simple  du  problème  traité  au 
commencement  de  ce  numéro.  Prenons  comme  sommets  du  tétraèdre 
les  deux  points  fixes  et  deux  points  quelconques  pris  sur  la  droite  donnée 
R.  La  force  agissant  suivant  cette  dernière  arête  sera  la  force  cherchée. 
La  force  agissant  sur  chacun  des  points  fixes  est  la  résultante  constante 
des  deux  forces  variables  passant  par  ce  point.  On  peut  composer  chacune 
de  ces  forces  avec  une  partie  quelconque  de  la  force  agissant  suivant 
Taxe  00'  lui-même,  et  par  suite  on  peut  faire  en  sorte  que  la  résultante 
ainsi  obtenue  fasse  un  angle  donné  avec  l'axe.  On  peut  aussi  décom- 
poser chaque  résultante  constante  en  une  force  normale  à  l'axe  et  une 
force  dirigée  suivant  l'axe.  Ces  deux  dernières  forces,  jointes  à  celle  que 
donnait  déjà  la  construction  du  tétraèdre,  peuvent  être  équilibrées  par 
la  réaction  d'un  troisième  point  d'appui  fixe  établi  spécialement  dans 
ce  but,  par  exemple  au  moyen  d'une  crapaudine  ou  d'un  épaulement. 

Le  tétraèdre  des  forces  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  décomposition 
beaucoup  plus  générale  d'une  force  en  six  composantes  agissant  suivant 
des  directions  choisies  arbitrairement,  sans  que  plus  de  trois  de  ces  six 
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directions  passent  par  un  même  point  ou  soient  situées  dans  un  même 
plan.  Cette  dernière  restriction  est  nécessaire,  car,  si  on  se  donnait  quatre 
directions  passant  par  un  même  point»  le  moment  de  la  force  par  rapport 
à  ce  point  devrait  pouvoir  se  décomposer  en  deux  autres  moments  dont 
les  plans  passeraient  par  chacune  des  deux  autres  directions  et  par  le 
point,  ce  qui  n'est  possible  que  si  les  plans  des  trois  moments  passent 
par  la  même  droite.  Il  en  serait  de  même  si  quatre  directions  étaient 
dans  le  même  plan. 
Cette  décomposition  générale  ne  peut  être  effectuée  que  par  Tanalyse^ 
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Nous  sommes  maintenant  en  mesure  d^opérer  fEu^ilement  U  composition  analy- 
tique d*une  force  M  passant  par  le  point  (x^y^t^l)^  ou  d'une  force  N  située  dans  le 

plan  (I^VTO* 

Pour  décomposer  la  fobce  M  en  trois  fbrees  passant  par  le  point>  on  lie  peut 
prendre  arbitrairement  pour  chaque  force  que  trois  coefflciente  ktkt^t*  ^^^  ^^ 
coefncient  quelconque  /  doit  être  Tun  des  six  déterminants  : 

Les  grandeurs  A^  AS  A"  des  trois  composantes  doivent  satisfoire  aut  éqaatibtts  : 

JMl  A  j  A     „  A      „^ 

—  m4|  =  ~  Ht  +  "^  *  »S  +  ^  *  4f) 

d'où  Ton  déduit  : 


'''41   '\l    '"il 

^ii  '*!  ^\t 


e' 


." 


A" 


41  ^i  /;;»! 

'*8  ^*S  ^\t 


M 


1*1  ''»!  ^\\ 
^Jk  ^\i  '"»î 

^*«   ^48   ^48 


Supposons  en  particulier  que  IF  F'  soient  les  aréiss  41  4S  48  d*«A  tétraèdre 
passant  toutes  par  le  sommet  4.  Nous  aurons  : 


/'rt  =  1  4!,  y,  «j  1 

1  ^4  y4  «4  1 

et      rtk  = 

^Hh^ 

«4^4  «4  l 

et  par  suite 

Vk-tft     = 

y%  ^î  1 

n^«* 

y8  •*  1 

y»«$i 

=  ï.. 
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en  désignant  par  XtYiZiUt  les  déterminants  mineurs  du  déterminant 

D  =     X,  î/j  z,  1 

a?î  Vi  «î  1 

^-^s  y$  ^i  1 
^4  y  h  H  1 

De  même  les  coefticients  de  /^^  et  1^%  dans  le  dénominateur  de  M  sont  Y|  et  2^ 
et  par  suite  ce  dénominateur  est  égal  à 

(«*  -  ^i)Xi  +  (y*  -  y,)Vt  +  (n  -  «i)Zi  =  -  D. 
Le  déterminant  du  dénominateur  de  A  est  égal  à 

^ki  »hi  ^48 

«s     2^J     ^4     1 

«3   y»    «s  1 

^4       ^4       ^4      1 

Les  six  déterminants  formés  au  moyen  de  la  l""  et  de  la  4*  ligne  ds  ce  dét9nkii*> 
nant  donnant  les  Tals^rs  de  m  changées  de  signe;  en  prenant  la  f*  ei  la  >  ligtte^ 
on  obtient  les  coordonnées  de  Taréte  S  3  du  tétraèdre^è'est-à^dire  de  Taréte  opposée 
à  /.  Par  suite,  si  nous  désignons^  pour  abréger,  les  moments  linéaires  de  m  et  de 
cette  arête  2  3  par  Sm,  a  s,  nous  obtenons,  entre  les  grandeurs  des  forces  agissant 
suivant  les  arêtes,  les  relations 

A  A  A"  M 


eSm,2  3  e'Sm,3  1  e"Sm,12         mS* 

La  décomposition  de  la  (brce  N  en  trois  composantes;  dont  les  difectioiiB  (armant 
un  triangle  321,  s'obtient  au  moyen  des  équations  : 

—  m,2  —  —  'Si  +  ^  ««*   "^  ë"     **' 

N  A  A'  A" 

-  m,,  -f  -  m,,  +  —  m\s  +  —  m"j,. 

Nous  nous  dispensons  de  développer  la  solution  de  ces  équations^  qui  sont  de  la 
même  forme  que  les  précédentes. 

Si  nous  considérons  le  triangle  comme  la  base  d'un  tétraèdre,  ayant  pour  fkces 
les  plans  ^-nAiVi,  nous  obtiendrons,  en  procédant  comme  pour  M  : 


A' 


A" 


N_ 

^S|^  41  ~~  e'Sn,  4  2  "~  c"Sn,  4  8  ""  wA' 

OÙ  À  est  le  déterminant  (^i>)2^3l4)  ^^  coordonnées  des  fàeices. 
Supposons  que  M  et  N  soient  deux  forces  conjuguées  d*un  même  système.  En 

substituant  dans  les  expressions  précédentes  les  valeurs  de  —  et  —  trouvées  au 

m         n 

n*  67,  p.  230,  nous  obtiendrons  les  valeurs  correspondantes  des  composantes  A  ;  mais 

nous  pouvons  obtenir  ces  valeurs  par  un  procédé  plus  simple. 

Nous  avons  vu  qu'un  système  de  forces  dans  l'espace  peut  totgours  être  remplacé 

par  un  système  équivalent  de  six  forces,  dirigées  suivant  des  droites  arbitrairement 

choisies,  à  la  condition  qu  il  n'y  en  ait  pas  plus  de  trois  passant  par  un  même 

point  ou  situées  dans  un  même  plan.  Les  grandeurs  des  six  forces  doivent  satisfaire 
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aux  six  équations  : 

«., = A,  7  +  ^..  ^  +  ''..  ^  +  /"'.,  ^  + 17.  $  +  n,  ^, 

A  A'  A"  A'"  A'^  A^ 

et  ainsi  de  suite  pour  les  indices  14,  23,  42,  34, 

La  solution  générale  de  ces  équations  n'ofifre  rien  de  particulier;  mais  elle  se 
simplifie  d'une  manière  remarquable  lorsque  les  six  directions  choisies  sont  les 
arêtes  d'un  tétraèdre.  Supposons,  dans  ce  cas,  que  les  arêtes  /  et  /^  soient  opposées. 
Pour  déterminer  A,  multiplions  chaque  équation  Oi^  par  le  l"  qui  est  affecté  de 
Tindice  complémentaire  gh.  Nous  aurons  : 

e 

car  tous  les  autres  moments  linéaires  Su  sont  nuls^  puisque  l^f  rencontre  toutes  les 
arêtes  à  l'exception  de  /. 

Si  les  /  sont  des  déterminants  mineurs  du  second  degré  de  D  et  A,  Sur  est  con- 
stant et  égal  à  D  ou  A  pour  toutes  les  arêtes  opposées.  On  a,  dans  ce  cas  : 

A  _S<i4T 

En  comparant  ce  résultat  avec  celui  auquel  nous  sommes  parvenus  au  n*  66,  p.  229, 
on  peut  dire  que  siy  au  moyen  cCune  transformation  de  coordonnées,  on  rapporte  le 
système  donné  à  un  tétraèdre  quelconque^  les  coefficients  du  système  focal  représentent 
les  grandeurs  des  forces  agissant  suivant  les  arêtes  du  tétraèdre^  quand  on  décompose  le 
système  suivant  les  directions  de  ces  arêtes. 

Si  nous  appliquons  cette  décomposition  au  tétraèdre  des  coordonnées  cartésiennes, 
nous  trouvons  que  tous  les  e  et  les  D  sont  égaux  à  1.  Quant  aux  arêtes,  tous  les  / 
sont  nuls^  sauf  celui  qui  a  pour  indices  ceux  des  sommets  situés  sur  cette  arête; 
par  suite,  pour  Taréte  opposée  à  Tarête  ik,  S^  se  réduit  à  aiklgk  =  ont.  Donc  A  =  aik 
est  la  grandeur  de  la  force  agissant  suiv<mt  Vaxe  ik. 

Cette  application  montre  quelle  est  la  signification  des  coefficients  aa.  Les  forces 
^41^42^48  Agissant  suivant  les  axes  des  a;,  des  y  et  des  %,  sont  des  forces  finies  ordi- 
naires, tandis  que  les  forces  a|,a,)a,,  agissant  dans  les  plans  des  xy,  des  y%  et  des 
zx,  sont  des  forces  à  Pinflnî^  c^est-àrdire  des  moments. 
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CHAPITRE  IV 


RELATIONS  PROJECTIVES  ENTRE  LE  POLYGONE  DES  FORCES 

ET  LE  POLYGONE  FUNICULAIRE 


74.   RELATIONS  COLLINÉAIRES  ET  RÉCIPROQUES. 


La  construction  d*un  polygone  funiculaire  correspondant  à  un  poly- 
gone des  forces  est  toujours  possible,  quel  que  soit  le  contour  de  ce 
lemier  polygone,  et  inversement.  Supposons  que  Tun  des  deux  poly- 
[ones  soit  inscrit  ou  circonscrit  à  une  courbe  du  second  degré,  et  re- 
cherchons dans  quels  cas  l'autre  polygone  satisfera  à  la  même  condi- 
ion. 

Cette  question  serait  résolue  si  nous  pouvions  indiquer  dans  quels 
.cas  les  deux  polygones  sont  projectifs,  car  alors  Tùn  des  deux  polygones 
|ne  pourra  être  du  second  degré  sans  que  l'autre  le  soit  aussi. 

Si  les  deux  polygones  sont  projectifs,  ils  seront  collinéaires  ou  réci- 
proques. Pour  mettre  les  deux  polygones  en  relation  collinéaire,  nous 
devrons  faire  correspondre  les  côtés  du  polygone  des  forces  aux  droites 
suivant  lesquelles  ces  forces  sont  appliquées,  c'est-à-dire  que  le  poly- 
gone des  forces  et  le  polygone  formé  par  les  directions  des  forces  de- 
vront être  collinéaires.  Ces  deux  polygones  ayant  leurs  côtés  correspon- 
dants parallèles,  auront  comme  droite  commune  la  droite  à  l'infini  ;  ils 
seront  par  suite  semblables  et  semblablement  placés.  En  construisant 
le  polygone  funiculaire,  on  obtient  dans  ce  cas  la  figure  de  réduction 
(Jonnée  page  83,  fig.^i,  dans  laquelle  012^3,...  représente  le  poly- 
gone funiculaire.  Comme  la  surface  réduite  est  proportionnelle  au  mo- 
ment de  la  résultante,  moment  qui  est  égal  à  celui  des  composantes^  il 
en  résulte  que  le  moment  d'un  nombre  quelconque  de  forces,  dont  les 
directions  forment  un  polygone  semblable  au  polygone  des  forces,  est 
proportionnel  à  l'aire  de  ce  dernier  polygone.  Mais  ce  résultat,  bien 
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qulntéressant,  ne  nous  conduit  pas  au  but  que  nous  nous  proposions, 
car  les  deux  polygones  0 1  2i  Sj  et  0123  ne  sont  pas  projectifs.  Nous 
laisserons  par  suite  de  côté  la  relation  collinéaire  pour  nous  occuper  de 
la  relation  réciproque. 

Si  le  polygone  des  forces  et  le  polygone  funiculaire  sont  réciproques, 
à  un  côté  quelconque  du  polygone  des  forces  devra  correspondre,  dans 
le  polygone  funiculaire,  le  point  d'application  de  la  force  représentée 
par  06  côté.  Ainsi,  aux  différentes  forces  â,  3,  4  ....  du  polygone  des 
forces,  PL  VIlIj,  correspondront  les  points  d'application  2,  3,  4  ...., 
PL  VIII 5,  dans  le  polygone  funiculaire.  Inversement,  les  différents  côtés 
2  3,  3  4  ....   du  polygone  funiculaire    correspondront  aux   sommets 

2  3,  3  4  ....  du  polygone  des  forces.  Les  rayons  OJ  2  3,  3  4  ....,  fig,  5, 
devant  être  parallèles  aux  côtés  2  3,  3  4  ....,  fig,  3,  cette  condition  ne 
peut  être  satisfaite  qu'en  faisant  correspondre  le  pôle  0,  du  polygone  des 
forces  à  la  droite  à  l'infini  du  polygone  funiculaire,  de  façon  qu'ils 
soient  projectifs. 

Tout  rayon  0,)  2  3,  3  4  ....  mené  par  le  pôle  0,,  rencontre  alors  la 
droite  à  l'Infini  an  point  correspondant  eio)  9  3,  3  4  ....  du  polygone  fu- 
niculaire, o'estrà-Klire  que  les  rayons  qui  projettent  de  0,  les  points 

3  3,  3  4  ....  sont  parallèles  aux  côtés  du  polygone  funicuUire  qui  cor- 
respondent à  ces  points,  ainsi  que  cela  doit  être. 

Si  les  deux  polygones  sont  réciproques,  les  lignes  d'application  2  3  4, 
fig,  3,  des  forces  dans  le  polygone  funiculaire,  lignes  qui  sont  parallèles 
aux  côtés  correspondants  du  polygone  des  forces,  concourent  en  un 
môme  point  0«,  qui  est  le  point  du  polygone  funiculaire  correspondant 
à  la  droite  à  l'infini  du  polygone  des  forces. 

Cette  propriété,  que  nous  devons  à  M.  le  Professeur  Heye^  résulta  de 
ce  que,  dans  deux  systèmes  plans  réciproques,  quand  : 


une  droite  du  premier  système 
est  perspective  au  faisceau  cor- 
respondant dans  le  second,  cette 
droite  considérée  comme  apparte- 
nant au  second  système  est  perspec- 
tive au  faisceau  correspondant  dans 
le  premier. 


un  faisceau  du  premier  système 
est  perspectif  à  la  droite  corres- 
pondante dans  le  second,  ce  fais- 
ceau considéré  comme  appartenapl 
au  second  système  est  perspectif 
à  la  droite  correspondante  dans  le 
premier. 


En  effet,  si  les  trois  rayons  abc^  fig,  130,  passent  respectivement  par 
leurs  points  correspondants  ABC,  et  qu'à  la  droite  o,  sur  laquelle  sont 
situés  ces  points,  corresponde  le  point  0,  les  rayons  0)  ABC  passent 
aussi  par  les  points  0)  aho  qui  leur  correspondent,  car  ces  points  sont 
(dentiques. 


RELATIONS  COLLlNÉAIRES  ET  RÉCIPROQUES. 


263 


En  vue  d'applications  ultérieures,  nous  allons  montrer  la  forme  pai^ 

ticuUère  que  pfend  cette  propriété 
A  R         '  r  lorsqu'on  l'applique  au  polygone 

^  des  forces  et  au  polygone  funicu- 
laire. Pour  plus  de  clarté,  nous 
avons  représenté  par  une  droite 
Uoo,  tracée  dans  les  limites  de  la 
fig,  431,  la  droite  à  Tinflni.  Le  fais- 
ceau ayant  pour  centre  le  pôle  0^ 
du  polygone  des  forces  correspond  à  la  droite  à  l'infini  Uoo,  de  telle 

Fig.  131, 


.>*«—.--  -----  ---" 


^ 


0,  étant  le 


façon  qu'à  un  rayon  quelconque  0^  U  du  système  plan  auquel  appar- 
tient le  polygone  des  forces  corresponde,  dans  le  système  plan  auquel 
appartient  le  système  funiculaire,  le  point  U  de  la  droite  à  Tinfini  situé 
sur  ce  rayon.  Par  suite,  nous  aurons  comme  éléments  correspondants 

(  des  forces       Ov       O^U      oo       U 
dans  Je  polygone  {  ^^.^^,^.^^     «        U        0.     O.U 

point  qui,  dans  le  plan  du  polygone  funiculaire,  correspond  à  la  droite 
à  rinfini  du  polygone  des  forces.  La  correspondance  des  deux  premiers 
éléments  est  une  donnée  de  la  question;  celle  des  troisièmes  éléments 
est  une  eontéquence  de  la  réciprocité,  et  enfin  celles  des  quatrièmes  élé- 
ments résulte  de  la  correspondance  des  seconds  et  des  troisièmes. 

Si  nous  prenons  le  point  U  sur  la  direction  d'upe  force  quelconque, 
3  par  exemple,  le  rayon  0,  correspondant  devra,  par  suite  de  la  récipro- 
cité des  deux  figures,  passer  par  le  point  d'application  de  la  force  3  qui, 
dans  le  polygone  funiculaire,  correspond  au  côté  3  du  polygone  des 
forces.  Donc  les  lignes  d'application  des  différentes  forces,  dans  le  poly- 
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gone  funiculaire,  passent  toutes  par  un  même  point  0,,  qui  est  le  point 
correspondant  à  la  droite  à  Tinfini  du  polygone  des  forces.  Donc  aussi  : 

Quand  toutes  les  forces  d'un  polygone  funiculaire  passent  par  un  même 
point,  le  polygone  des  forces  et  le  polygone  funiculaire  peuvent  être  mis  en 
relation  réciproque. 

Si  les  pôles  0,  0|  des  deux  systèmes,  fig.  132  et  133,  sont  donnés  et 
que  Ton  prenne,  dans  l'un  des  systèmes,  une  droite  quelconque  a, 
fig.  132,  le  point  correspondant  A,  de  l'autre  système  devra  se  trouver 
sur  le  rayon  parallèle  à  a  mené  par  Oj ,  et  Ton  peut  prendre  ce  point 
arbitrairement  sur  ce  rayon.  Mais,  une  fois  ce  point  choisi,  les  deux 
systèmes  sont  complètement  déterminés.  Traçons  en  effet  une  seconde 
droite  ô,  fig,  132  ;  le  point  correspondant  Bj  est  déterminé,  car  il  se 
trouve  à  Tintersection  du  rayon  OiB,  parallèle  à  6  et  de  la  droite  A^B^ 
parallèle  au  rayon  qui  de  0  projette  le  point  (ab).  Inversement,  si  on  se 
donne  le  point  B^ ,  on  construira  par  le  même  procédé  la  droite  corres- 
pondante b,  et  enfin  on  pourra  construire  la  droite  qui,  dans  la  fig,  133, 
correspond  à  un  point  quelconque  de  la  fig.  132,  au  moyen  du  point 


Rg.  132. 


Fig.  133. 
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{ab)  et  de  la  droite  correspondante  AjB, .  Ainsi,  au  point  G  pris  sur  b, 
correspond  la  droite  G,  menée  par  le  point  B^  parallèlement  au  rayon  OC, 
Les  trois  droites  passant  par  le  point  {ab)  sont  parallèles  aux  côtés  du 
triangle  0,A,B, .  Par  suite,  si  Ton  déplace  une  de  ces  lignes,  a  par  exem- 
ple, parallèlement  à  elle-même  jusqu'à  ce  qu'elle  passe  par  le  pôle  0  en 
a, ,  cette  nouvelle  droite  a^  formera  avec  les  deux  autres  un  triangle 
0  {ab)  {ba^)  semblable  au  triangle  OjA^B.  Abaissons  maintenant  du  pôle 
0  deux  perpendiculaires  h  et  k  sur  a  et  b;  l'aire  du  triangle  0  {ab)  (ba^) 

sera  F  =  -ff,^  =^*^;  d'où -^  =  -r. 
2   *         2  b       h 

D'un  autre  côté,  la  similitude  des  triangles  donne 

b       0,B,  • 
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0  A         k 

On  a  donc  -r^  ^  -  ou  0,  Aj  X  A  =  Ofi^  X  A:,  c'est-à-dire  que  : 

OfB|        A 

Dans  deux  systèmes  reliés  réciproquement  comme  nous  V  avons  indiqué  y  le 
produit  des  distances  de  deux  éléments  cofTcspondants  à  leurs  pôles  respectifs 
est  constant. 

Soit  c*  la  valeur  constante  de  ce  produit;  au  moyen  de  cette  valeur  et 
des  pôles  0  et  0',  on  peut  construire  les  éléments  d'un  système  qui  cor- 
respondent à  des  éléments  donnés  de  l'autre.  Soit,  par  exemple,  a  une 
droite  donnée  du  premier  système  (^^.  434).  Abaissons  du  pôle  0  la  per- 
pendiculaire k  sur  a,  et  portons  la  longueur  c  sur  a  à  partir  du  pied  de 
cette  perpendiculaire;  en  construisant  un  triangle  rectangle  dont  c  soit 
la  hauteur,  nous  obtiendrons  sur  le  prolongement  de  h  la  distance  0,A 
du  point  correspondant  au  pôle  0,.  Le  point  A  sera  situé  sur  une  parai'- 

Pig.  iU.  Fig.  135. 


X 


'    i    / 
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lèle  à  a  menée  par  0^ ,  et  de  façon  que  OjA  forme  avec  h  un  angle  droit 
de  sens  constant.  Nous  avons  indiqué  sur  la  fig.  135  la  solution  du  pro- 
blème inverse. 

A  des  points  situés  sur  un  même  rayon  dans  un  système,  par  exem- 
ple AB,  fig.  135,  correspondent  des  droites  parallèles  dans  l'autre,  ab^ 
fig.  134.  Si,  du  pôle  0,  on  mène  un  rayon  quelconque,  la  forme  Oôa 
sera  semblable  à  la  forme  OjAB.  La  relation  0^kXk  =  0,B  x k,  donne 

en  effet 

0^_k_Oô 

Cette  propriété  est  utile  pour  la  construction  des  polygones  récipro- 
ques. 

On  pourrait  déduire  de  là  que,  si  un  polygone  des  forces  et  un  poly- 
gone funiculaire  correspondants  à  un  système  de  forces  donné  sont  ré- 
ciproques, tous  les  polygones  funiculaires  correspondants  à  ce  môme 
système  sont  des  figures  semblables.  Mais  cette  propriété  résulte  immé- 
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diatement  de  ce  que  ces  polygones  ont  tous  la  droite  à  Tinfini  com- 
mune. 

Si  l'on  considère  le  polygone  des  forces  et  le  polygone  funiculaire  au 
point  de  vue  purement  géométrique,  c'est-à-dire  tomme  des  figures  ré- 
cipioques,  tous  les  éléments  du  plan  peuvent  être  considérés  comme 
les  éléments  des  deux  polygones.  Mais,  si  Ton  considère  ces  polygones 
au  point  de  vue  statique,  c'est-à-dire  comme  correspondants  à  un  sys- 
tème de  forces  réel,  aticun  côté  du  polygone  funiculaire  ne  peut^  dans  ce 
cas^  passer  par  le  pôle  de  ce  polygone^  pourvu  toutefois  que  les  deux  pôles 
soient  situés  à  distance  finie.  Si  en  effet  un  côté  du  polygone  funiculaire 
passait  par  le  pôle,  tous  les  autres  côtés  devraient  aussi  passer  par  ce 
pôle  comme  intersection  commune  de  ce  côté  avec  toutes  les  autres 
forces.  Si  donc  on  relie  par  un  polygone  funiculaire  un  système  de 
forces  passant  par  un  même  point,  aucun  côté  ne  peut  passer  par  le 
pôle.  11  n'en  est  pas  de  même  du  polygone  des  forces,  car  les  directions 
des  forces  ne  sont  assujetties  à  aucune  condition. 

Nous  avons  démontré  d'une  manière  générale  au  n"  44,  p.  161,  que  la 
résultante  d'un  nombre  quelconque  de  forces  passe  par  l'intersection 
des  côtés  extrêmes  du  polygone  funiculaire.  Cette  propriété  peut,  dans 
le  cas  spécial  qui  fait  l'objet  du  présent  numéro,  se  déduire  directement 
de  la  réciprocité  des  deux  polygones.  La  résultante  9  1  2  est  représentée, 
dans  le  polygone  des  forces,  PI.  VIII  j,  par  la  droite  indiquée  en  poin- 
tillé. Aux  extrémités  de  cette  droite,  qui  sont  les  intersections  des  côtés 
8  9  d'une  part  et  2  3  de  l'autre,  correspondent  les  côtés  8  9  et  2  3  du 
polygone  funiculaire,  et  par  suite  à  cette  droite  correspond  dans  le  der- 
nier polygone  l'intersection  (9  1  2)  de  ces  côtés.  Au  point  à  l'infini  de  la 
droite  9  1  2  du  polygone  des  forces  correspond  la  droite  qui  joint  le 
point  0,  avec  (9 1  2),  PL  VIII,.  Cette  dernière  droite  est  donc  parallèle  à 
912,  PL  VIII  j,  c'est-à-dire  qu'elle  est  en  direction  et  en  position  la  ré- 
sultante 9 1  2,  et  elle  passe  par  l'intersection  des  côtés  89  et  â  3  du  po- 
lygone funiculaire. 

Écrivons  Téquation  d'un  côté  du  polygone  funiculaire: 
et  celle  du  point  correspondant  du  polygone  des  forces  : 

(i:a^)*-(2:aj),+i=o. 

Un  voit  que  le  point  est  situé  sur  lo  côté  coiTespoudant  quand  on  fait  x=—  tu, 
y  »  ^,  et  que  la  coefficient  V  A  -  de  l'ordonnée  constante  1  reste  aussi  constant. 
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Mais  pour  que  od  dernier  terme  resta  constant,  il  fiant  que  l'équation  d.u  premier 
côté  du  polygone  funiculaire  ne  renferme  qu'un  terme  en  c,  et  que  les  équations  de 
tous  les  côtés  suivants  n'en  contiennent  aucun,  c^est-à^dire  soient  de  la  forme 
ax  +  by.  Ces  côtés  doivent  donc  passer  par  Torigine. 

Donc  s  quand  toutes  les  forces  d'un  polygone  funiculaire  passent  par  un  même  point, 
U  polygone  des  forces  et  le  polygone  funiculaire  peuvent  être  reliés  réciproquement, 

A  la  droite  * 

aj7  -f  6y  -h  c  =  0 

correspond  le  point 

—  aï)  +  6^  +  c  =  0. 

Cià' 

La  perpendiculaire  p  abaissée  de  Toriglne  sur  la  droite  a  pour  longueur  —  .  La 

e 

distance  r  du  point  à  Torigine  est  - .  Par  suite  pr=su/:=  constante. 

Donc  :  le  produit  des  distances  des  éléments  correspondants  à  Vorigine  est  constant. 
Ck)mme  x  etti^  y  ei^  sont  en  même  temps  nuls  et  en  même  temps  infinis,  la  droite 
à  Tinfini  d'un  polygone  correspond  à  Torigine  dans  Pautre. 


75.   RELATION  DU   POLYGONE  DES  FORCES   ET  DU   POLYGONE  FUNICULAIRE 

AVEC  LES  COURBES  DU  SECOND  DEGRÉ 

Quand  les  directions  de  toutes  les  forces  passent  par  un  même  point 
et  que  les  deux  polygones  sont  réciproques,  si  Tun  de  oet  polygones  est 
inscrit  ou  circonscrit  à  une  oourbe  du  second  degré,  il  en  sera  de  môme 
de  l'autre  polygone.  Ce  dernier  polygone  est  inscrit  ou  ciFConscrit  à  une 
ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole,  suivant  que  le  pôle  du  premier 
polygone  est  situé  à  Tintérieur  de  la  courbe,  sur  la  courbe  ou  à  Texté- 
rieur. 

En  effet,  à  chaque  pôle  d'un  polygone  correspond  la  droite  à  l'infini 
de  Tautre,  et  à  tout  point  situé  à  l'intérieur  d'une  courbe  correspond  une 
droite  située  à  l'extérieur  de  l'autre.  Par  suite,  si  le  pôle  est  situé  à  l'in- 
térieur de  la  courbe,  la  droite  à  l'infini  est  située  à  l'extérieur  de  l'autre 
courbe  qui  est  ainsi  une  ellipse;  si  le  pôle  est  situé  sur  l'une  des  courbes, 
l'autre  est  une  pai'abole;  enfin,  si  le  pôle  est  situé  en  dehors  d'une 
courbe,  l'autre  est  une  hyperbole. 

Nous  avons  représenté  ces  relations  sur  la  PI.  YIII,  où  nous  avons 
figuré  deux  ellipses,  deux  paraboles  et  deux  hyperboles  respectivement 
réciproques  deux  à  deux.  Nous  avons  considéré  les  polygones  inscrits 
comme  des  polygones  funiculaires  et  les  polygones  circonscrits  comme 
des  polygones  des  forces.  Sur  la/f^.  4,  nous  avons  pris  successivement 
trois  pôles  0^,  Op  et  0„  le  premier  à  l'extérieur  de  l'hyperbole,  le  second 
sur  la  courbe,  le  troisième  à  rintérieur;  les  courbes  réciproques  sont, 
dans  le  premier  cas,  l'hyperbole  {fi^.  2);  dans  le  second,  la  parabole 
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[fig,  4),  Qt,  dans  le  troisième,  Tellipse  (fig,  3).  Les  pôles  correspondants  Oj^ 
de  ces  trois  courbes  sont  situés  à  Textérieur,  puisque  la  courbe  corres- 
pondante [fig.  1)  est  une  hyperbole.  Nous  avons  encore  dessiné  sur  la 
même  planche  Tellipse  (fig.  5)  correspondante  au  pôle  0,  de  la  fig,  3,  et 
la  parabole  {fig,  6)  correspondante  au  pôle  Op  de  la  fig.  4,  de  sorte  que 
cette  planche  représente  toutes  les  relations  réciproques  possibles  des 
trois  courbes  du  second  degré,  à  Fexception  de  celles  de  Tellipse  et  de 
la  parabole. 

Avant  d'aller  plus  loin  dans  l'explication  des  constructions  repré- 
sentées sur  cette  planche,  nous  devons  encore  appeler  l'attention  sur 
les  relations  réciproques  suivantes  des  points  et  des  droites  qui  y  figurent. 

Nous  trouvons  comme  éléments  correspondants  : 


A  chaque  élément  d'une  courbe, 
A  chaque  rayon  mené  par  un  pôle, 
Aux  deux  points  de  la  courbe  situés 
sur  ce  rayon, 

Aux  tangentes  eu  ces  points. 

Au  point  d'intersection  de  ces  tan- 
gentes, 
A  la  polaire  du  pôle  d'un  polygone, 
A  deux  points  conjugués  de  cette 
polaire, 


Aux  extrémités  du  diamètre  passant 
par  le  pôle, 

Aux  extrémités  de  la  corde  passant 
par  le  pôle  et  conjuguée  au  dia- 
mètre. 

Aux  points  à  l'infini  d'une  corde 
quelconque, 


Aux  points  à  l'infini  sur  les  asym- 
ptotes. 

Aux  deux  branches  de  la  courbe 
séparées  par  les  asymptotes, 


l'élément  suivant  de  l'autre: 

le  point  à  l'infini  situé  sur  ce  rayon  ; 

les  deux  tangentes  menées  par  ce 
point,  qui  sont  par  suite  paral- 
lèles au  rayon  ; 

les  points  de  contact  de  ces  tan- 
gentes ; 

le  diamètre  reliant  les  deux  points 
de  contact; 

le  centre  de  la  courbe  ; 

deux  diamètres  conjugués  paral- 
lèles aux  rayons  qui  projettent 
les  points  de  la  polaire  du  pôle 
de  l'autre  courbe  ; 

les  tangentes  parallèles  au  dia- 
mètre ; 

les  tangentes  parallèles  à  la  corde  ; 


le  rayon  qui  du  pôle  projette  le 
point  correspondant  à  la  corde, 
et  par  suite  qui  est  parallèle  à 
cette  corde  ; 

les  tangentes  menées  par  le  pôle 
parallèlement  aux  asymptotes  ; 

les  deux  parties  de  la  courbe  sé- 
parées par  les  points  de  contact 
de  ces  tangentes. 
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U  résulte  en  outre  des  propriétés  démontrées  précédemment,  que  les 
directions  des  deux  diamètres  passant  par  0,  et  0  sont  des  directions 
conjuguées  dans  chaque  courbe.  Appelons  rayons  conjugués  deux  rayons 
menés  par  le  pôle  d*une  courbe  parallèlement  à  deux  diamètres  conju- 
gués de  l'autre  courbe,  et  considérons  chacun  de  ces  rayons  comme 
correspondant  au  diamètre  qui  ne  lui  est  pas  parallèle.  Les  deux  fais- 
ceaux formés  par  ces  rayons  et  ces  diamètres  sontprojectifs,  c'est-à-dire 
que  le  faisceau  de  rayons  projetant,  du  pôle  d*une  courbe,  les  points  de 
cette  courbe  est  perspectif  avec  le  faisceau  de  diamètres  de  Fautre  courbe 
projetant  les  points  de  contact  des  tangentes  correspondantes  aux  points 
de  la  première.  En  coupant  ces  deux  faisceaux  par  deux  directions  con- 
juguées, on  obtient  deux  ponctuelles  semblables,  car  les  points  à  Finfini 
de  ces  deux  ponctuelles  sont  des  points  correspondants. 

Gomme  application  de  ces  propriétés,  nous  avons^  sur  la  PI.  YIII, 
construit  cinq  couples  de  courbes  réciproques.  En  commençant  par 
la  fig.  I,  nous  avons  construit  Thyperbole  {fig.  2)  qui  correspond  au 
pôle  Of,  situé  en  dehors  de  la  première  courbe.  Pour  cela,  nous  avons 
d'abord  mené  le  diamètre  u  passant  par  0^^,  la  corde  t;  conjuguée  à  ce 
diamètre,  le  diamètre  n  conjugué  de  u  et  la  polaire  m  de  0^^.  Gela  fait, 
nous  avons  pris,  pour  former  le  polygone  des  forces,  les  tangentes  aux 
six  points  de  la  courbe  situés  sur  les  droites  mnv^  les  deux  asymptotes 
et  une  tangente  arbitraire  4,  soit  en  tout  9  tangentes,  dont  8  passent 
deux  à  deux  par  les  points  d'intersection  de  u  avec  les  droites  vnm  oo. 

Prenons  maintenant  le  pôle  0^^  sur  la  fig.  2  ;  aux  quatre  parallèles 
rmnoo  correspondent  les  quatre  points  oo  NMO^^  situés  sur  les  parallèles 
menées  par  0^^,  et  de  telle  façon  que  la  ponctuelle  NMO^^  soit  semblable 
au  faisceau  de  parallèles  u)mnv  (n*  74,  p.  265).  Nous  avons  pris  comme 

I 

rapport  de  similitude  - ,  c'est-à-dire  que  les  distances  NMO^^  sont  les 

moitiés  des  distances  u)mnv.  Les  quatre  droites  59mtf  (fig.  1)  se  coupant 
en  un  même  point,  les  quatre  points  correspondants  59MU  de  la  fig.  2 
seront  sur  une  môme  ligne  droite,  qui  est  la  parallèle  à  u  menée  par  le 
point  M.  La  position  des  points  5  et  9  sera  maintenant  complètement 
déterminée  en  menant  les  rayons  0^5  et  Ofi  [fig.  2}  parallèles  aux  tan- 
gentes aux  points  5  et  9  (fig.  1).  Réciproquement,  les  deux  tangentes 
N)38  (fig.  2)  doivent  être  parallèles  aux  rayons  OJ38  (fig.  1),  ce  qui  dé- 
termine les  points  3  et  8  sur  Oj^U.  Enfin  les  tangentes  0^^)16  (fig.  2)  sont 
parallèles  aux  asymptotes  de  la  fig.  1,  et  les  asymptotes  de  la  fig.  2,  qui 
passent  par  M,  sont  parallèles  aux  tangentes  0^^)27.  En  opérant  comme 
nous  venons  de  l'indiquer,  on  voit  que  nous  avons  obtenu  des  éléments 
disposés  d'une  manière  analogue  sur  les  deux  courbes,  savoir  :  trois 


no 
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couples  de  points  situés  sur  des  cordes  parallèles,  les  tangentes  en  ces 
points  et  les  asymptotes.  Le  résumé  ci-après  permet  d'embrasser  d'un 
coup  d'œil  ces  relations  : 
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Fig.  1. 


Tan-      Cordes 
gentes.   parallèles. 


Asymptotes* 

Menées  pair  le  pAle.  .  .  . 
Aux  sommets. 


1    6 
£   7 

3    8 


Aux  extrémités  de  la  corde]  .    ^ 
passant  par  le  pôle.  .  .  ) 


n 

V 

00 

m  I 


Fig.  2. 


Pointe 
Points.  8ûr  un 
_  diaisètre. 


6 


De  contact  des  tangentes)  ^ 

menées  par  le  pôle.  .  .) 
De  contact  des  asymptotes]  S  7 
Aux  extrémités  de  la  corde)  ^    g 
passant  par  le  pAle.  . 


Sommets. 


5    9 


Les  quatre  droites  d'une  même  ligne  ci^ 
dessus  se  coapent  en  un  même  point. 

A  Pespace  ln6  limité  par  les  asymptotes 
et  dont  les  rayons  coupent  la  courbe, 


Les  quatre  points  d*une  môme  ligne  ci- 
dessus  sont  situés  sur  une  même  droite. 

correspond  le  segment  1N6,  duquel  on 
peut  mener  des  tangentes  à  la  courbe. 


Il  résulte  de  cette  dernière  relation  réciproque  qu'aucune  partie  de  la 
droite  à  l'infini  de  l'hyperbole  [fig,  1)  ne  peut  coïncider  avec  une  partie 
de  la  droite  à  l'infini  de  l'hyperbole  (fig.  2)  ;  les  deux  points  conjugués  V^ 
et  U^  appartiennent  l'un  V^  à  la  courbe  [fig,  1),  l'autre  D^  à  la  courbe 

Pour  déterminer  le  point  4  et  sa  tangente  {fig,  2),  nous  avons,  d'après 
ce  que  nous  avons  vu  au  n*  T4,  p.  265,  mené  le  rayon  0^4  {fig.  t)  paral- 
lèle à  la  tangente  {fig.  1),  et  la  droite  M4  parallèle  au  rayon  qui  projette 
de  0^  l'intersection  de  la  tangente  4  avec  m  [fig.  1).  L'intersection  de  OJi 
et  de  M4  nous  donne  le  point  4,  et  la  tangente  en  ce  point  est  parallèle 
au  rayon  0;^4  [fig.  1). 

Après  avoir  tracé  les  côtés  du  polygone,  nous  avons  indiqué,  sur  la 
fig.  2,  les  directions  dés  forces  qui  passent  toutes  par  O^,  et  nous  avons 
montré  en  outre  quel  est  le  sens  des  eflbrts  produits  par  ces  forces  sur 
l'hyperbole.  On  voit  qu'une  branche  est  comprimée  et  l'autre  tendue. 

Bn  prenant  le  pôle  sur  la  courbe  en  0^  (fig.  1),  on  obtient  la  parabole 
{fiig.  4)i  Nous  avons  choisi  ce  pôle  Op  sur  n  afin  d'obtenir  les  mêmes  di- 
rections conjuguées.  Par  le  pôle  O^  de  la  fig.  4,  nous  menons  une  pa- 
rallèle à  la  tangente  en  3  {fig.  1),  et  par  suite  à  la  tangente  en  8;  nous 
prenons  arbitrairement  sur  cette  parallèle  le  point  3  correspondant  à  la 
tangente  3.  La  parallèle  à  n  menée  par  cé  point  3  est  la  tangente  att 
sommet { les  parallèles  0^)16  aux  asymptotes  sont  des  tangentes,  dont 
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on  détermine  les  points  de  contact  en  prenant  une  abscisse  égale  à  la 
moitié  de  la  sous-tangente.  Les  points  correspondants  aux  tangentes 
245  7  ont  été  obtenus  directement  par  l'intersection  des  rayons  projetant 
chacun  de  ces  points  de  0^  et  de  3  ;  le  premier  de  ces  rayons  est  pa- 
rallèle à  la  tangente  correspondante,  et  le  second  est  parallèle  au  rayon 
qui  de  0^  (fig,  \)  projette  le  point  d'intersection  de  cette  tangente  avec 
la  tangente  3.  Quant  aux  tangentes  en  ces  points  â457  de  la  fig.  4,  elles 
sont  parallèles  aux  rayons  projetant  de  0,^  les  points  de  contact  corres- 
pondants de  la  fig.  1.  Nous  ne  les  avons  pas  tracées  sur  la  fig.  4;  les 
flèches  indiquées  sur  cette  figure  se  rapportent  au  polygone  des  forces 
de  la  fig.  6  et  non  de  la  fig.  1. 

Pour  obtenir  une  ellipse,  nous  prenons  {fig^  I)  le  pôle  0.  à  Tintérieur 
de  rhyperbole  sur  n,  et  nous  construisons  la  corde  0^9  conjuguée  de  «, 
ainsi  que  le  pôle  (nin^)  de  cette  corde.  Nous  construisons  ensuite  {fig,  3), 
une  figure  0^38  semblable  à  0,83,  en  prenant  comme  rapport  de  simi- 
litude â  à  1.  Les  points  d'intersection  des  tangentes  3  et  8  {fig.  4)  avec 
les  tangentes  9  et  9'  sont  projetés  de  0,^  par  des  rayons  qui  sont  respec- 
tivement parallèles  aux  cordes  98,  93,  9'8,  9'3  de  la  fig.  1.  Les  points 
de  contact  des  tangentes  9  et  9'  sont  situés  au  milieu  des  segments  inter- 
ceptés sur  ces  tangentes  par  les  tangentes  3  et  8.  Les  parallèles  Oh)i6 
aux  asymptotes  sont  des  tangentes,  dont  les  points  de  contact  se  pro- 
jettent des  points  3  et  8  d'après  les  règles  ordinaires. 

Nous  prenons  maintenant  sur  la  fig.  3  un  pôle  0.  à  l'intérieur  de  la 
courbe,  et  nous  construisons  l'ellipse  correspondante  [fig.  5).  Pour  cela, 
nous  prenons  la  figure  80^  égale  à  30,8,  c'est-à-dire  un  rapport  de  simi- 
litude égal  à  I  ;  les  rayons  qui,  de  0,  {fig.  5),  projettent  les  intersections 
des  tangentes  aux  cordes  consécutives  4  3681,  sont  parallèles  aux  cordes 
de  la  fig,  3  désignées  par  les  mêmes  numéros  que  les  tangentes.  La 
propriété  inverse  donne  la  longueur  de  la  corde  0.9  {fig.  5),  la  tangente  9 
et  la  polaire  m,  de  0«.  Les  tangentes  2457  ont  été  construites  directe- 
ment. 

Bnfln  nous  avons  pris,  sur  la  parabole  (fig.  4),  le  pôle  0^  au  point  3, 
et  construit  la  parabole  correspondante  {fig.  6).  Après  les  explications 
que  nous  avons  données,  cette  construction  n'exige  aucune  indication 
nouvelle. 

Au  point  de  vue  des  propriétés  projectlves,  il  convient  de  remarquer 
que,  lorsque  le  pôle  est  situé  sur  une  courbe,  ce  pôle  est  perspectif  à 
toutes  les  formes  géométriques  qui  engendrent  la  courbe.  Par  suite,  les 
différents  points  de  la  courbe  forment  un  système  projectif  avec  : 

Les  tangentes  en  ces  points, 

Le  faisceau  qui  projette  ces  points  du  pôle. 
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Les  intersections  des  tangentes  en  ces  points  et  d*une  tangente  quel- 
conque, 

Le  faisceau  qui  projette  ces  intersections  d'un  point  quelconque  et  par 
conséquent  du  pôle, 

Les  points  correspondants  et  les  tangentes  de  la  parabole  réciproque, 
et  les  formes  géométriques  qui  leur  sont  perspectives. 

En  particulier,  des  formes  semblables  sont  engendrées  par  : 

L'intersection  de  toutes  les  tangentes  avec  une  parallèle  à  la  tangente 
menée  par  le  pôle  ; 

L'intersection  avec  la  même  tangente  du  faisceau  qui,  du  pôle,  pro- 
jette les  points  de  contact; 

Les  intersections  des  tangentes  parallèles  correspondantes  avec  une 
quelconque  de  ces  tangentes  ; 

Le  faisceau  de  rayons  parallèles,  qui  projette  les  points  correspon- 
dants de  la  parabole  réciproque  ; 

Le  faisceau  de  rayons,  qui,  d'un  point  quelconque  de  la  parabole, 
projette  ces  mêmes  points  sur  une  droite  parallèle  à  la  tangente  menée 
par  le  pôle. 

Gomme  cas  particuliers  de  la  position  du  pôle,  nous  étudierons  encore 
celui  où  le  pôle  est  au  centre  d'une  courbe,  et  le  cas  où  il  est  à  l'infini. 


76.   PÔLE   AU   CENTRE   d'uNE   COURBE 

Si  le  pôle  d'une  courbe  est  situé  en  son  centre,  ce  pôle  sera  situé  sur 
un  diamètre  quelconque  de  la  courbe,  et  par  suite  le  pôle  de  l'autre 
courbe  sera  situé  sur  le  diamètre  conjugué  d'une  direction  quelconque» 
c'est-à-dire  que  le  second  pôle  est  situé  aussi  au  centre  de  la  courbe. 

La  polaire  du  pôle  est  la  droite  à  l'infini,  et  deux  points  conjugués  de 
cette  polaire  correspondent  à  deux  diamètres  conjugués  de  l'autre 
courbe.  Par  suite,  deux  diamètres  d'une  courbe,  qui  sont  parallèles  à 
deux  diamètres  conjugués  de  l'autre  courbe,  sont  aussi  des  diamètres 
conjugués.  Les  deux  courbes  sont  donc  toutes  les  deux  des  ellipses  ou 
toutes  les  deux  des  hyperboles.  Dans  le  premier  cas,  les  courbes  sont 
semblables;  dans  le  second,  les  courbes  occupent  les  angles  supplémen- 
taires d'asymptotes  parallèles. 

Si  l'on  se  rappelle  que,  pour  un  système  de  forces  concourant  en  un 
même  point,  tous  les  polygones  des  forces  ou  funiculaires  que  l'on  peut 
construire  par  rapport  à  un  polygone  funiculaire  ou  à  un  polygone  des 
forces  donné  sont  semblables,  on  en  conclura  immédiatement  qu'on  peut 
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choisir  les  échelles  des  longueurs  et  des  forces  de  telle  façon  que  le  po- 
lygone des  forces  et  le  polygone  funiculaire  soient  Tun  inscrit,  Tautre 
circonscrit  à  la  même  ellipse. 

On  peut  arriver  au  même  résultat  pour  Thyperbole  en  plaçant  les  deux 
hyperboles  dans  le  même  angle  des  asymptotes. 

Nous  supposerons,  dans  les  deux  cas,  que  le  polygone  des  forces  soit 
le  polygone  inscrit,  et  le  polygone  funiculaire  le  polygone  circonscrit. 
La  tension  dans  un  côté  quelconque  du  polygone  funiculaire  sera  re- 
présentée parla  longueur  du  demi-diamètre  parallèle  à  ce  côté,  et  chaque 
force  sera  représentée  en  grandeur  par  la  corde  de  Tellipse  qui  joint  les 
extrémités  des  diamètres  parallèles  aux  côtés  du  polygone  funiculaire. 

La  fig,  136  met  ces  relations  en  évidence;  elle  représente  Téquilibre 

Fig.  136. 


nru 


d'un  système  de  forces  agissant  sur  une  enveloppe  elliptique  et  passant 
par  le  centre  de  cette  enveloppe. 

Divisons  le  contour  de  Tellipse,  qui  est  la  courbe  intérieure  de  la  figure, 
en  arcs  tels  que,  mesurés  normalement  à  la  direction  correspondante 
des  forces,  c'est-à-dire  suivant  les  petits  arcs  indiqués  en  pointillé,  ils 
soient  tous  égaux  les  uns  aux  autres.  Représentons  Tintensité  des  forces 
agissant  sur  l'ellipse  par  Taire  de  trapèzes  ayant  pour  bases  les  arcs  et 
pour  côtés  latéraux  les  diamètres  correspondants  aux  extrémités  de 
chaque  arc.  La  hauteur  moyenne  1,  2,  3, ...  de  chaque  petit  trapèze 
devra  être  proportionnelle  (sur  la  figure  nous  Tavons  prise  égale)  à  la 
corde  1,  2,  3,  ...  qui  joint  les  extrémités  des  deux  diamètres  conjugués 
aux  diamètres  limitant  le  trapèze.  A  la  rigueur,  nous  aurions  dû  porter 
ces  hauteurs  moitié  au-dessus  et  moitié  au-dessous  de  Tare  représentant 
la  largeur  moyenne;  mais  la  figure  eût  été  disgracieuse. 

La  tension  de  Tenveloppe  elliptique  à  l'extrémité  d'un  diamètre  quel- 
conque est  représentée  par  la  longueur  du  demi-diamètre  conjugué. 

Si  l'ellipse  est  un  cercle,  la  hauteur  de  chaque  trapèze  devient  égale  à 
sa  base,  et  la  tension  en  un  point  quelconque  de  l'enveloppe  circulaire 
est  constante.  Dans  ce  cas,  qui  se  présente  fréquemment,  par  exemple 

18 


274  COllt»OStTIO!f  toËS  roRCE^. 

quand  on  étudie  les  pressions  d'un  fluide  sur  un  vase  à  paroi  circulaire, 
le  rapport  entre  la  pression  exercée  sur  un  éltttient  de  l'enveloppe  et  la 
tension  dans  cet  élément  est  égal  au  rapport  entre  la  longueur  de  Télé- 
ment  considéré  et  le  rayon. 


77.   rORMULES  DBS  COURBES  1ÉGU«00UBS  DU  SEGOhD  DEGRÉ 


Nous  allons  développer  les  formules  des  cooHms  réciproques  du  second  degré. 
Soit 

réquation  d'une  courbe  du  second  degré  en  coordonnées  cartésieimes.  L'équation 

repi*ésentera,  en  coordonnées  tangentielles^  une  courbe  du  second  degré,  enveloppe 
de  la  droite  ^. 

Si  Ton  écrit  le  discriminant  (*)  de  chacune  des  formes  S  et  S,  on  reconnaît  que  ce 
discriminant  est  le  même  dans  les  deux  cas. 

La  courbe  S  est  une  hyperbole,  une  parabole  ou  une  ellipse,  suivant  que  le  coeffi- 
cient A||  de  tf|s  dans  le  discriminant  de  S  est  <  0,  =  0  ou  >  0,  c'est-à-dire,  puisque 
ce  coefficient  est  le  même  que  celui  du  discriminant  de  I,  suivant  que  Toriginede  £ 
est  située  à  l'extérieur  de  la  courbe,  sur  la  courbe,  ou  à  Tintéi'ieur. 

Réciproquement,  la  courbe  £  est  une  hyperbole,  une  parabole  ou  une  ellipse, 
suivant  que  le  coefficient  de  Ou  dans  le  discriminant  de  £  est  <  0,  =  0  ou  >  0, 
c'est-à-dire  suivant  que  Porigine  de  S  est  située  à  l'extérieur  de  la  courbe,  sur  la 
courbe^  on  à  Tintérieur. 

On  peut  démontrer  très  facilement  les  propriétés  réciproques  indiquées  au  n*  75, 
p.  268;  on  n'a  qu'à  écrire  d'un  côté  les  équations  des  formes  géométriques  (po« 
laires,  diamètres,  etc.),  considérées  par  rapport  à  S,  et  de  l'autre  ces  mêmes  équa- 
tions dans  lesquelles  on  aura  remplacé  a;  et  y  par  ^  i)  et  t  Cee  deraièrea  équations 
représenteront  les  formes  géométriques  réciproques  de  S.  On  peut,  de  cette  façon, 
transformer  réciproquement  presque  toutes  les  formes  ou  propriétés  de  la  géomé- 
trie anal3rt!que,  et  augmenter  beaucoup  le  nombre  des  propositions  Iréciproques  que 
nous  avons  données. 

Si  le  pôle  d'une  des  deux  sections  coniques  coïncide  avec  son  centre,  les  coeffi- 
cients Oii,  o^s  des  puissances  impaires  de  x  et  y  deviennent  nuls  dans  l'équation  de 
cette  conique,  et  il  en  est  de  même  par  conséquent  pour  Téquation  de  loutre 
courbe.  Done  :  Si  ie  pdk  de  Vune  des  courbes  coïncide  avec  son  eenire^  le  pôle  de  famlre 
rotirbe  coïncide  aussi  avec  son  centre. 

L'équation  du  faisceau  du  second  degré  qui  enveloppe  S  est  alors  : 


(*  )  Si  l'oa  différcntie  iin«  fonction  homogène  de  k  Taritbies,  par  rapport  à  chacune  des  variables,  et  qu'on 
élimine  ces  variables  entre  les  équations  qne  Ton  obtient  en  égalant  i  0  les  X;  dérivées,  le  résultat  de  cette 
éliminatieD  s*a|ipelle  fe  éênrimimitt  de  ta  fonction  oa  forme  donnée.  La  rédaction  à  iér«  dt  dîaerimiiiaiit 
d'une  équation  algébrique  exprime  la  condition  pour  que  cette  équation  ait  des  racines  égales,  et  la  rédaction 
à  zéro  da  discriminant  de  l'équation  d'une  courbe  ou  d'une  surface  exprime  la  condition  nécessaire  pour 
que  cette  coorfoe  on  cetto  t irCrae  ait  «o  point  donb4e. 
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«Il   «!«  0       ^ 

=  «•$ 

Oll  «it  5 

OSI   «î»  0        Tl 

Ojl  fljï  TJ 

0       0       <Ï85  1 

Ç      ti      1      0 

Ç      T.     -"f 

Les  coefficients  de  cette  dernière  équation  sont  les  mêmes  que  ceux  de  1^  au  terme 
constant  près.  Donc,  dans  ce  cas,  les  deux  courbes  sont  semblables  et  semblablement 
placées.  Bnfln^  en  faisant  a^  =sass,  et,  en  coordonnées  rectan^pilaires^  tfi2  =  0,  on 
obtient  les  tensions  dans  des  enveloppes  circulaires. 

Si,  dans  les  équations  des  polaires  des  deux  courbes,  on  ftiit  Xi  et  yi  d'une  part, 
II,  1)1  diantre  part,  égaox  à  oo ,  cas  équations  se  réduisent  à 


P  =  S^j  +  S»y,  =  0,     et     n  =  £çÇi  — l^iji  =  0, 


ou 


S,= 


dS 
2dx' 


^'^W 


^\-—     et        V    _ 


Si  l'on  fait  x  =—  tj,  X|  =  — ti, ,  y  =  Ç,  yj  =  ^,  Téquation  P  devient  Téciuation  U  ; 
par  suite,  les  deux  systèmes  polaires  se  correspondent  Les  coordonnées 


A,. 

AT,' 


As  8 


du  centre  de  la  courbe  S,  Ai^  représentant  les  déterminants  mineurs  du  discrimi- 
nant, satisfont  à  Téquation  P,  car  elles  rendent  Sx  et  Sy  nuls.  L'équation  P  est  par 

suite  réquation  générale  d'un  diamètre.  De  même  les  coordonnées  —  v)  =  —^  et 

A  *• 

1=^-^  de  la  polaire  de  Torigine  annulant  simultanément  Se  et  S  ,  satisfont  à  Té- 

qoation  n.  Donc  :  Aux  différents  diamètres  cTune  courbe  correspondent  y  dans  Vautre 
courbe,  des  points  de  la  polaire  de  tot*igine  des  coordonnées,  et  à  des  diamètres  conju^ 
gués  d'une  courbe  correspondent,  dans  Caulre  courbe,  des  rayons  conjugués  parallèles  à 
ces  diamètres. 

Pour  démontrer  la  proposition  de  la  page  269,  consistant  en  ce  que  les  sections  de 
ces  deux  faifceaux  en  involution  par  des  droites  parallèles  à  des  diamètres  cot\jugués 
sont  des  ponctuelles  semblables,  mettons  les  équations  P  et  11  sotls  la  forme 

P=„..(.-^;)x.-,4(x-^;),.4-i^;)..]+^.-^;)..=o, 

Coupons  les  deux  faisceaux  par  des  droites  parallèles  à  des  diamètres  conjugués, 
et  ittppoiM)Bt,  en  outre,  qTiV)n  ait  pris  pour  axes  des  coordonnées  deux  ditvctions 
coBjoguées,  de  telle  sorte  que  o^  devienne  égal  à  0.  Nous  aurons  : 


ïi  =x=- 


«I 


Chaque  valeur  particulière  du  rapport  —  =  X  peut  être  considérée  comme  le  rap- 
port des  coordonnées  d*un  point  à  T infini  du  système  plan  auquel  Appartient  la 
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première  courbe;  et  la  même  valeur  X  du  rapport comme  le  rapport  des  coor- 

données  du  rayon  passant  pai*  ce  point  à  Tinfini  et  par  l'origine. 
Le  rapport 

Au  _       ^1 

^       Ast 
est  le  rapport  des  coordonnées  du  diamètre  de  la  première  courbe  qui  est  conju- 
gué au  point  à  Tinfini  — .  Dans  cette  expression,  x  et  v  peuvent  être  les  coor- 

Xj 

données  d*un  point  quelconque  du  diamètre,  et  par  suite  les  coordonnées  de  Tan 
des  points  de  la  courbe  situés  sur  ce  diamètre. 
L'équation 

A,, 

est  celle  d'un  point  de  la  polaire  de  Torigine  par  rapport  à  la  seconde  courbe, '.car 

A  Aa 

les  coordonnées  t^  =  —  -r^  et  ^  =  7^  de  la  polaire  satisfont  à  cette  équation,  quel 

Alt  Aji 

que  soit  X.  Le  rayon  qui,  de  Torigine,  projette  ce  point,  est  parallèle  au  diamètre 

correspondant,  car,  pour  x,  y,  1),  Ç  =  œ ,  le  rapport  des  coordonnées  des  deux 

droites  est  —  — -^ . 

Si  maintenant  nous  coupons  les  deux  premiers  faisceaux  par  une  parallèle  à 

Taxe  des  ordonnées^  en  faisant  —  r-  =  Xj  =  une  constante  H,  Pordonnée  du  point 

d'intersection  correspondante  à  chaque  valeur  de  \  sera  : 

Coupons  les  deux  derniers  faisceaux  par  une  parallèle  à  l'axe  des  abscisses,  à  la 
distance  c  du  centre,  en  faisant  y  =  -  ^»  =  J-  =  o;  nous  aurons  : 

A31  Ylae 

«•  A„  Oi, 

1  A 

Ces  quatre  faisceaux,  et  en  particulier  — ,  x  ^  —^  forment  donc,  par  leurs  in« 

'il  A|| 

tersections  avec  des  parallèles  aux  axes,  des  ponctuelles  semblables,  ce  qui  dé- 
montre la  proposition  énoncée. 

Les  relations  indiquées  subsistent  encore  lorsque  le  pèle  d*un  polygone,  du  po- 
lygone des  forces  par  exemple,  s'éloigne  à  Pintini,  c'est-à^ire  quand  toutes  les 
forces  qui  agissent  sur  Tune  des  courbes  sont  parallèles.  Nous  n^avons  qu'à  ima- 
giner, dans  ce  cas,  le  polygone  comme  transporté  à  l'infini,  et  l'intersection  de  U 
parallèle  à  l'axe  des  y  avec  le  troisième  faisceau  Ç|i)|  peut  être  considérée  comme 
une  partie  de  ce  polygone  à  l'infini  réduite  à  une  échelle  plus  petite  que  le  poly- 
gone des  forces  réeL 
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La  relation  entre  ce  polygone  des  forces  rectilignes  et  les  points  correspondants  de 
la  courbe  résulte  par  suite  de  Téquation 

H  désigne  maintenant,  dans  cette  équation,  la  tension  dans  le  polygone  funiculaire 
mesurée  suivant  Taxe  des  x,  c'est-à-dire  la  poussée  horizontale  dans  une  voûte  et  la 
tension  horizontale  dans  une  chaîne  ou  un  câble,  c'est-à-dire  aussi  la  distance  horizon- 
tale du  pôle  du  polygone  des  forces  à  la  droite  sur  laquelle  ces  forces  sont  portées. 

Enfin  yi  =  —  représente  l'ordonnée,  mesurée  à  partir  de  l'extrémité  de  A,  du  point 

'Il 
du  polygone  des  forces  qui  correspond  au  point  (xy)  du  polygone  funiculaire. 

L'équation  ci-dessus  peut  donc  se  traduire  en  langage  ordinaire  de  la  manière  sui- 
vante :  Le  polygone  des  forces  est  semblable  à  une  section  quelconque  du  faisceau  qui, 
du  centre  de  la  courbe^  projette  les  différents  points  de  cette  courbe  su"  une  droite  dont 
la  direction  est  cor^'uguée  à  la  direction  des  forces,  La  charge  correspondante  à  un 
élément  dx  est  donnée  par  le  rfy,  correspondant.  La  charge  par  unité  de  longueur 

sera  donc  —  ;  nous  la  désignerons  par  p,  et  nous  aurons  : 


•..['-è;-('-^ja 


rfy,  *  '  L'      A„ 


=  0, 


Mais  on  a,  en  appelant  D  le  discriminant  de  S, 

et,  par  suite  de  ^12  =  0, 
d'où 

En  portant  les  valeurs  de  p  au-Kiessus  de  la  voûte  ou  au-dessous  de  la  chaîne, 
comme  on  l'a  fait  dans  le  numéro  suivant,  on  obtient  les  courbes  de  charge  qui  y 
■ont  construites.  Désignons  par  po  la  charge  correspondante  à  l'extrémité  du  dia- 
mètre parallèle  à  la  direction  des  forces  et  par  b  la  demi-longueur  de  ce  diamètre, 
on  aura  : 

et 


Dans  l'hyperbole,  le  dénominateur  de  la  fraction  entre  parenthèses  croit  jusqu'à 
l'infini;  dans  l'ellipse,  il  diminue  depuis  b  jusqu'à  0.  Les  valeurs  de  p  varient  par 
Buite  en  sens  inverse. 
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Dana  la  parabole»  le  facteur  de  p^  est  constant  et  égal  à  1  ;  la  charge  sur  la  para- 
bole est  par  suite  constante. 

Si  l'on  porte  les  hauteurs  de  charge  à  l'extérieur  de  la  courbe,  lorsque  c'est  une 
ellipse,  et  à  l'intérieur  lorsque  c'est  une  hyperbole,  Téq nation  de  la  courbe  de  charge 
sera  : 

y'  =  y  -h  p. 

Cette  courbe  peut  avoir  des  points  d'inflexion,  et  il  est  particulièrement  intéres- 
sant de  rechercher  quand  ces  points  d'inflexion  coïncident.  Dans  ce  cas,  la  courbe 
de  charge,  a,  en  ce  point  quadruple,  un  élément  rectiligne  de  plus  grande  longueur 
que  dans  le  cas  général  (voir  la  courbe  12,  PI.  IX).  Pour  déterminer  ces  points 

d*inflex1on,  nous  prenons  la  dérivée  seconde  --^ .  Nous  avons  : 


dx 


[^  _       3A>po     -I  dy 


dhi' 


dh/  dy  dhj 

Aux  points  d'inflexion  on  a  -r^  =  0.  Au  sommet  de  la  courbe,  ~  =  o,  -r~  est 

dx^  dx  dx* 

différent  de  0,  ot  ?/ —  —  =  6.  Par  suite,  pour  qu'il  y  ait  un  point  d'inflexion  au 

Asj 

sommet,  il  faut  que 

1-3^=0,      ou      Po=^''- 

Dans  le  cas  d'une  ellipse,  si  p^  est  plu»'  petit  que  cette  valeur,  la  courbe  de  charge 
a  des  points  d'Inflexion  réels,  et  elle  n*en  a  pas  si  po  est  plus  grand.  Dans  le  cas 
d'une  hyperbole,  c'est  l'inverse. 

Si  l'on  veut  déterminer  les  points  d'inflexion  pour  une  valeur  de  p^  difl'érente  de 

~  6,  on  devra,  dans  l'expression  de  -r^i  substituer 
o  air» 

'i,,_  s.  _  ""r~Ârj   <i'!i  .  p  _      D 


dx  S 


y 


et  déterminer  les  points  de  la  courbe  qui  satisfont  à  l'équation  : 


dx* 


Dans  le  cas  de  la  parabole,  il  ne  peut  être  question  de  points  d'inflexion  pour  les 
courbes  de  charge,  et  d'ailleurs  aucune  des  formules  données  jusqu'ici  ne  parait  ap- 
plicable à  ce  cas.  Toutefois,  on  peut,  au  moyen  d'une  transformation  convenable, 
déduire  de  ces  formules,  pour  le  cas  de  la  parabole,  une  relation  entre  la  charjrp. 
le  paramètre  et  les  forces. 

Soit  x*  =  2ay  l'équation  de  la  parabole;  on  a  alors  a, ,  =  1,  a^^^ n,  et  tou>:  ].« 
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autres  coeflScienta  «ut  =  0.  On  a  en  outre  D= — «*  et  Â]|  =  — t.  La  substitution 
de  ces  valeurs  dans  la  première  expression  de  p  donne  : 


P  = 


at.DH  ^/      _a?,\«    H_H 

««  A     lu     A»»\'      \  "      ""^     "        "' 


La  tenaion  constante  suivant  la  direction  du  diamètre  conjugué  à  U  direction  des 
forces  est  donc  égale  au  paramètre  multiplié  par  la  charge  constante.  Nous  démon- 
trerons ultérieurement  la  même  propriété  par  un  procédé  tout  à  fait  différent. 

Nous  avons,  pour  plus  de  simplicité,  réuni  dans  un  m<^me  numéro  tous  les  déve- 
loppements analytiques  relatifs  aux  courbes  du  second  degré;  il  nous  reste  à  donnor 
la  démonstration  géométrique  des  dernières  propositions  énoncées. 


78.    PÔLE  SITUÉ  A   l'infini 

Si  le  pôle  du  polygone  funiculaire  s'éloign^  ^  Tinfini,  le  polygone  dos 
forces  devient  une  ligne  droite,  car  les  différentes  forces  sont  alors  tontes 
parallèles. 

Cette  ligne  droite  doit  être  considérée  comme  résultant  de  la  superpo- 
sition de  deux  droites.  Menons  en  effet,  par  le  pôle  0  du-  polygone  des 
forces,  une  ligne  droite  passant  par  un  point  A  de  ce  polygone,  et  me- 
nons deux  tangentes  à  la  courbe  du  polygone  funiculaire  qui  soient  pa- 
rallèles k  cette  droite.  Appelons  B  le  second  point  où  la  ligne  OA  ren- 
contre la  courbe  du  polygone  des  forces,  et  a,  ô,  les  deux  tangentes. 
D'après  ce  qui  a  été  dit  au  n*  74,  p.  265,  les  formes  aôo^,  BAO  sont 
semblables.  Mais,  comme  flcy:>  et  bcr>  sont  infinis,  tandis  que  AO  est 
fini,  la  similitude  n'est  possible  que  si  les  points  A  et  B  se  confondent. 
Chaque  point  de  la  droite  qui  représente  le  polygone  des  forces  est  donc 
un  point  double,  et  ce  polygone  se  réduit  à  une  droite  double,  et  non 
pas  à  deux  droites  placées  symétriquement  par  rapport  à  0,  comme  on 
serait  tenté  de  le  croire  au  premier  abord. 

Si  la  courbe  de  Tun  des  polygones  est  une  ellipse  ou  une  parabole,  la 
droite  représentant  l'autre  polygone  est  illimitée,  car,  si  l'on  mène  par  le 
pôle  0  des  parallèles  à  toutes  les  tangentes  possibles  de  l'ellipse,  on  ob- 
tient toutes  les  directions  possibles.  Si,  au  contraire,  la  courbe  de  l'un 
des  polygones  est  une  hyperbole,  l'autre  polygone  se  réduit  à  une  por- 
tion de  droite  qui  sous-ten^  du  pôle  un  angle  égal  au  supplément  de 
l'angle  des  asymptotes,  car  la  partie  de  la  droite  à  l'infini  qui  est  com- 
prise à  l'intérieur  de  l'hyperbole,  c'est-à-dire  entre  les  asymptotes,  n'est 
rencontrée  par  aucune  tangente. 

Cette  portion  de  droite  est  finie  lorsque  le  pôle  à  l'infmi  est  situé  à 
Tintérieur  de  l'hyperbole,  parce  qu'alors  ce  pôle  se  trouve  en  dehors  de 
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la  portion  de  la  droite  à  l'iofini  comprise  dans  le  supplément  de  l'angle 
des  asymptotes.  Au  contraire,  quand  le  pôle  à  l'infini  est  situéàl'exlé- 
rieup  de  l'hyperbole,  la  portion  de  droite  qui  représente  l'autre  poly- 
gone est  infinie  dans  deux  sens,  c'esl^à-dîre  est  Tormée  de  deux  branches 
parce  que,  dans  ce  cas,  le  pôle  divise  en  deux  parties  la  portion  de  la 
droite  à  l'infini  comprise  dans  le  supplément  de  l'angle  des  asymptotes. 

Enfin,  quand  le  pôle  à  l'inflni  est  situé  sur  l'hyperbole,  la  droite  re- 
présentant l'autre  polygone  devient  parallèle  à  l'une  des  asymptotes  ;  la 
portion  de  cette  droite  représentant  le  polygone  des  forces  et  située 
dans  le  supplément  de  l'angle  des  asymptotes  est  alors  limitée  d'une 
part  par  un  point  situé  à  distance  finie,  d'autre  part  par  un  point  situé  k 
l'infini. 

Toutes  les  relations  projectives  indiquées  au  n'  75,  p.  268,  trouvent 
encore  ici  leur  application. 

Pour  construire  les  différents  points  du  polygone  des  forces,  le  pro- 
cédé fe  plus  simple  consiste  à  utiliser  la  propriété  indiquée  au  n*  75, 
p.  269,  d'après  laquelle  le  polygone  des  forces  est  projecUf  à  une 
section  quelconque  du  faisceau,  qui,  du  centre  de  la  courbe,  projette 
les  différents  points  de  cette  courbe  sur  une  droite  dont  la  direction  est 
conjuguée  avec  la  direction  des  forces. 

Faisons  l'application  de  cette  propriété  à  deux  exemples,  en  prenant, 
dans  un  cas,  comme  polygone  funiculaire  une  ellipse  {fig.  137),  dans 


l'autre  une  hyperbole  (/fy,  138).  Le  premier  cas  correspond  ik  celui  d'une 
v.iùte  elliptique,  le  second  à  celui  d'un  câble  hyperbolique. 
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Nous  supposons  que  les  forces  verticales  résultent  de  charges  réparties 
sur  la  voûte.  Divisons  Tare  elliptique  en  un  certain  nombre  de  parties 
ayant  toutes  la  même  largeur  mesurée  suivant  la  direction  conjugée  de 
la  verticale  et  représentons  la  charge  agissant  sur  chaque  partie  par 
l'aire  d'un  trapèze  ayant  pour  base  Tare  correspondant  et  pour  côtés  la- 
téraux des  verticales.  Les  différentes  forces  du  polygone  des  forces  seront 
proportionnelles  aux  hauteurs  de  ces  trapèzes.  Mais  ces  forces  sont  aussi 
proportionnelles  aux  segments  interceptés  sur  le  faisceau  qui  projette 
les  différents  points  de  la  courbe  sur  une  droite  parallèle  à  la  direction 
conjuguée  de  la  direction  des  forces.  Par  suite,  nous  menons  des  rayons 
(indiqués  en  pointillé  sur  la  figure)  jusqu'à  la  rencontre  de  la  tangente  au 
sommet,  et  les  segments  déterminés  par  ces  rayons  nous  donnent  les 
hauteurs  des  trapèzes.  Les  segments  et  les  trapèzes  correspondants  sont 
désignés  par  les  mêmes  numéros,  lorsque  ces  segments  ne  tombent  pas 
dans  rétendue  des  trapèzes. 

Il  résulte  des  figures  ci-dessus  que  les  charges  d'une  courbe  elliptique 
doivent  augmenter  jusqu'à  Tinfini,  parce  que,  le  centre  étant  situé  à 
l'intérieur  de  la  courbe,  on  peut  mener  des  parallèles  à  une  direction 
quelconque,  et  par  suite  à  la  direction  conjuguée  de  celle  des  forces. 
Au  contraire,  les  charges  d'un  câble  hyperbolique  diminuent  jusqu'à 
zéro,  parce  que  le  centre  est  situé  en  dehors  de  la  courbe  et  que  les 
bases  des  trapèzes  se  rapprochent  de  plus  en  plus  de  la  direction  des 
asymptotes.  Les  segments  sont  en  nombre  infini;  mais  leur  somme  est 
finie;  elle  est  égale  à  la  partie  de  la  tangente  au  sommet  comprise  entre 
les  asymptotes.  Nous  ferons  remarquer  ici,  en  devançant  les  résultats 
que  nous  indiquerons  plus  loin,  que,  dans  le  cas  d'une  courbe  parabo- 
lique, les  segments  n'augmentent  ni  ne  diminuent,  et  que  la  charge  est 
alors  constante. 

Si  l'on  veut  pouvoir  mesurer  immédiatement  sur  le  polygone  des 
forces,  en  grandeur  et  en  direction,  les  pressions  et  les  tensions  de  la 
voûte  et  du  câble,  on  n'a  qu'à  amener  dans  la  direction  dés  forces  la 
tangente  au  sommet  et  les  segments  interceptés  sur  celte  tangente;  on 
obtient  alors  le  polygone  des  forces  avec  l'orientation  qu'il  doit  avoir. 
Pour  déterminer  la  position  du  pôle,  il  est  nécessaire  de  connaître  au 
moins  la  direction  de  deux  rayons.  Sur  la  fig.  138,  le  pôle  est  déterminé 
par  l'intersection  de  trois  rayons,  parallèles  respectivement  à  la  tangente 
au  sommet  et  aux  asymptotes.  Sur  la  fig.  137,  le  pôle  est  déterminé  au 
moyen  des  rayons  parallèles  à  la  tangente  au  sommet,  à  la  tangente  au 
point  (2  3)  ou  au  diamètre  conjugué  au  rayon  (23),  et  au  diamètre  (2  3). 
L'intersection  du  rayon  parallèle  à  ce  dernier  diamètre  avec  le  poly- 
gone des  forces  s'obtient  au  moyen  du  segment  1 1  résultant  de  Tinter- 
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section  du  diamètre  conjugué  et  de  la  tangente  au  sommet.  La  longueur 
de  chaque  rayon  fait  connaître  la  compression  ou  la  tension  dans  Télé- 
ment  correspondant  de  Tare  ou  du  câble  qui  est  parallèle  à  ce  rayon. 

Pour  obtenir  directement  la  distance  polaire  A,  fig.  137,  mesurée  sui- 
vant la  direction  de  la  tangente  au  sommet,  nous  remarquons  que  le 
triangle  formé  par  cette  distance  polaire,  par  un  rayon  quelconque  (2  3) 
et  par  la  droite  sur  laquelle  les  forces  sont  portées,  est  semblable  au 
triangle  formé  par  le  diamètre  a  parallèle  à  la  direction  des  forces, 
par  le  diamètre  parallèle  au  rayon  et  par  suite  conjugué  au  diamètre 
correspondant  (2  3),  et  enfin  par  la  portion  /  de  la  tangente  au 
sommet.  Si  donc  la  longueur  /  est  prise  égale  à  a,  A  devra  être 
aussi  égal  à  la  longueur  correspondante  (3  4  5  6),  et  par  suite  égal  au 
segment  que  le  diamètre  conjugué  (soit  23  dans  la  figure)  intercepte  sur 
la  tangente  au  sommet  i  partir  du  point  de  contact  de  cette  tangente. 
En  portant  les  longueurs  a  et  A  sur  cette  tangente,  à  partir  de  son  point 
de  contact,  dans  des  sens  opposés  pour  une  ellipse,  et  dans  le  môme 
sens  pour  une  hyperbole,  les  extrémités  de  ces  longueurs  sont  situées 
sur  des  diamètres  conjugués.  La  construction  de  ces  diamètres  fournit, 
dans  tous  les  cas,  le  procédé  le  plus  rapide  pour  déterminer  la  distance 
polaire,  et  si  nous  n'avons  pas  efl'ectué  cette  construction  sur  la  fig,  137, 
c'est  qu'elle  sortait  des  limites  de  la  figure. 

Les  extrémités  des  segments  a  et  A  portés  sur  la  tangente  au  sommet 
appartiennent  à  la  ponctuelle  en  involution  déterminée  sur  cette  tan- 
gente par  les  diamètres  conjugués;  dans  cette  ponctuelle,  le  sommet 
à  partir  duquel  les  segments  a  et  A  ont  été  portés,  est  conjugué  du  point 
à  l'infini.  De  là  résulte  que  le  produit  ah  est  constant,  comme  nous  l'a- 
vons déjà  vu  d'une  autre  manière.  Dans  le  cas  de  l'ellipse,  a  et  A  sont 
portés  dans  des  directions  opposées  et  le  produit  ah  est  négatif;  la  ponc- 
tuelle n'a  alors  pas  de  points  unis.  Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  au  con- 
traire, a  et  A  sont  portés  dans  le  même  sens,  et  la  ponctuelle  a  deux 
points  unis  qui  correspondent  aux  asymptotes.  Dans  les  deux  cas,  le 
produit  ah  est  égal  au  carré  h^  du  diamètre  conjugué  à  a. 

Par  suite,  dans  le  cas  de  l'hyperbole,  on  peut  dire  que  la  moitié  de  la 
distance  entre  les  extrémités  du  polygone  des  forces  est  moyenne  pro- 
portionnelle entre  a  et  A.  Nous  avons  indiqué,  sur  la  fig.  138,  une  con- 
struction déduite  de  cette  propriété;  mais  elle  n'est  pas  aussi  expéditivc 
que  la  première. 

Ei^fin  rappelons-nous  que  deux  tangentes  quelconques,  considérées 
comme  des  côtés  extrêmes  du  polygone  funiculaire,  se  coupent  sur  la 
résultante  comprise  entre  les  points  de  contact  de  ces  tangentes.  Ainsi 
l'intersection  de  la  tangente  en  (2  3)  avec  la  tangente  au  sommet  (6  7)  est 
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située  sur  la  résultante  des  pressions  exercées  par  les  trapèzes  compris 
entre  les  points  (2  3)  et  (6  7),  c'est-à-dire  les  trapèzes  3  4  5  6  (3  4  5  dans 
le  cas  de  Thyperbole).  Nous  n'avons  indiqué  sur  la  fig,  137  que  la  tan- 
gente en  (2  3). 

Les  courbes  de  pression,  que  nous  venons  de  construire,  sont  im- 
portantes dans  la  pratique,  parce  qu'elles  montrent  comment  on  doit 
charger  une  voûte  pour  que  sa  courbe  de  pression  soit  une  courbe  du 
second  degré.  La  plupart  des  voûtes  étant  circulaires  ou  elliptiques, 
nous  avons  indiqué,  PI.  IX,  comment  les  courbes  de  charge  se  modi- 
fient quand  on  fait  varier  la  charge  h^  au  sommet.  Nous  avons  supposé, 
pour  plus  de  généralité,  que  la  section  de  la  voûte  est  une  demi-ellipse 
terminée  aux  extrémités  du  diamètre  conjugué  de  la  direction  des 
forces,  c'est-à-dire  de  la  verticale  dans  le  cas  actuel.  Nous  avons  divisé 
la  charge  en  un  certain  nombre  de  parties  au  moyen  de  lignes  verti- 
cales, dont  la  distance  de  l'une  à  l'autre,  mesurée  parallèlement  au  dia- 
mètre limitant  l'ellipse,  est  constante.  Nous  avons  indiqué  sur  la  figure 
les  verticales  moyennes  de  chaque  partie. 

Pour  construire  la  première  courbe  de  charge  1,  nous  projetons  sur 
une  parallèle  P  à  la  tangente  au  sommet  les  points  de  division  de  l'arc, 
et  nous  portons  les  segments  obtenus  au*dessus  de  l'arc  pour  former  les 
hauteurs  correspondantes  des  trapèzes.  Pour  construire  les  autres 
courbes,  nous  déplaçons  P  parallèlement  à  elle-même  et  au  diamètre  li- 
mitant l'ellipse.  Pour  simplifier,  nous  avons  construit  les  courbes  2,  4, 
6,  8,  iO,  12  et  23,  en  portant  autant  de  fois  les  uns  au-dessus  des  autres 
les  segments  déterminés  sur  P. 

Outre  ce  que  nous  avons  déjà  dit  de  la  forme  des  courbes  de  charge, 
nous  ferons  remarquer  que  pour  les  courbes  de  charge  1  à  10,  dont  la 
plus  petite  hauteur  de  charge  correspond  2^\\  sommet,  la  courbure  de  ces 
courbes  est,  à  la  clef,  tournée  dans  le  même  sens  que  celle  de  l'ellipse, 
et,  aux  culées,  la  courbure  est  tournée  en  sens  contraire.  Les  points 
d'inflexion  sont  naturellement  situés  entre  les  parties  à  courbures  in- 
verses. A  mesure  que  la  charge  augmente,  ces  points  d'inflexion  se 
rapprochent  du  sommet,  et  le  rayon  de  courbure  de  la  portion  de  courbe 
comprise  entre  ces  points  augmente. 

Quand  la  hauteur  de  charge  au  sommet  est  égale  au  tiers  de  l'axe  ver- 
tical de  l'ellipse,  les  points  d'inflexion  se  confondent  avec  le  sommet, 
d'après  ce  que  nous  avons  vu  au  n*  77,  p.  278,  et  le  rayo^  de  courbure 
au  sommet  devient  infini.  Ce  point  de  la  courbe  est  alors  un  point  qua- 
druple, et  la  courbe  parait  avoir  dans  cette  partie  un  élément  rectjligne 
d'une  longueur  appréciable.  C'est  ce  que  représente  la  courbe  12. 

La  géométrie  pure  ne  possède  aucun  moyen  de  déterminer  le  rapport 
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^  qui  correspond  à  ce  cas;  nous  ne  pouvons,  par  suite,  que  renvoyer  aux 
développements  analytiques  du  n*  77. 

Afin  de  montrer  la  forme  que  doit  avoir  un  arc  elliptique  libre,  par 
exemple  un  arc-boutant,  nous  avons  couvert  de  hachures  la  surface  com- 
prise entre  Tellipse  et  la  courbe  1.  On  voit  que  cette  surface  hachurée  a 
tout  à  fait  la  forme  que  les  anciens  architectes  donnaient  à  leurs  arc- 
boutants;  les  clochetons,  qui  surmontaient  toujours  les  culées,  corres- 
pondent aux  hauteurs  de  charge  infinies.  Ces  constructeurs  avaient 
ainsi  un  sentiment  très  juste  de  la  forme  qu'il  convenait  de  donner  aux 
voûtes  au  point  de  vue  de  la  stabilité. 

C'est  le  professeur  Bauemfeind,  de  Munich,  qui,  à  notre  connaissance, 
a  le  premier  donné  l'équation  des  courbes  de  charge  pour  les  sections 
coniques  (vol.  IV,  4846,  du  Journal  des  chemins  de  fei*  de  Stuttgard, 
n*  34,  p.  299). 


79.  POINT  A  l'infini  d'une  parabole  pris  comme  pôle  d'un  polygone 

Nous  passons  du  cas  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  à  celui  de  la  para- 
bole en  déplaçant  h  l'infini  le  centre  de  la  courbe  dans  la  direction  des 
forces. 

Remarquons  que  le  polygone  funiculaire  correspondant  à  un  arc  ou 
à  un  câble  uniformément  chargé  peut  être  considéré  comme  une  ellipse 
ou  une  hyperbole  dont  le  centre  coïncide  avec  le  centre  de  la  terre.  Si 
on  considère  ce  centre  comme  situé  à  l'infini,  l'ellipse  ou  l'hyperbole 
deviendra  une  parabole  vers  le  point  à  l'infini  de  laquelle  toutes  les 
forces  sont  dirigées.  Par  suite,  le  faisceau  de  ces  forces  est  perspectif 
à  la  courbe,  et  tout  ce  que  nous  avons  dit  au  n*75,  p.  271,  s'applique 
ici.  Enfin,  comme  la  droite  à  l'infini  est  tangente  à  la  courbe,  toutes  les 
formes  projectives,  que  nous  avons  mentionnées,  sont  semblables,  parce 
que,  dans  toutes  ces  formes,  le  point  à  l'infini  et  la  tangente  à  l'infini  de 
la  courbe  sont  des  éléments  correspondants. 

Cette  relation  de  similitude  existe  en  particulier  entre  : 

Le  faisceau  de  rayons  parallèles  à  la  direction  des  forces,  c'est-à-dire 
passant  par  le  pôle,  qui  projettent  les  différents  points  de  la  parabole; 

Les  segments  interceptés  par  les  tangentes  en  ces  points  sur  une  tan- 
gente quelconque  ; 

Les  segments  interceptés  sur  la  droite  qui  forme  le  polygone  des 
forces  par  le  faisceau  de  rayons  menés  du  pôle  des  forces  parallèlement 
aux  diiférentes  tangentes. 
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Nous  avons  vu  que,  lorsque  le  pôle  d'une  des  courbes  est  situé  sur 
cette  courbe,  l'autre  courbe  est  une  parabole.  Dans  le  cas  actuel,  cette 
parabole  consiste  en  deux  droites  parallèles,  dont  Tune  est  le  polygone 
des  forces  et  dont  l'autre  passe  par  le  pôle  de  ce  polygone,  car  ce  pôle 
étant  perspectif  à  la  courbe  doit  être  situé  sur  celle-ci.  On  peut  d'ail- 
leurs donner  de  cette  proposition  une  démonstration  analogue  à  celle  de 
la  page  279.  Menons,  par  le  pôle  0,  une  droite  quelconque  coupant  le 
polygone  des  forces  en  A  et  l'autre  droite  en  B  ;  des  deux  tangentes  a 
et  b  menées  à  la  parabole  du  polygone  funiculaire  parallèlement  à  cette 
droite  OAB,  l'une  b  est  la  droite  à  l'infini,  et  elle  passe  par  le  pôle  0,. 
Or,  comme  OAB  doit  être  semblable  à  0,aô,  cette  condition  ne  peut  être 
satisfaite  que  si  le  point  B  coïncide  avec  le  pôle  0. 

De  la  relation  de  similitude  entre  le  faisceau  de  rayons  parallèles  pro- 
jetant les  points  de  la  courbe  et  les  segments  du  polygone  des  forces,  ré- 
sulte encore  cette  propriété  que,  si  les  rayons  du  faisceau  sont  équidis- 
tants,  les  segments  doivent  être  égaux  (comparez  n*  77,  p.  278);  par 
suite,  la  charge  sur  des  portions  de  courbe  de  même  largeur  parallèle- 
ment à  une  direction  quelconque  est  constante,  ce  qui  montre  que  la 
parabole  est  la  courbe  correspondante  à  une  charge  uniformément  ré- 
partie suivant  une  direction  quelconque. 

Le  point  d'intersection  de  deux  tangentes  quelconques  à  la  parabole 
est  situé  à  égale  distance  des  diamètres  passant  par  les  points  de  contact, 
car,  si  on  considère  les  deux  diamètres  comme  -les  côtés  d'un  triangle 
inscrit  dans  une  courbe  du  second  degré,  ils  forment  un  faisceau  har- 
monique avec  la  tangente  en  leur  point  d'intersection  et  la  droite  qui 
joint  ce  dernier  point  au  point  d'intersection  des  deux  autres  tangentes. 
Donc  fe  centre  de  pression  d'un  arc  de  parabole  uniformément  chargé  est 
situé  sur  le  diamètre  moyen  de  cet  arc.  De  là  résulte  aussi  que  le  rapport 
de  similitude  entre  les  deux  ponctuelles  obtenues  par  l'intersection  d'une 
tangente  quelconque  avec  toutes  les  autres  tangentes  et  avec  le  faisceau 
de  rayon  parallèles  menés  par  les  points  de  contact  est  1 : 2. 

Construisons  {fig.  139),  au  moyen  du  polygone  des  forces,  le  polygone 
foniculaire  correspondant  à  une  charge  uniformément  répartie.  Soient 
i,  2,  3  les  forces  agissant  sur  les  longueurs  horizontales  1,  2,  3;  ces 
forces  passent  par  le  milieu  de  ces  longueurs  et  leur  sont  proportion- 
nelles. Sur  la  gauche  de  la  figure,  nous  avons  tracé  le  polygone  des 
forces  à  l'extrémité  d'une  distance  polaire  H  qui  représente  une  poussée 
horizontale,  puis  nous  avons  mené  les  côtés  du  polygone  funiculaire. 
Ces  côtés  étant  tangents  à  une  parabole  se  coupent  mutuellement  suivant 
des  ponctuelles  semblables.  Les  côtés  du  polygone  des  forces  sont  d'ail- 
leurs proportionnels  aux  longueurs  i,  2,  3,  interceptées  sur  la  tangente 
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au  sommet  par  les  autres  tangentes,  et  par  suite  le  polygone  des  forces 
forme  une  ponctuelle  semblable  à  celle  que  Ton  obtient  par  Tintersec- 

Big.  139. 


tion  d'une  tangente  quelconque  et  des  autres  tangentes.  En  outre, 
comme  les  rayons  qui,  du  foyer  F  de  la  parabole,  projettent  les  points 
dlntersection  d'une  tangente  avec  les  autres  tangentes,  forment  des 
angles  égaux  avec  ces  dernières,  c'est-à-dire  avec  les  côtés  du  polygone 
funiculaire  qui  sont  parallèles  aux  rayons  OàP,  il  en  résulte  que  les 
faisceaux  F  et  0  sont  congruents;  les  rayons  correspondants  de  ces 
faisceaux  forment  entre  eux  un  angle  constant.  Donc,  k  polygone  des  forces 
foftne  une  ponctuelle  semblable  à  celle  qui  résulte  de  fintersection  d'tme  ten- 
génie  quelconque  avec  le  faisceau  F,  et  la  première  ponctueUe  est  congmente 
avec  tune  de  celles-ci. 

Cette  propriété  nous  donne  un  moyen  facile  pour  construire  le  foyer 
d*un  polygone  funiculaire  parabolique.  On  n'a  pour  cela  qu'à  mener 
une  parallèle  à  aP  telle  que  les  segments  interceptés  sur  le  faisceau  0 
soient  égaux  aux  segments  correspondants  d'une  tangente  quelconque; 
ptlis,  partant  d'un  des  points  de  division,  on  fait  l'angle  F(iS)3  égal  à 
l'angle  0(12)3,  et  la  distance  F(42)  égale  à  0(42),  ce  qui  détermine  le 
foyer  F  cherché.  On  a  alors  tous  les  éléments  dont  on  a  besoin  pour  la 
construction  de  la  parabole. 

Prenons  en  particulier,  pour  effectuer  cette  construction,  le  rayon 
passant  par  le  point  de  contact  de  la  tangente  considérée.  Le  rayon  coi^ 
respond&nt  du  polygone  des  forces  sera  parallèle  à  cette  tangente,  et>  en 
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prenant  celle-ci  comme  axe  des  abscisses  et  la  direction  des  forces 
comme  axe  des  ordonnées,  nous  aurons,  d'après  le  n*  77,  p.  278,  pour 
réquation  de  la  parabole  : 

H' 
Le  rapport  —  =  ;?'  n'est  pas  autre  chose  que  le  double  de  la  distance 

du  point  de  contact  au  foyer,  distance  que  nous  venons  de  construire, 
car  on  a,  dans  le  polygone  des  forces  : 

H        i^AX  ._  H' 

7—;  =  7—,      doù      />  =— . 

Ce  résultat  s'accorde  avec  la  propriété  géométrique  bien  connue, 
d'après  laquelle  la  distance  du  sommet  au  foyer  est  égale  au  paramètre 
de  réquation  de  la  parabole,  propriété  qui  subsiste  lorsqu'on  emploie 
des  coordonnées  obliques. 

Les  segments  qui  se  correspondent  sur  les  différentes  tangentes  se 
projettent  tous  du  foyer  F  sous  le  même  angle  ;  cet  angle  est  égal  à  celui 
que  feraient  les  rayons  correspondants  du  polygone  des  forces.  Ainsi 
tous  les  segments,  que  nous  avons  marqués  de  Tindice  ^  sur  la  fig.  130, 
se  projettent  sous  un  même  angle,  qui  est  égal  à  l'angle  formé  par  le 
rayon  0(1 2)  du  polygone  des  forces  avec  l'horizontale.  En  désignant  cet 
angle  par  x,  on  a  évidemment  : 

—  =  />  cos'  t. 

p 

La  longueur  des  normales  sera  : 

H 
n  = =  p  cos  t 

p  cos  t 

Toutes  ces  relations  sont  indiquées  sur  la  figure. 


80.    RAYON   DE   COURBURE  DU  POLYGONE  FUNlCULAlRlîD  ANS   L^  CAS 

DE  FORCES  PARALLÈLES. 


U  ne  i^eut  être  question  de  déterminer  le  rayon  de  courbure  du  ]^ly- 
gone  funiculaire  que  lorsque  les  forces  sont  réparties  d'une  manière 
continue  et  non  isolées. 
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Si,  par  les  points  de  contact  de  deux  côtés  consécutifs  très  rapprochés 
du  polygone  funiculaire,  on  mène  des  normales  à  ces  côtés  [fig.  140), 


Fig.  140. 


Tintersection  de  ces  normales  peut  être  considérée  comme  le  centre  du 
cercle  osculateur  du  polygone  funiculaire  dans  la  partie  considérée. 
Soient  ax  la  différence  des  abscisses  des  deux  points  de  contact  et/)  la 
charge  par  unité  de  longueur  ;  p^  est  la  force  qui  agit  entre  ces  deux 
points.  Menons,  par  Tun  des  points  de  contact,  une  perpendiculaire  à 
la  direction  des  forces;  cette  perpendiculaire  formera,  avec  les  deux 
normales,  un  triangle  semblable  à  celui  que  les  rayons  du  polygone  des 
forces  perpendiculaires  à  ces  normales  forment  avec  la  charge  p^  de 
rélément  correspondant  de  la  courbe.  Soit  x  Tangle  formé  par  cet  élé- 
ment de  la  courbe  avec  une  perpendiculaire  à  la  direction  des  forces, 
c'est-à-dire  en  général  avec  Thorizontale  ;  on  voit  immédiatement  sur  la 

figure  que  la  longueur  d'un  des  rayons  est ,  et  que  la  longueur  de 


cosx 


ix 


l'horizontale  comprise  entre  les  normales  est — r-.  Lorsque  les  deux 

cos*  T 

points  de  contact  se  confondent,  la  longueur  des  normales  est  la  Ion- 

gueur  r  du  rayon  de  courbure,  et  l'on  a  : 


r: 


^ 


H 


cos't 


COST 


:  pAX, 


ou 


H 


/>cos*t* 


Cette  détermination  du  rayon  de  courbure  est  identique  avec  la  déter- 
mination géométrique  ordinaire. 
Il  est  facile  de  construire  l'expression  que  nous  venons  de  trouver 
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pour  le  rayon  de  courbure.  Menons  par  le  point  considéré  de  la  courbe 
une  parallèle  à  la  direction  des  forces,  c'est-à-dire  une  verticale,  et  por- 

tons  sur  cette  verticale,  à  partir  du  point,  la  longueur  —  ;  une  horizon- 

P 

taie  menée  par  Textrémité  de  cette  longueur  interceptera  sur  la  normale 

à  la  courbe  la  longueur .  Une  antiparallèle,  menée  normalement 

/>  cos  T 

II 

à  r,  donnera  sur  la  verticale ;-,  et  enfin,  une  seconde  horizontale 

p  cos'  X 

donnera  le  rayon  de  courbure  cherché r-  • 

p  cos'  T 

Pour  la  tangente  à  la  courbe,  qui  est  perpendiculaire  à  la  direction 

des  forces,  on  a  t  =:  0  et  cos  x  =  1 .  Par  suite, 

r=— ,      ou      H  =  »r. 
P 

M.  le  professeur  Bauemfeind,  que  nous  avons  cité  déjà,  p.  284,  a 
utilisé  cette  propriété  pour  déterminer,  au  moyen  de  cette  poussée  ap- 
proximative, l'épaisseur  des  voûtes  à  la  clef. 

II 

Quand  la  charge  est  uniformément  répartie,  —  est  constant,  et  le  po- 
lygone funiculaire  est  une  parabole.  Dans  ce  cas,  on  voit  sur  la  fig.  139, 
p.  286,  que  l'on  a  pour  le  rayon  de  courbure  : 

H  n  p 


r  = 


pcos*x      cos*x      cost' 


II 
Suivant  celle  des  grandeurs  — ,  n,  p'  que  l'on  a  à  sa  disposition,  on 

peut  construire  le  rayon  de  courbure  comme  on  l'a  indiqué  sur  la  figure. 
Si  la  charge  est  proportionnelle  à  la  longueur  de  l'arc  de  la  courbe, 

on  a  ;>  =   ^*   ,  en  désignant  par  p^  la  charge  au  sommet,  et  par  suite 

H 


p,  cos'  T  * 

La  construction  précédente  se  simplifie  dans  ce  cas;  on  porte  la 
II 
constante  —  sur  la  normale  à  la  courbe,  et  il  suflBt  de  mener  une  per- 
Pi 

pendiculaire  à  cette  normale,  puis  une  horizontale,  pour  obtenir  le 
centre  de  courbure.  Dans  ce  cas,  la  courbe  est  une  chaînette;  nous 
aurons  occasion  de  nous  en  occuper  ultérieurement. 

19 
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Ayant  maintenant  le  moyen  de  construire  le  centre  de  courbure,  nous 
pouvons  construire  la  développée  du  polygone  funiculaire,  lorsqu'on 
connaît  la  loi  de  variation  de  la  charge.  Cette  développée  montre  mieux 
les  propriétés  du  polygone  funiculaire,  ou  plutôt  de  la  courbe  de  pres- 
sion. 

Nous  avons  construit,  PI.  IX,,  la  courbe  de  pression  d'une  voûte  circu- 
laire en  plein  cintre  et  sa  développée.  Nous  supposons  la  charge  divisée 
en  un  certain  nombre  de  parties,  représentées  par  de  petits  trapèzes,  et 
dont  les  résultantes  sont  indiquées  par  les  verticales  pointillées.  Nous 
obtenons  le  polygone  des  forces  en  portant,  à  la  suite  les  unes  des 
autres,  la  moitié  des  longueurs  de  ces  verticales.  Gomme  les  normales 
qui  servent  à  construire  la  développée  sont  plus  longues  que  les  éléments 
de  la  courbe  de  pression,  et  qu'on  peut  tracer  avec  plus  d'exactitude  des 
parallèles  que  des  normales,  nous  avons  fait  tourner  de  90*  le  polygone 
des  forces,  de  façon  que  les  éléments  de  la  courbe  soient  perpendicu- 
laires aux  rayons  correspondants,  et  que  les  normales  soient  parallèles  à 
ces  rayons.  La  poussée  horizontale  H  a  été  déterminée  par  tâtonnements 
de  telle  sorte  que  la  courbe  de  pression  soit  tangente  à  l'horizontale  qui 
limite  la  voûte  au  point  correspondant  au  sommet,  et  à  la  courbe  cir- 
culaire de  Tintrados,  entre  les  verticales  22  et  24  (la  verticale  23  n'est 
pas  numérotée  sur  la  figure).  Pour  rendre  la  figure  plus  claire,  nous 
avons  déplacé  la  courbe  de  pression  parallèlement  à  elle-même  suivant 
une  verticale,  jusqu'à  ce  qu'elle  fût  située  complètement  en  dehors  de 
la  voûte. 

En  même  temps  que  nous  avons  construit  chaque  côté  du  polygone 
des  pressions,  nous  avons  mené  la  normale  à  ce  côté,  normale  qui  est 
parallèle  au  rayon  correspondant  du  polygone  des  forces  HP',  et  nous 
l'avons  prolongée  jusqu'à  la  rencontre  de  la  normale  précédente.  Nous 
avons  ainsi  obtenu  la  PI.  IX,.  On  voit  que  la  développée  a  deux  points 
de  rebroussement  en  A  et  en  B  ;  A  est  un  point  de  rebroussement,  parce 
que  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  la  verticale  passant  par  le 
sommet  de  la  voûte.  Le  rayon  de  courbure  de  la  développée  au  sommet 
est  un  maximum  relatif;  au  point  B  qui  correspond  au  point  12-13,  le 
rayon  est  un  minimum  absolu,  et  à  partir  de  ce  point  il  croît  jusqu'à 
l'infini. 

Les  joints  de  rupture  de  la  voûte  passent  par  les  points  où  la  normale 
à  l'intrados  et  la  normale  à  la  courbe  de  pression  se  confondent.  D'après 
la  position  relative  que  nous  avons  donnée  à  la  courbe  de  pression  par 
rapport  à  la  voûte,  on  voit  que,  par  le  centre  0  de  la  voûte,  passent  trois 
tangentes  à  la  développée,  savoir  :  les  normales  0,  12-13  et  18-19.  C'est 
suivant  la  première  et  la  dernière  de  ces  tangentes  que  la  développée 
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est  le  plus  éloignée  de  Tintrados,  et  c'est  suivant  l'autre  tangente  qu'elle 
en  est  le  plus  rapprochée.  Nous  n'avons  maintenant  aucune  diflSculté 
pour  revenir  à  la  véritable  position  de  la  courbe  de  pression.  Si  nous 
déplaçons  verticalement  la  voûte  de  façon  que  son  horizontale  supé- 
rieure soit  tangente  au  sommet  de  la  courbe  de  pression,  le  centre  de 
rintrados  vient  en  0'.  De  ce  point  on  peut  mener  les  trois  normales  à 
la  courbe  de  pression  qui  passent  par  les  points  0^  4-5  et  23-24.  Le 
premier  point  correspond  au  minimum  de  la  distance  entre  la  courbe  de 
pression  et  Thorizontale  qui  forme  l'extrados  de  la  voûte,  parce  que,  du 
point  oo,  centre  de  la  courbe  d'extrados,  on  ne  peut  mener  qu'une  nor- 
male à  la  courbe  de  pression.  Il  en  est  de  même  tant  que  le  centre  de 
Textrados  est  situé  au-dessous  du  point  A.  Quand  la  courbe  d'extrados 
est  parallèle  à  celle  d'intrados,  le  point  de  la  courbe  de  pression  qui  est 
le  plus  rapproché  de  la  première  courbe  est  4  —  5,  et  le  point  de  rupture 
supérieur  à  l'extrados  ne  correspond  pas  au  sommet.  En  général,  il  ne 
peut  en  être  ainsi,  -lorsque  la  voûte  n'est  pas  extradossée  parallèlement 
à  l'intrados,  que  si  le  centre  de  l'extrados  tombe  entre  les  points  A  et  G, 
car  ce  n'est  qu'entre  ces  deux  points  que  Ton  peut  mener  à  la  courbe  de 
pression  deux  normales  autres  que  la  verticale.  L'intersection  des  nor- 
males avec  la  verticale  décrit  en  effet  le  chemin  AeAoc,  pendant  que  la 
normale  elle-même  décrit  la  développée,  de  sorte  que  la  partie  AG  est  la 
seule  qui  soit  rencontrée  deux  fois  par  les  normales.  Le  point  de  rupture 
inférieur  se  trouve  en  23  —  24, 

84.   RELATIONS  RÉCIPROQUES  GÉNÉRALES   ENTRE  LE  POLYGONE  FUNICULAIRE 

ET  LE   POLYGONE   DES  FORCES. 

Les  propriétés  réciproques,  que  nous  avons  fait  connaître  jusqu'à  pré- 
sent entre  le  polygone  funiculaire  et  le  polygone  des  forces,  et  qui  ont 
été  indiquées  pour  la  première  fois  par  le  professeur  Clerk  Maxwell^ 
àdiï^  le  Philosophical  Magazine,  1864,  p.  250,  se  rapportent  uniquement 
à  des  systèmes  plans.  Si  on  considère  ces  polygones  comme  les  projec- 
tions de , polygones  gauches,  ces  derniers  peuvent  être  considérés  de 
leur  côté  comme  des  formes  réciproques  d'un  système  focal.  Gette 
théorie  a  été  développée  par  Cremona  dans  son  remarquable  mémoire 
intitulé  :  Le  figure  reciproche  nella  Statica  grafica,  Milano,  Bemardont, 
1872.  Nous  suivrons  ici  principalement  ce  dernier  ouvrage. 

Considérons,  dans  un  système  focal,  un  contour  polygonal  gauche 
123  {fig.  141),  et  coupons-le  par  un  plan  N;  la  section  est  un  polygone 
dont  les  sommets  sont  situés  sur  les  côtés  du  premier.  La  figure  réci- 
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proque  {fig.  142),  formée  des  droites  conjuguées  de  celles  de  la/îy.  141, 
consiste  en  un  polygone  et  en  un  faisceau  de  rayons  projetant  les  som- 
mets de  ce  polygone  du  foyer  0  du  plan  N.  Si  maintenant^  du  point  à 


Fig.  141. 
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rinfini  de  Taxe  central,  nous  projetons  les  deux  systèmes  sur  un  plan 
quelconque,  nous  obtenons  deux  polygones  qui  sont  entre  eux  dans  la 
même  relation  qu'un  polygone  funiculaire  et  un  polygone  des  forces. 
Nous  avons,  dans  les  fig,  141  et  142,  indiqué  par  des  traits  de  force  les 
côtés  des  deux  polygones. 

Dans  un  système  focal,  les  plans  qui,  du  point  à  Tinfini  de  Taxe  cen- 
tral, projettent  deux  droites  conjuguées  quelconques,  sont  parallèles,  et 
par  suite  les  projections  des  côtés  du  contour  polygonal  de  la  fig,  141 
sont  parallèles  à  celles  de  la  fig.  142.  Nous  considérons  les  projections 
de  la  fig,  141  comme  les  lignes  d'action  d'un  système  de  forces  dans  un 
plan,  et  les  projections  de  la  fig,  142  comme  le  polygone  des  forces  cor- 
respondant. Si,  en  outre,  nous  considérons  la  projection  du  polygone 
d'intersection  du  plan  N  comme  un  polygone  funiculaire  reliant  les 
différentes  forces,  les  projections  des  rayons  correspondants  du  fais- 
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ceaa  O  seront  les  tensions  des  côtés  de  ce  polygone  funiculaire,  car  ces 
projections  passent  toutes  par  le  pôle  0'  et  sont  parallèles  aux  côtés  du 
polygone  funiculaire. 

Il  est  clair  qu'étant  donnés  un  polygone  funiculaire  et  un  polygone 
des  forces  dans  un  plan,  on  peut  construire  une  infinité  de  polygones 
réciproques  correspondants  dans  Tespace.  On  peut  tout  d'abord  prendre 
arbitrairement  le  plan  N,  et,  en  projetant  le  polygone  des  forces  et  le 
pôle  O'  sur  ce  plan,  on  obtient  les  points  de  rencontre  avec  ce  plan  des 
côtés  du  contour  polygonal  de  la  fig,  141,  et  le  pôle  0  de  la  fig,  142. 
Dans  cette  dernière  figure,  les  points  de  rencontre  2',  3'  du  polygone  des 
forces  avec  le  plan  N  sont  maintenant  complètement  déterminés,  car 
ils  sont  situés  sur  les  rayons  qui,  de  0,  projettent  les  points  de  rencontre 
correspondants  de  la  fig,  141 .  Ces  rayons  étant  en  effet  des  directrices 
du  système,  puisqu'ils  sont  situés  dans  le  plan  focal  et  passent  par  le 
foyer,  rencontrent  les  côtés  du  contour  polygonal  de  la  fig.  142.  Par 
suite,  les  intersections  des  rayons  du  faisceau  0'  avec  les  côtés  du  poly- 
gone des  forces  sont  les  projections  des  points  de  rencontre  2',  3'  dans 
Tespace.  Il  suflSt  donc,  pour  obtenir  ces  points,  de  projeter  de  nouveau 
sur  les  rayons  0  les  intersections  des  rayons  0'.  Après  avoir  construit 
ainsi  les  différents  points  d'intersection  des  deux  contours  polygonaux 
dans  l'espace  avec  le  plan  N,  on  peut  encore  prendre  arbitrairement  un 
point  du  contour  de  la  fig.  141  dans  le  plan  projetant  l'une  des  forces. 
En  joignant  ce  point  au  point  de  rencontre  correspondant,  on  obtient  un 
côté  du  contour.  L'intersection  de  ce  côté  avec  le  plan  projetant  la  force 
suivante  détermine  un  second  côté  du  contour,  et  ainsi  de  suite. 

La  projection  de  la  droite  qui  réunit,  sur  la  fig,  142,  le  point  01  au 
point  34,  est  la  résultante  123  du  polygone  des  forces.  A  cette  résul- 
tante correspond,  sur  la  fig,  141,  l'intersection  des  plans  01  et  34.  Nous 
avons  indiqué  la  construction  de  cette  intersection,  qui  passe  par  le  point 
de  rencontre  des  côtés  extrêmes  du  polygone  funiculaire.  Par  suite,  la 
résultante  d'un  nombre  quelconque  de  forces  situées  dans  un  plan  passe 
par  l'intersection  des  côtés  extrêmes  de  tout  polygone  funiculaire  reliant 
ces  forces. 

Si  on  change  le  sens  de  la  résultante  12  3,  les  forces  sont  en  équilibre, 
et  les  deux  polygones  sont  fermés.  Donc,  quand  des  forces  sont  en  équi- 
libre, le  polygone  des  forces  et  tous  les  polygones  funiculaires  sont 
fermés. 

Si,  en  partant  du  point  01,  on  change,  dans  la  fig,  142,  l'ordre  des 
différents  côtés  du  contour,  on  arrive  toujours,  d'après  le  n"  38,  p.  151, 
au  même  point  final  34.  Par  suite,  dans  la  fig,  141,  le  premier  et  le  der- 
nier plan  01  et  34,  et  par  conséquent  aussi  leur  intersection,  ne  chan- 
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gent  pas.  La  résultante  d'un  nombre  quelconque  de  forces  est  donc  in- 
dépendante de  l'ordre  dans  lequel  s'opère  la  composition;  elle  est  le 
résultat  d'une  addition. 

Si  on  prend  un  autre  plan  N,  on  obtient,  dans  la  projection,  un  autre 
pôle  0',  du  polygone  des  forces  et  un  autre  polygone  funiculaire.  Deux 
côtés  correspondants  quelconques  des  polygones  situés  dans  les  plans  N 
et  N,  se  rencontrent,  car  ces  côtés  sont  situés  dans  le  plan  de  deux  côtés 
consécutifs  du  polygone  dans  l'espace.  L'intersection  de  ces  côtés  doit 
être  située  sur  l'intersection  des  plans  N  et  N,.  Ces  intersections  sont 
donc  situées  en  ligne  droite,  et  il  en  sera  de  môme  des  intersections  des 
projections  de  ces  côtés.  De  là  résulte  le  théorème  démontré  au  n*  46, 
p.  164,  que  les  côtés  correspondants  de  deux  polygones  funiculaires  re- 
liant la  même  série  de  forces  se  coupent  sur  une  même  ligne  droite.  Il 
est  clair  que  cette  ligne  droite,  qui  est  parallèle  à  la  droite  joignant  les 
deux  pôles  du  polygone  des  forces,  est  la  ligne  d'action  de  la  résultante  des 
forces  agissant  suivant  deux  côtés  correspondants  quelconques  des  deux 
polygones  funiculaires,  l'une  de  ces  forces  étant  prise  en  sens  contraire. 

A  une  droite  à  l'infini,  correspond,  dans  un  système  focal,  une  paral- 
lèle à  l'axe  central.  Par  suite,  si  le  plan  N  se  déplace  parallèlement  à 
lui-même,  son  foyer  décrit  une  parallèle  à  l'axe  central,  et,  comme  nous 
avons  projeté  les  polygones  par  le  point  à  l'infini  de  l'axe  central,  la  pro- 
jection du  contour  polygonal  de  la  fig.  141,  c'est-à-dire  le  polygone  des 
forces,  n'est  pas  modifiée.  Quant  aux  côtés  correspondants  des  deux  po- 
lygones funiculaires,  ils  sont  parallèles,  puisqu'ils  se  coupent  à  l'infini; 
on  obtient  ainsi  tous  les  polygones  funiculaires  qui  peuvent  être  con- 
struits avec  un  seul  et  même  polygone  des  forces.  La  résultante  des 
forces  égales  agissant  suivant  les  côtés  correspondants  de  deux  de  ces 
polygones  funiculaires,  et  dont  l'une  a  été  changée  de  signe,  est  con- 
stante; c'est  une  force  à  l'infini,  c'est-à-dire  un  moment. 

La  considération  du  système  focal  permet  donc  de  démontrer  facile- 
ment  et  simplement  les  diverses  propriétés  du  polygone  funiculaire  et 
du  polygone  des  forces,  et  nous  aurions  pu  substituer  ces  démonstra- 
tions à  celles  données  dans  les  n*'  41,  42,  44,  45,  si  le  système 
focal  était  plus  généralement  connu.  Mais,  au  point  de  vue  graphique, 
la  considération  du  système  focal  n'est  d'aucune  utilité,  car  il  faut, 
comme  nous  l'avons  vu,  construire  d'abord  les  polygones  pour  obtenir 
un  contour  possible  dans  le  système  focal.  Toutefois,  cette  considération 
conduit,  pour  la  composition  des  forces  agissant  sur  un  framework  (*), 


(*)  Voir,  pour  le  terme  frnmework,  la  note  de  la  p.i^e  188.  Pour  sirapliûer,  nous 
emploierons  fréquemment  le  terme  frame  au  lieu  de  framework. 
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à  un  ordre  particulier  auquel  correspondent  des  figures  très  élégantes, 
comme  nous  le  montrerons  dans  le  prochain  numéro. 
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Soit  (Pi.  X,)  un  frame  aux  nœuds  duquel  sont  appliquées  des  forces 
quelconques,  mais  constantes.  Nous  reviendrons  plus  tard  sur  les  diffé- 
rents systèmes  de  frames,  et  nous  nous  bornerons  à  faire  remarquer, 
pour  le  moment,  que  les  constructions  de  Cremona,  que  nous  allons 
faire  connaître,  ne  sont  possibles  que  lorsque  les  forces  sont  toutes 
appliquées  à  des  nœuds  situés  sur  le  contour  du  frame.  Les  forces 
doivent  en  outre  être  en  équilibre.  Par  suite,  si  012. ..7  sont  les  forces 
données,  nous  les  composons  tout  d'abord,  et  nous  décomposons  en- 
suite la  résultante  en  deux  composantes  dirigées  suivant  les  réactions 
des  culées.  Gela  posé,  nous  construisons  un  nouveau  polygone  des  forces, 
en  suivant  Tordre  A1357B6420A;ce  polygone  est  fermé.  Sur  la  figure, 
nous  avons  désigné  les  nœuds  du  longeron  comprimé  par  des  chiffres 
impairs  et  ceux  du  longeron  tendu  par  des  chiffres  pairs,  de  telle  façon 
que  les  tiges  qui  relient  les  deuxlongerons  soient  désignées  par  la  série  des 
chiffres  consécutifs  01234567.  Au  moyen  de  ce  polygone  des  forces, 
on  peut  construire  un  polygone  funiculaire,  puis,  en  suivant  les  règles 
données  au  numéro  précédent,  un  contour  fermé  dans  l'espace  analogue 
à  IsL  fig,  141,  et  on  projette  sur  ce  contour  les  nœuds  du  frame.  Gela 
fait,  en  reliant  par  des  lignes  droites  les  points  correspondants  aux 
nœuds  qui  sont  réunis  par  des  tiges  dans  le  frame,  on  obtient  un  solide 
formé  d'autant  de  faces  que  le  frame  contient  de  compartiments  ou 
mailles,  et  qui  est  limité  par  la  surface  développable  du  contour  poly- 
gonal. En  comparant  la  figure  que  l'on  obtient  ainsi  avec  la  fig.  141,  on 
voit  que  sur  cette  figure  la  surface  développable,  qui  dans  ce  cas  est 
fermée,  n'est  pas  limitée  par  un  plan  unique  N,  mais  par  la  surface  po- 
lyédrique, qui  correspond  au  frame. 

Gonstruisons  maintenant  la  forme  réciproque  dans  le  système  focal. 
Elle  se  compose  (comparez  avec  la  fig,  141)  d'un  contour  fermé  gauche 
correspondant  aux  forces,  d'un  polygone  dont  les  sommets  sont  les 
foyers  des  faces  du  polyèdre  dont  les  sommets  correspondent  aux  nœuds 
du  frame,  et  enfin  de  droites  correspondantes  aux  barres  du  longeron 
supérieur  et  du  longeron  inférieur  du  frame,  droites  qui  remplacent  les 
rayons  issus  du  point  0  dans  la  fig.  140.  A  chaque  nœud  du  frame  cor- 
respond un  polygone  plan  ayant  autant  de  côtés  qu'il  y  a  de  barres  et  de 
forces  passant  par  ce  nœud* 
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La  projection  (PI.  X,)  de  cette  forme  réciproque  est  le  plan  des  forces 
cherché.  Cette  projection  comprend  les  parties  suivantes  :  1*  un  contour 
fermé  qui  est  le  polygone  des  forces;  nous  avons  représenté  par  des  traits 
de  force  les  côtés  de  ce  polygone,  et  nous  leur  avons  donné  les  mômes 
numéros  qu'aux  forces  ;  —  2*  un  polygone  dont  les  sommets  correspon- 
dent aux  mailles  du  frame  ;  ce  frame  peut  être  considéré  comme  un  po- 
lyèdre, et  à  chaque  étrésillon  considéré  comme  Fintersection  de  deux 
faces  consécutives  de  ce  polyèdre  correspond  le  côté  qui  joint  deux 
sommets  consécutifs  du  polygone;  les  droites  de  la  PI.  X,  qui  corres- 
pondent aux  étrésillons  du  frame  forment  donc,  comme  ces  étrésillons, 
un  contour  continu  ;  —  3*  enfin  une  série  de  droites  correspondantes  aux 
barres  des  longerons  supérieur  et  inférieur  ;  ces  droites  sont  les  inter- 
sections des  plans  qui  correspondent  aux  extrémités  de  ces  barres,  et, 
par  suite,  chacune  d'elles  joint  un  sommet  du  polygone  des  forces  à  un 
sommet  du  polygone  dont  il  vient  d'être  question. 

A  chaque  maille  du  frame  considéré  comme  face  d'un  polyèdre  cor- 
respond un  sommet  du  contour  correspondant  aux  étrésillons.  A  chaque 
sommet  du  polygone  des  forces  correspond  un  triangle,  dont  un  côté  est 
une  barre  de  l'un  des  longerons,  et  les  deux  autres  côtés  les  forces  ap- 
pliquées aux  extrémités  de  cette  barre  ;  ce  triangle  est  par  suite  un  élé- 
ment de  la  surface  développable.  Il  résulte  de  là,  et  de  ce  que  les  mailles 
du  frame  sont  des  triangles,  que,  par  chaque  sommet  de  la  PI.  X,,  il 
passe  trois  droites,  et  trois  droites  seulement;  Tune  de  ces  droites  cor- 
respond à  une  barre  des  longerons,  et  les  deux  autres  aux  deux  forces 
extérieures  agissant  aux  extrémités  de  cette  barre,  ou  aux  étrésillons 
passant  par  ces  extrémités.  Les  deux  forces  sont  désignées  par  les  indices 
des  nœuds  que  réunit  la  barre,  et  le  sommet  correspondant  à  la  maille 
dont  cette  barre  est  un  côté  est  désigné  par  l'indice  du  nœud  opposé  à 
la  barre.  A  l'exception  des  barres  extrêmes  AO  et  7B,  l'indice  du  nœud 
opposé  à  une  barre  est  compris  entre  les  indices  des  nœuds  situés  aux 
extrémités  de  celle-ci.  Il  est  facile,  au  moyen  de  ces  remarques,  de  re- 
connaître les  éléments  correspondants  de  la  PI.  Xt«t  i. 

A  chaque  nœud  de  la  fig,  i  correspond,  sur  la  fig,  2,  un  polygone 
fermé  ayant  autant  de  côtés  qu'il  y  a  de  barres  et  de  forces  passant  par 
ce  nœud.  Chaque  force  n'appartient  qu'à  un  de  ces  polygones,  tandis  que 
chaque  barre  appartient  à  deux  polygones.  En  ce  qui  concerne  le  signe 
de  la  surface  de  chaque  polygone,  signe  qui  est  déterminé  par  celui  de 
la  force  appartenant  à  ce  polygone,  on  peut  remarquer  que  chaque 
barre  du  frame  est  parcourue  une  fois  dans  un  sens  et  une  fois  en  sens 
contraire.  Chacune  des  barres  des  longerons  sépare  en  effet,  sur  la  fig,  2, 
deux  forces  consécutives  de  même  sens,  et,  par  suite,  doit  avoir  des 
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signes  différents  par  rapport  à  chacune  de  ces  forces.  Quant  au  con- 
tour correspondant  aux  étrésillons,  il  est  parcouru  dans  le  même  sens 
pour  tous  les  polygones  dont  Fun  des  côtés  est  une  des  forces  d'un 
même  longeron,  et  il  est  parcouru  en  sens  contraire  pour  tous  les  poly- 
gones dont  Tun  des  côtés  est  une  des  forces  de  Tautre  longeron. 

Par  conséquent,  si  Ton  considère  ces  polygones  comme  les  polygones 
des  forces  agissant  sur  les  différents  nœuds,  les  forces  correspondantes 
à  chaque  nœud  sont  en  équilibre,  puisque  les  polygones  sont  fermés.  Si 
donc  le  frame  est  construit  de  telle  façon  que  les  forces  extérieures  ne 
puissent  être  équilibrées  que  par  un  seul  système  de  forces  intérieures, 
la  fig.  2  est  le  plan  des  forces  de  ce  système,  et  chaque  barre  n*aura  qu'à 
résister  aux  deux  forces  égales  et  contraires  qui  agissent  à  ses  extrémi- 
tés. Sur  la/î^.  1,  nous  avons  indiqué  par  un  double  trait  les  barres  com- 
primées. 

Si  l'on  fait  la  somme  des  aires  des  différents  polygones  qui  représen- 
tent réquilibre  des  nœuds,  les  côtés  correspondants  aux  barres  du  frame 
sont  parcourus  une  fois  dans  un  sens  et  une  fois  dans  un  sens  contraire, 
et  par  suite  ces  côtés  n'influent  pas  sur  la  somme  des  aires.  Cette  somme 
est  donc  équivalente  à  Taire  du  polygone  des  forces.  Cette  proposition 
apparaît  d'une  manière  plus  claire  encore,  si  l'on  imagine  que  l'aire  de  la 
figure  soit  décrite  au  moyen  d'un  planimètre  simple,  comme  celui  qui  est 
représenté  par  les  fig,  76  et  77  (p.  115).  L'un  des  crayons  devra  décrire 
alors  une  fois  dans  un  sens  et  une  fois  en  sens  contraire  le  contour  cor- 
respondant aux  étrésillons  pour  revenir  à  son  point  de  départ,  ce  qui 
donne  une  aire  nulle,  et  l'autre  crayon  décrit  le  contour  fermé  du  poly- 
gone des  forces. 

Si  l'on  fait  une  section  quelconque  dans  un  frame,  et  qu'on  applique 
aux  barres  coupées  des  forces  égales  aux  tensions  ou  aux  compressions 
de  ces  barres,  l'équilibre  du  système  ne  sera  pas  altéré,  car,  dans  ce  cas, 
les  forces  qui  agissent  sur  les  différents  nœuds  et  celles  qui  agissent  sur 
les  sections  des  barres  coupées  sont  en  équilibre.  Quand  la  section  est 
telle  qu'elle  laisse  d'un  côté  un  certain  nombre  de  forces  consécutives 
dans  le  polygone  des  forces,  et  de  l'autre  côté  toutes  les  autres  forces,  le 
diagramme  2  montre  immédiatement  que  l'équilibre  subsiste  en  appli- 
quant, comme  nous  venons  de  le  dire,  aux  barres  coupées  des  forces 
égales  aux  tensions  ou  aux  compressions  de  ces  barres,  car,  dans  ce  cas, 
le  contour  correspondant  aux  barres  coupées  forme  le  polygone  des  forces 
situées  d'un  même  côté  de  la  section.  Ainsi,  pour  la  section  indiquée 
sur  la  fig.  !,  l'équilibre  est  représenté  par  le  côté  correspondant  àl'étré- 
sillon  34,  par  les  deux  côtés  correspondants  aux  barres  35  et  24  des 
longerons,  dont  l'une  est  tendue  et  l'autre  comprimée,  et  enfin  par  le 
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polygone  des  forces  20  Al  3  ou  57B64,  suivant  qu'on  considère  l'équi- 
libre à  droite  ou  à  gauche  de  la  section.  Quand  il  n'y  a,  comme  dans  le 
cas  actuel,  que  trois  barres  coupées,  on  peut,  comme  vérification,  déter- 
miner directement  les  forces  qui  agissent  sur  ces  barres  par  la  méthode 
dun'^Se. 

11  est  facile  de  voir,  d'après  ce  qui  précède,  qu'il  n'est  pas  nécessaire, 
pour  construire  les  diagrammes  1  et  2,  de  recourir  à  la  considération  du 
système  focal.  11  faut,  au  contraire,  construire  tout  d'abord  le  polygone 
funiculaire  pour  obtenir  le  contour  correspondant  dans  l'espace,  et  les 
deux  polygones  no  diflèrent  des  polygones  funiculaires  et  des  polygones 
des  forces  ordinaires  que  par  l'ordre  particulier  des  forces  à  composer; 
cet  ordre  conduit,  comme  nous  venons  de  le  voir,  à  des  figures  très  élé- 
gantes. Mais  cette  méthode  présente  un  désavantage,  c'est  qu'il  faut 
avant  tout  construire  un  polygone  funiculaire  spécial  et  un  polygone 
des  forces,  destinés  à  déterminer  l'équilibre  des  forces  extérieures,  ce  à 
quoi  ne  peuvent  servir  les  polygones  funiculaires  correspondants  à  un 
pôle  déterminé,  dont  M.  Cremona  a  fait  usage  dans  ses  figures,  parce 
que  les  réactions  des  culées,  qu'il  est  nécessaire  d'introduire  dans  le 
contour  des  forces,  ne  sont  pas  connues  à  ptnori.  En  général,  on  devra, 
ou  bien  construire  deux  polygones  des  forces,  ou  bien  opérer  comme  nous 
l'avons  fait  pour  la  PI.  XVI  de  la  première  édition  du  présent  ouvrage. 
Mais,  dans  tous  les  cas,  où  les  forces  extérieures  sont  connues  à  priori, 
il  n'y  a  aucune  disposition  du  polygone  des  forces  qui  soit  plus  directe 
et  plus  élégante.  Aussi  nous  ferons  exclusivement  usage  de  cette  mé- 
thode dans  le  cours  de  cet  ouvrage,  lorsque  nous  voudrons  détermi- 
ner, pour  des  frames  symétriques,  les  forces  intérieures  résultant  du 
poids  propre;  nous  en  ferons  aussi  usage  pour  les  constructions  en 
forme  de  grues.  La  PI.  X  donne  quelques  exemples  de  l'application  de 
cette  méthode;  ces  exemples  sont  tous  tirés  de  l'ouvrage  de  M.  Cremona, 
à  l'exception  de  celui  qui  se  rapporte  à  la  poutre  du  système  Pauli. 

Les  fig,  3  et  4  représentent  le  plan  des  forces  d'une  poutre  de  ce  der- 
nier système.  Les  réactions  des  culées  sont  des  forces  verticales  A  et  B, 
dirigées  de  bas  en  haut,  et  égales,  comme  on  sait,  à  la  moitié  du  poids 
propre  de  la  poutre.  Commençant  par  la  force  A,  nous  portons,  à  partir 
de  l'extrémité  supérieure  de  cette  force,  les  charges  0,  2,  4,  ...,  12  du 
longeron  inférieur,  puis  la  réaction  B,  et  enfin  les  charges  1 3, 1 1,  9 ...  4 
du  longeron  supérieur.  Comme  nous  n'avons  que  des  charges  verticales, 
le  polygone  des  forces  se  réduit  à  une  ligne  droite.  Par  les  points  de  di- 
vision de  celte  ligne,  nous  menons  des  parallèles  aux  barres  correspon- 
dantes des  longerons,  puis,  partant  du  point  1  ou  du  point  1  3,  nous 
menons  des  parallèles  aiDc  étrésillons,  ce  qui  nous  donne  le  contour 
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4  ...  43;  les  intersections  de  ce  contour  avec  les  parallèles  aux  barres 
du  longeron  déterminent  les  forces  qui  agissent  suivant  ces  barres.  Pour 
construire  la  figure,  nous  avons  supposé  les  charges  du  longeron  supé- 
rieur différentes  de  celles  du  longeron  inférieur,  afin  de  ne  pas  obtenir 
des  forces  infiniment  petites  pour  les.  étrésillons.  Dans  les  poutres  du 
genre  de  celle  que  nous  examinons,  on  adapte  ordinairement  des  contre- 
étrésillons;  on  peut  alors  considérer  la  poutre  comme  formée  par  la  su- 
perposition de  deux  poutres  simples  symétriques  Tune  de  Tautre,  et  la 
fig,  4  suffit  pour  déterminer  toutes  les  forces  qui  agissent  suivant  les  dif- 
férents éléments  de  la  construction. 

Les  fig,  5,  6  se  rapportent  à  une  poutre  à  suspension,  qui  ne  diCTère 
de  la  poutre  du  système  Pauli  que  par  la  disposition  symétrique  des 
étrésillons.  La  construction,  dans  ce  cas,  n*exige  aucune  explication 
spéciale. 

Les  fig,  7,  8  se  rapportent  à  un  câble  rendu  rigide  par  des  étrésillons. 
Les  tensions  aux  extrémités  du  câble  se  déterminent  par  la  condition 
que  la  composante  verticale  de  chacune  d'elles  soit  égale  à  la  moitié  du 
poids  mort  total.  On  peut  alors  construire  le  polygone  des  forces,  qui 
est  un  quadrilatère  fermé,  et  Ton  achève  la  construction  comme  dans 
les  cas  précédents. 

La  construction,  dans  le  cas  d*une  grue,  est  encore  plus  simple  [fig,  9 
et  10).  Le  polygone  des  forces  se  réduit  à  une  verticale  et  n'est  pas  fermé. 
En  partant  de  la  force  appliquée  à  l'extrémité  0,  on  peut  construire  suc- 
cessivement toutes  les  forces,  et  la  construction  peut  se  prolonger  indé- 
finiment jusqu'à  ce  que  Ton  soit  arrivé  à  la  base  de  la  grue.  Le  polygone 
des  forces  se  ferme  quand  on  y  ajoute  les  forces  agissant  sur  les  élé- 
ments de  la  construction  limités  par  cette  base. 
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CHAPITRE  I 

FORCES    PARALLÈLES 


83.   COHPOSITION  DE   DEUX  FORCES  PARALLÈLES 

Nous  avons  appris  à  composer  les  forces  parallèles  au  moyen  des  mo- 
ments; mais  dans  la  pratique  il  est  plus  commode  de  les  composer  à 
Taide  d'un  polygone  funiculaire.  Nous  exposerons  dans  ce  chapitre  les 
méthodes  usuelles  applicables  à  quelques-uns  des  cas  qui  se  présentent 
le  plus  fréquemment. 

Pour  composer  deux  forces  P  et  Q  [fig,  143)  agissant  suivant  deux  di  - 
rections  parallèles  AB  et  CD,  intervertissons  ces  deux  forces  et  portons  (J 
sur  AB  et  P  sur  CD,  en  ayant  égard  à  leurs  signes  ;  leur  résultante  pas- 
sera par  le  point  d'intersection  0  des  deux  lignes  BG  et  DA  qui  forment, 
avec  les  quatre  points  ABCD,  un  quadrilatère  tel  que  son  périmètre  soit 
parcouru  dans  le  même  sens  suivant  les  forces  P  et  Q. 
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Pour  démontrer  cette  proposition,  projetons  la  force  Q,  au  moyen 
d*une  parallèle  BE  à  AD,  sur  sa  direction  primitive  CD,  de  telle  sorte 
que  CE  représente  la  somme  des  forces  P  et  Q ,  en  tenant  compte  de 
leurs  signes.  On  peut  alors  considérer  OCDE  comme  un  polygone  des 
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forces  et  B,BEE,  comme  le  polygone  funiculaire  correspondant.  Le 
côté  moyen  BE  de  ce  polygone  est  parallèle  à  OD  et  les  côtés  extrêmes 
B,B  et  EE,  se  coupent  en  0;  par  suite  0  est  un  point  de  la  résultante. 
La  grandeur  de  la  résultante  est  égale  à  P  +  Q  ou  QE.  Il  résulte  égale- 
ment de  la  similitude  des  deux  triangles  OAB  et  OGD,  dans  la  fig.  143, 
que  la  direction  de  la  résultante  de  deux  forces  parallèles  est  la  même 
que  celle  des  forces  elles-mêmes,  qu'elle  est  située  entre  ces  forces  quand 
celles-ci  agissent  dans  le  même  sens  (par  rapport  à  la  droite  de  rinfini), 
qu'elle  est  au  contraire  située  en  dehors  de  ces  forces  et  du  côté  de  la 
plus  grande,  quand  elles  agissent  en  sens  contraire.  Enfin  le  rapport  de 
la  distance  des  deux  forces  P  et  Q  à  0,  soit 

0B_  A0_/> 
OG""DO~y' 

est  inversement  proportionnel  au  rapport  —  des  deux  forces. 

Cette  dernière  proposition  ressort  également  de  la  théorie  des  mo* 
m«nts  d'après  laquelle  Pp=Qy. 

La  fig,  143  fournit  aussi  la  solution  du  problème  inverse,  qui  se  pré- 
sente fréquemment  et  qui  consiste  à  décomposer  une  force  donnée  en 
grandeur  et  en  direction  en  deux  composantes  parallèles  agissant  sui- 
.vant  des  droites  données.  Par  un  point  quelconque  0  de  la  résultante, 
on  mène  deux  rayons  OG  et  OE,  interceptant  sur  l'une  des  deux  droites 
données  une  longueur  GE,  représentant  en  grandeur  la  force  à  décom- 
poser; puis,  par  le  même  point  0,  on  mène  un  rayon  OD  parallèle  à  la 
ligne  BE,  qui  réunit  les  points  d'intersection  des  deux  rayons  déjà  tracés 
avec  les  droites  données.  Ge  rayon  divise  la  force  donnée  GE  en  deax 
composantes  GD  et  DE  qui,  prises  avec  des  signes  convenables,  repré- 
sentent les  composantes  cherchées. 

Si  l'on  n'a  besoin  que  d'une  seule  des  deux  composantes,  la  force  Q , 
par  exemple,  qui  agit  suivant  la  droite  GD,  il  est  inutile  de  faire  la  con- 
struction complète;  cette  force  est  représentée  par  le  segment  intercepté 
entre  le  point  0  et  la  ligne  BE  sur  la  direction  de  la  force  à  décomposer. 
Il  résulte  en  effet  du  parallélisme  des  lignes  OD  et  BE  que  cette  longueur 
est  égale  à  DE,  c'est-à-dire  à  Q. 


84.   COMPOSITION  DE  PLUSIEURS  FORCES  PARALLÈLES  DANS  LE   PLAÇT 

Si  l'on  a  plus  de  deux  forces  à  composer  dans  le  plan,  le  moyen 
le  plus  simple  consiste  à  construire  un  polygone  funiculaire,  d'après 
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la  méthode  ordinaire;  cette  manière  de  procéder  est  du  reste  avan- 
tageuse, même  dans  le  cas  de  deux  forces,  lorsqu'on  a  besoin  de 
leurs  moments.  Gomme  les  forces  parallèles  se  coupent  à  une  distance 
infinie,  il  n'est  pas  possible  de  prolonger  la  première  des  deux  forces 
données  jusqu'à  son  point  de  rencontre  avec  la  deuxième,  et  de  prendre 
Forigine  de  cette  force  pour  pôle  du  polygone  des  forces.  Il  faut,  dans 
ce  cas,  choisir'le  pôle  en  dehors  de  la  ligne  droite  à  laquelle  se  réduit  le 
polygone  des  forces.  On  peut  prendre,  pour  le  premier  côté  du  polygone 
funiculaire,  une  parallèle  quelconque  au  rayon  qui  passe  par  Torigne 
de  la  première  force,  et  le  polygone  peut  être  construit  d'après  les  règles 
données  précédemment. 

Un  exemple  de  ce  mode  de  composition  est  donné  par  les  fig,  144 
et  145.   Les  quatre  forces  portées  l'une  à  la  suite  de  l'autre  sur  la 
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Fig.  145. 


A^.  145  sont  sur  une  môme  ligne  droite  qui  constitue,  avec  le  pôle  0,  le 
polygone  des  forces.  Dans  le  polygone  funiculaire  [fig,  144),  les  divers 
côtés  sont  parallèles  aux  rayons  correspondants  du  polygone  des  forces. 
Ainsi  le  côté  compris  entre  2  et  3  est  parallèle  au  rayon  0  (2  3)  et  les 
côtés  extrêmes  sont  parallèles  aux  rayons  extrêmes  01,  04. 
L'intersection  des  deux  côtés  du  polygone  funiculaire  détermine  un 
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pôWkt  éé  là  V^és^UâMe  des  forces  tïul  âigîKsenl  entre  ces  côtés  ;  qxïâttt  à  la 
^aA4èW  et  à  là  vllî^tioti  A'é  tette  résoUaûle,  elle  est  dôttftèe  pàt  le  ^o- 
ly^etlèi  forces. 

Souvent  on  ^  bésôîft  dV)blenîf  la  résultante  des  1,  2,  3, pretnières 

fbiices.  On  ï^ent  alors  effectuer  la  constmcllon  comme  îlndique  là 
fip.  144,  ttù  les  diversièfs  rèfsnîtantes  ^onl  représentées  par  les  forces  (1 2) 
(1  2  S)  (12  3  4).  Si  les  quatre  forces  données  agissent  sur  une  poiilre  où 
sur  une  autre  cotislrtïclion,  et  qu'on  veuille  déterminer  les  pressions  sur 
tes  al^pUis  À  et  B,  il  ^flSra  (d'après  le  n"  B5,  p.  I6l,  fig,  142;  voyez  aussi 
le  ft*  55)  'àe  d&CôYttiyoser  la  résultante  (1 2  3  4)  en  deux  forces  passant  par 
les  points  A  et  B.  On  obtient  ce  résultat  en  prolongeant  les  côtés 
éxtrèiftiès  du  pôlyg'ôUe  Jusqu^'à  leur  rencontre  avec  les  parallèles  menées 
par  A  et  B  à  là  dïtèfCtioti  des  îorces  e\  en  fermant  le  polygone  par  la 
ligne  AB.  Le  rayon  0(AB)  du  polygone  des  forces,  qui  est  parallèle  à  AB, 
divise  la  somme  (1234)  des  quatre  forces  en  deux  composantes  A  et  B 
qui  sont  les  forces  cherchées. 

Si  Ton  établit  l'équilibre  dU  système  en  appliquant  ces  forces  en  A  et 
B  après  avoir  changé  leur  ^ens,  comme  Tindiquetit  les  flèches  sur  la 
fig,  145,  ces  forces  A  et  B  représentent  les  réactions  des  appuis.  Ainsi 
que  Texigent  les  conditions  d'équilibre,  la  somme  des  six  forces 
A 1  2  3  4  B  est  égale  à  0  dans  le  polygone  des  forces,  et  le  polygone  funi- 
culaire, dont  AB  représente  un  côté  compris  entre  les  deux  forces  A  etB, 
est  fermé  (n*  53,  p.  179). 

Dans  les  études  auxquelles  donne  lieu  la  construction  des  ponts,  il  est 
souvent  nécessaire  de  connaître  la  résultante  de  toutes  les  forces  qui 
agissent  du  môme  côté  d'une  section  déterminée,  par  ex*empleyj.  On 
appelle  cette  résultante  eff^ort  tranchant  lorsqu'on  suppose  qu'elle  agit 
dans  la  section  donnée.  Les  forces  a^ssant  à  gauche  de  la  section  y^ 
sont,  dans  le  cas  de  la  fig.  144,  A  et  1.  En  prolongeant  jusqu'à  leur 
point  de  rencontre  les  côtés  du  polygone  funiculaire  qui  comprennent 
ces  deux  forces,  on  obtient  un  point  de  la  direction  de  la  résultante 
cherchée  et  le  polygone  des  forces  donne  la  somme  A,  de  (Al),  ainsi 
que  l'indiquent  les  fig,  144  et  145. 

Il  résulte  de  cette  construction  que,  pour  obtenir  la  somme  des  forces 
qui  agissent  d'un  même  côté  de  la  section  y^^ ,  il  suffit  de  mener  par  le 
point  0  (fig,  145)  deux  rayons  respectivement  parallèles  aux  côtés  du 
polygone  funiculaîre  qui  comprennent  ces  forces;  ces  rayons  interc^- 
teront  sur  le  polygone  des  forces  la  sonwne  cherchée.  On  peut  aussi  con- 
struire directement  cette  somme^  à  l'aide  de  la  fig,  144,  sans  recourir  au 
polygone  des  forces  ;  cette  somme  est  donnée  par  le  segment  que  les 
côtés  du  polygone  funiculaire  qui  comprennent  les  forces  à  composer 
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interceptent  sur  une  parallèle  aux  forces  menées  à  une  distance  H  des 
points  de  rencontre  de  ces  deux  côtés.  Cette  construction  est  indiquée 
sur  la  fig,  144  pour  les  forces  2  et  3.  Le  triangle  formé  par  les  côtés 
extrêmes  1  î  et  3  4  du  polygone  funiculaire  et  la  verticale  2  3  indiquée 
par  un  trait  fort  est  égal  au  triangle  correspondant  0  (2  3)  du  polygone 
des  forces  (^^.  145). 

En  outre,  la  somme  des  segments  y',8  +  ^t8  ifiQ-  ^^)  ^^®  ^®"^ 
côtés  du  polygone  Interceptent  sur  les  verticales  menées  par  les  points 
d'appui,  est  proportionnelle  à  la  somme  2  +  3  des  forces  qui  agissent 
entre  ces  côtés.  En  effet,  si  par  le  point  d'intersection  d'un  côté  du  po- 
lygone avec  Tune  des  verticales,  nous  menons  une  parallèle  à  Tautre 
côté  du  polygone^  ces  deux  lignes  et  la  verticale  menée  par  le  deuxième 
point  d'appui,  sur  laquelle  le  segment  intercepté  est  égal  ày',5+y%3, 
forment  un  triangle,  semblable  au  triangle  correspondant  du  polygone 
des  forces  ;  ces  deux  triangles  sont  égaux  si  l'on  prend  pour  distance  po- 
laire la  distaiDoe  2/  des  points  d'appui.  Ainsi  l'on  a  : 

Oo  ^édui^de  iM^t  égaliié  q«e  petite  (M^nsme  •se  •chaof^e  en  d^Rreace, 
lorsque  les  côtés  du  polygone  se  coupent  en  dehors  des  poiote  «â'a^ 
pui,  •codBttQQie  «ctest  ie  c»6,  ^ar  inapte,  y«ur  ta  ligne  qm  Cenne  le  p^y- 

ai  I'hob  prattd  2/  pour  4ifiUbaee  j^olam,  la  «ottBie  4e6  segOEietfte  «^, 
mm  r^ve  boik  r4Pvc»s  éé^  Mk.  .observer,  égaie  \  4a  «emtte  4es  feroee 
agiBoant  leatre  tes  c^tés  4m  pol^^fgone.  Cîenme  ea«  paxrtîcvtier,  les  «d^wx 
QèXé&  «s^rteAfifi  d«L  poUy^gesie  idétanminent  «wr  «cbAC^Ae  ées  ^^Uioafles  4le6 
points  d'appui,  des  segments  égaux  à  la  réaction  de  l'aiiitpe  «ppvi,  €ar 
les  fiagœen^  •oompcis  «ntne  la  digne  <fm  Jerme  le  <>oiito«ir  pcO^gona^  et 
l'im  4q6  oôlés  fiomt  Bfiils. 

Si  la  distance  polaire,  «n  lieu  d'étire'égaAe  à'fil,  e^^  «a  «niMifAe  o«  «n 
sous-multiple  de  cette  longueur,  on  peut  encore  considérer  les  segments 
déterminés  sur  les  verticales  des  appuis  comme  représentant  les  réac- 
tions ;  seulement  il  faut  avoir  soin  de  les  mesurer  avec  une  échelle  cor- 
respondante au  rapport  renversé. 

Nous  devons  faire  remarquer  que  la  somme  des  forces  agissant  en 
dehors  d'une  section  déterjninée  change  de  sigûe  j^aur  la  force  qui  oor« 
respond  au  rayon  0  AB)  dupoJygoae  des  forces^,  c'-eat-àndire  ia  force  2 
dans  le  cas  de  la  figure.  Ainsi,  les  forces  ^(Ai}  ôt  (A12)  oatdes  signes 
contraires  et  sont  situées  de  part  et  d'autre  de  la  ligne  0(AB).  Si  l'on 
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prend  la  ligne  AB  qui  ferme  le  polygone  comme  axe  des  abscisses,  c'est 
au  point  2  que  Tordonnée  du  polygone  funiculaire  passe  par  un  maxi- 
mum. En  ce  point,  la  tangente  au  polygone  funiculaire  est  parallèle  à 
AB  et  la  résultante  des  forces  agissant  en  dehors  de  ce  point  est  une 
force  infiniment  petite  située  à  Tinfini. 

Le  polygone  funiculaire  et  le  polygone  des  forces,  tels  que  nous  les 
avons  construits  dans  les  fig,  144  et  145,  donnent  immédiatement  les 
conditions  d'équilibre  d'un  arc  chargé  {fig,  146)  ou  d'un  câble  de  pont 
suspendu  [fig,  147).  Les  rayons  menés  par  le  pôle  0  représentent  les 

Fig.  14«. 


Fig.  «47. 
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compressions  ou  les  tensions  des  sections  correspondantes,  de  l'arc  ou 
du  câble. 

La  proposition  tout  à  fait  générale  que  nous  avons  démontrée,  à  sa- 
voir que  le  changement  dans  l'ordre  des  forces  à  composer  n'a  pas  d'in- 
fluence sur  le  résultat  final,  s'applique  également  aux  forces  parallèles. 
On  peut  donc,  ainsi  que  nous  le  verrons  par  la  suite,  lorsqu'il  s'agira  de 
calculer  des  ponts,  construire  d'abord  le  polygone  constant  qui  corres- 
pond au  poids  propre  du  pont,  et  y  ajouter  ensuite  la  charge  acciden- 
telle et  variable. 

Il  convient  de  remarquer  enfin  que,  dans  le  cas  de  charges  uniformé- 
ment réparties,  ces  deux  polygones  ont,  ainsi  que  nous  l'avons  démontré 
au  n"  79,  p.  284,  des  paraboles  pour  enveloppes. 
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Pour  appliquer  la  méthode  exposée  au  n*  49  (p.  171)  à  la  détermina- 
tion du  moment  d'un  nombre  quelconque  de  forces'  parallèles,  rempla- 
çons ces  forces  par  les  tensions  P  et  P,  des  côtés  extrêmes  du  polygone 
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faniculaire.  Cela  posé,  si  on  prend,  pour  la  longueur  H,  qui,  dans  la 
fig,  105  (p.  173),  représente  la  force  ou  le  bras  de  levier  auquel  on  réduit 
tous  les  moments,  la  distance  du  pôle  0  au  polygone  des  forces  (qui  est 
une  ligne  droite),  les  composantes  Q  et  Q^  de  la  fig.  105  deviendront  per- 
pendiculaires à  H  et  les  lignes  0  A  et  OA^  de  la  fig.  104  seront  parallèles 
à  A  -f-A,.  Par  suite,  le  moment  A  -|-  A,  des  forces  P  et  P, ,  ou  des  forces 
parallèles  qui  leur  sont  équivalentes,  sera  égal  au  segment  que  les  côtés 
extrêmes  du  polygone  funiculaire  par  rapport  aux  forces  considérées  in- 
terceptent sur  une  parallèle  à  ces  forces  menée  par  le  pôle  des  moments. 
Ainsi,  sur  la  fig,  144  (p.  305), 

le  moment  des  forces  A 1 , 
par  rapport  aux  sections  y,, 
est  égal  aux  produits        y,  H, 

Tun  quelconque  des  deux  facteurs  de  ces  produits  pouvant  être  pris 
comme  force  et  l'autre  comme  bras  de  levier. 

Le  sens  de  rotation  des  moments  est  naturellement  déterminé  par  la 
direction  et  la  position  de  la  résultante  par  rapport  à  la  section  consi- 
dérée. 11  est  à  peine  nécessaire  de  rappeler  que  ce  procédé  est  identique 
avec  la  multiplication  du  n*  4  (p.  23,  PL  III). 

On  peut  démontrer  cette  même  proposition  en  décomposant  chacune 
des  deux  forces  qui  agissent  suivant  les  côtés  extrêmes  du  polygone  fu- 
niculaire, à  leurs  points  d'intersection  avec  la  verticale  par  rapport  à 
laquelle  on  prend  les  moments,  en  deux  composantes,  Tune  horizontale 
et  l'autre  verticale.  Le  moment  des  deux  composantes  verticales  est  nul. 
Chaque  composante  horizontale  est  égale  à  H,  et  la  somme  de  leurs 
moments  est  égale  au  produit  de  H  par  le  segment  intercepté  sur  la 
verticale. 

Si  Ton  veut  introduire  un  moment  dans  le  polygone  funiculaire  pour 
composer  ce  moment  avec  les  forces  considérées,  il  faut,  d'après  ce  qui 
a  été  dit  au  n*  52  (p.  178),  déplacer,  parallèlement  à  lui-même,  le  côté 
du  polygone  funiculaire  qui  relie  les  deux  forces  entre  lesquelles  on  veut 
introduire  le  moment,  d'une  quantité  telle,  que  le  produit  de  la  tension 
de  ce  côté  par  la  longueur  du  déplacement,  ou,  ce  qui  revient  au  même 
dans  le  cas  de  forces  parallèles,  que  le  produit  de  la  distance  polaire 
par  le  segment  intercepté  sur  une  parallèle  aux  forces  par  les  deux  po- 
sitions du  côté  déplacé  soit  égal  au  moment  donné.  Cette  dernière 
partie  de  la  proposition  résulte  de  la  relation 

S:  A=^  :s, 
fi 
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fournie  par  les  deux  triangles  semblables  désignés  par  ces  lettres  dans 
les  fig.  149  et  150.  On  a  intercalé  sur  ces  figures,  entre  les  réactions  des 


Frg.  148. 


pjg,  150.  appuis  et  les  côtés  extrêmes  du  polygone  funicu- 

laire, les  moments  %  et  %^i .  La  fig.  148  repré- 
sente la  travée  d'une  poutre  continue,  comprise 
entre  les  appuis  t  et  i-f-l.  Le  moment  $|  sur 

H:^r::-•=r.v.v.v:u.^^  Tappui  i  H,  été  supposé  négatif  (^;  la  longueur  ^' 

doit  par  suite  être  portée,  sur  la  fig*  149,  de  telle 
façon  que,  lorsque  le  premier  côté  S  du  polygone 
funiculaire,  sur  lequel  la  direction  de  la  force  a 
été  indiquée  par  une  flèche,  aura  été  déplacé ,  cette  force  tourne  dans 

le  sens  (^autotir  d'un  point  de  sa  direction  primitive;  ^  doit  donc  être 

porté  vers  le  haut.  Nous  traçons  ensuite  le  polygone  funiculaire  comme  à 
Tordinaire  jusqu'à  l'appui  t +^  en  B  ;  à  partir  de  ce  point,  le  polygone  doit 
être  déplacé  d'une  quantité  correspondante  au  moment  %^i  et  qui, 
mesurée  parallèlement  à  la  direction  des  forces,  sera  égale  à  $,+i  :  h.  En 
B,  le  moment  a  été  pris  positivement  -^ ,  comme  l'indique  la  fig.  148  ; 
le  sens  de  la  rotation  est  par  suite  inverse  de  celui  du  moment  corres- 
pondant à  l'appui  A,  et  le  dernier  côté  du  polygone  funiculaire  doit  être 
déplacé  de  haut  en  bas. 

Les  côtés  extrêmes  du  polygone  funiculaire  coupent  les  réactions  des 
appuis  aux  points  A  et  B,  et  la  ligne  qui  réunit  ces  points  ferme  le  poly- 
gone ;  en  menant  par  le  pôle  une  parallèle  à  cette  ligne  {fig.  150),  on 
détermine  dans  le  polygone  des  forces  les  réactions  des  appuis  P^  et 
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Tout  œ  qui  a  été  dit  dsma  ce  par^gr^^  ^  ià^^  le  m?^râ^pha  pif^Ç^ 
dent  du  polygone  de  k  fist-  H*  (p.  30a),  %'aprtiquçi  au  çdA  actuel.  Si  V«u 
considère  wpe  section  faite  dans  la  poutçe^  le^  côtés  e^té^iev^s  du  poly- 
gone funiculaire  s^e  coupent  sur  1^  résultante,  de^  fnrc^  q^\  agis$en\  ^ur 
la  portion  de  la  pautrç^  qui  a  été  réparée  par  la  section,  &i  Vou  çaèu^ 
une  sécante  quelconque  parallèle  aux  forces  ^  Iç.  produit  du  sçgçft^t  in- 
tercepté sur  cette  décante  par  le  polygome.  funiculaires  çt  4©  la  dist^nc^ 
polaire  est  égal  au  moment,  par  rapport  i  un  point  quelconque  de  c?tte 
sécante,  des  forces  situées  d'un  mèn\e  c6té  de  celle-ci,  Sur  la  fig-  H9^  la 
ligne  qui  fernie  le  polygone  funiculaire  çoupQ  ce  polygone  ^  dwx 
points,  un  reconnaît  facilement  qu'çn  ce?  points  le  moment  change  c|e 
signe,  car  ce  moment  passe  alors  par  zéro  sans  qn^il  en  ^oit  de  môm^ 
pour  les  forces,  Si  l'on  fait  deux  sections»  Tune  ^  dwte,  l'antre  à  ganebe 

de  Tun  de  ces  points,  les  résultantes  des  forces  agissant  en  dehors  de 
ces  sections  se  trouvent  entre  ces  sections;  par  suite,  elles  tournent  en 
sens  opposé,  si  la  force  n'a  pas  changé  de  signe  dans  Tintervalle.  Inver- 
sement, pour  qu'un  moment  change  de  signe,  il  faut  qu*il  passe  par 
zéro,  parce  que,  dans  les  constructions^  on  ne  rencontre  pa^  de  mP" 
raents  infiniment  grands.  En  outre,  comm©  les  surfaces  (vqir  fijf^  7?» 
p.  145)  ne  changent  de  signe  que  lorsque  leur  contour  se  croisç  çnl^e  |a 
surface  positive  et  la  surface  négative,  on  peut  dire  d'une  manière  gé- 
nérale çn  parlant  des  polygone?  funiculaires  correspondants  ii  des  forces 
parallèles  en  équilibre  : 

Si  l'on  coupe  une  portion  d'un  polygone  funiculaire  fermée  r^liar^t.  ffçs 
forces  pamllèki  en  équilibre,  par  y,m  sécant^  parallèle  qu^ç  fqrçes^  le  mo- 
ment, par  rapport  à  cette  sécante^  des  forces  ^tuées  d'm  mime  eAté  de  h 
section  sera  positif  ou  négatif  suivant  que  la  s\irfqcq  ainsi  dHdC^éfi  dit  poly- 
gone pourra  être  demie  dans  ufi  sens  positif  ou  négatif  par  ^n  mckbile^  qtii 
parcourrait  le  polygone  funiculaire  suivant  h  direction  des  tpision^  q^  des 
pressions  des  côtés  extrêmes  de  la  partie  considérée.  Pour  les  points  situés  en 
dehors  de  la  section^  le  moment  a  le  même  signe  ou  un  signe  contraire,  sui- 
mnt  que  ce  point  se  trouve  situé  du  même  côté  ou  d'un  eôté  opposé  par  rap- 
pm*t  à  la  résultante  des  forces  séparées  par  la  section,  e'est-àrdire  par  rap- 
port à  une  ^parallèle  aux  forces^  menée  par  Iç  point  d'intersection  des  côtés 
du  polygone  funiculaire  coupés  par  la  sécçinte. 

C'est  dans  ce  sens  qu'on  peut  appeler  surface  de  mment  la  surface  d'un 
polygone  funiculaire  fermé,  correspondant  à  des  forces  parallèles.  Ces 
propositions  ne  s'appliquent  pas  d'une  manière  générale  aux  polygones 
ftiniculaires,  parce  que  la  direction  de  la  résultante  est  variable. 

Si  les  forces  en  équilibre,  qui  ont  été  composées  dans  la  fig,  149,  sont 
appliquées  à  une  poutre  {flg.  148)»  le  sens  de  la  courbure  de  la  poutre 
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supposée  primitivement  rectiligne  s'accordera  toujours  avec  le  signe  du 
moment  ou  de  la  surface  de  moment.  Les  portions  de  poutre,  qui  corres- 
pondent aux  parties  du  polygone  situées  au-dessus  de  la  ligne  qui  le 
ferme ,  ont  leur  concavité  tournée  vers  le  bas,  et  réciproquement,  ainsi 
que  rindiquent  les  figures.  Aux  points  où  les  moments  sont  nuls  cor- 
respondent par  suite  des  sections  pour  lesquelles  la  courbure  change 
de  sens;  dans  ces  sections  elles-mêmes  la  courbure  est  nulle. 

Ces  points  s'appellent  points  (Ttnflexion;  en  ces  points,  on  pourrai! 
couper  la  poutre  sans  troubler  l'équilibre,  mais  à  la  condition  d'empê- 
cher le  glissement  des  sections.  Ce  résultat  pourrait  être  obtenu  soit  au 
moyen  d'un  étai,  soit  en  suspendant  la  partie  de  la  poutre  comprise 
entre  les  points  d'inflexion,  aux  portions  qui  reposent  sur  les  points 
d'appui;  c'est  ce  qu'indique  clairement  \^  fig,  45i.  Nous  avons  sup- 

Fig.  151. 


posé,  dans  cette  figure,  un  fragment  de  poutre  reposant  sur  chaque 
appui,  et  la  partie  médiane  de  chaque  poutre  suspendue  par  ses  extré- 
mités aux  parties  latérales. 

Si  l'on  considère  d'une  part  les  forces  agissant  d'un  côté  d'une  section, 
et  d'autre  part  les  forces  qui  agissent  de  l'autre  côté  de  cette  section,  on 
obtient,  d'après  le  n*  53  (p.  180),  des  signes  opposés  pour  la  résultante  et 
pour  son  moment.  Pour  les  forces  situées  dans  un  même  plan,  il  est  in- 
difl'érent  de  considérer  un  côté  ou  l'autre  comme  retranché.  Cependant 
il  est  utile,  dans  les  conditions  ordinaires,  de  considérer  toujours  le 
môme  côté  comme  retranché;  on  se  rappellera  ainsi  plus  facilement 
comment  agissent  lés  forces  et  les  réactions  des  parties  supprimées. 
Par  suite,  à  moins  d'indications  spéciales,  nous  considérerons  toujours 


Fi}Ç.  15i. 


+   / 


^T 


+  X 


comme  supprimée  la  partie  de  la  construction  située  du  côté  de  — x^ ,  et 
nous  remplacerons  cette  partie  par  les  forces  qui  agissent  sur  elle. 
Comme  nous  prenons  généralement  +x^  situé  à  droite,  la  fig,  152  re- 
présentera les  notations  que  nous  emploierons.  La  partie  de  poutre  re- 
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tranchée  est  figurée  en  pointillé,  et  la  résultante  des  forces  qui  agissent 
en  dehors  de  la  section  est  représentée  par  -}-  ^  et  —  P. 

Il  est  très  important  de  déterminer  la  section  à  laquelle  correspond 
le  maximum  du  moment  des  forces  agissant  en  dehors  de  cette  section, 
et  que  nous  appellerons /)om^  ou  section  de  mement  maximum.  On  Tobtient 
en  menant  (fig.  144)  au  polygone  funiculaire  une  tangente  parallèle  à  la 
ligne  qui  le  ferme.  Sur  la  figure,  cette  tangente  passe  par  le  sommet  Q  et 
ne  coïncide  avec  aucun  des  côtés  du  polygone  ;  mais  si,  au  lieu  de  sup- 
poser des  charges  isolées,  nous  considérons  une  poutre  chargée  d'une 
façon  continue,  le  polygone  funiculaire  deviendra  une  courbe  et  la  tan- 
gente coïncidera  avec  le  côté  infiniment  petit,  parallèle  à  la  ligne  AB  qui 
ferme  le  polygone.  La  tension  de  ce  côté  est  donnée  par  le  rayon  0(AB] 
dans  le  polygone  des  forces  {fig.  145).  Le  point  de  contact  coïncide  par 
suite  avec  celui  dont  il  a  été  question  au  n*  84  (p.  308),  et  Ton  peut  dire 
d'une  manière  générale  : 

Au  point  de  moment  maximum^  la  résultante  des  forces  agissant  en  dehors 
de  ce  point  se  réduit  à  une  force  infinimmt  petite  située  à  F  in  fini;  cette  ré- 
sultante change  de  signe  en  ce  point  et  passe  d'un  cAtfi  à  Vautre  du  polygone 
en  allant  à  Cinfini, 

Si  Ton  applique  cette  propriété  à  une  poutre  chargée,  on  peut  dire 
aussi  que  la  section  de  moment  maximum  correspond  à  un  point  tel  que 
le  poids  de  la  partie  de  poutre  détachée  soit  égal  à  la  pression  déter- 
minée sur  Tappui  qui  soutient  cette  partie  de  poutre. 

La  force  à  Tinfini  agissant  en  dehors  de  la  section  de  moment  maxi- 
mum a  pour  mesure  le  produit  de  la  pression  sur  Tappui  par  la  distance 
qui  le  sépare  de  la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur  la  portion  de 
poutre  séparée  par  la  section  considérée  ;  cette  résultante  est  du  reste 
égale,  comme  nous  venons  de  le  dire,  à  la  pression  sur  Tappui. 

Si  Ton  considère  en  particulier  le  cas  d'une  poutre  uniformément 
chargée  d'un  poids />  par  unité  de  longueur,  la  résultante  de  toutes  les 
forces  qui  agissent  sur  la  poutre  passe  par  le  milieu  de  la  poutre.  Ainsi 
que  nous  Tavons  démontré  au  n*  79  (p.  285),  les  réactions  des  appuis 
sont  égales  et  la  section  de  moment  maximum  est  située  à  égale  distance 
des  appuis. 

Si  nous  désignons  par  /  la  longueur  de  la  portion  de  poutre  séparée 
parla  section  de  moment  maximum,  longueur  qui  est  égale  dans  ce  cas 
à  la  demi-portée^  la  réaction  sur  un  appui  sera  égale  à  la  résultante  pi 

des  forces  agissant  jusqu'à  la  section  de  moment  maximum,  et  la  dis- 

1 
lance  de  cette  résultante  à  Tappui  sera  égale  à  -  /;  par  suite,  le  moment 

I         1 

maximum  sera:///x  5^=5  />'*• 
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Enfin,  il  suffit  de  jeter  uu  coup  d'œil  sur  la  fig,  145^  i>.  SKI»  poot  ve- 
connaitre  que  la  résultante  des  forces  agisaaut  eu  dehors  d^iae  s^eUoa 
quelconque,  par  exemple  y,,  est  égale  et  contraire  ^  celle  des  forces 
agissant  entre  cette  section  et  celle  de  moment  maximum*  Wmw  Von 
considère  des  charges  isolées,  il  faut  supposer  la  force  qui  oorreapood 
au  moment  maximum»  c'est-à*dire  la  force  Q  dans  le  cas  actuel,  par* 
tagée  par  la  ligne  0(AB)  du  polygone  des  forces  an  deux  paHiea,  dont 
Tune  agit  sur  la  portion  de  poutre  située  à  gauche  de  la  section  de  ani- 
ment maximum,  et  Tautre  sur  la  portion  de  poutre  située  &  droite  de 
cette  section.  La  force  1,  ajoutée  à  la  partie  correspondante  de  la  force  â, 
formera  la  somme  A,  des  forces  agissant  en  dehors  de  la  section  y,.  Si 
Ton  déplace  la  section  y,,  sans  toutefois  dépa&ser  le  point  d'application 
d'une  des  forces,  à  un  déplacement  4a?  (voir  fig*  ii4i  p.  305)  Qorrespondra 
un  accroissement  du  moment  des  forces  agissant  en  dehors  de  la  section 
égal  à  Ax(Ai),  car,  quelle  que  soit  la  position  de  Ki  par  rapport  à  yt« 
son  bras  de  levier  prend  un  accroissement  aj?,  si  aucune  nouvelle  force 
ne  vient  s'ajouter  à  celles  qui  agissent  en  dehors  de  la  section.  Si,  pour 
une  section  quelconque,  nous  désignons  par  P  la  somme  des  forces 
agissant  en  dehors  de  cette  section,  et  par  $  leur  moment  (chacune  de 
ces  lettres  étant  affectée  des  indices  correspondants  aux  sections  et  aux 
forces),  nous  pourrons  poser  d'une  manière  générale,  en  remarquant  que 
l'accroissement  du  moment  peut  aussi  s'exprimer  par  HÀy„ 

L'égalité 

Ay_P 

àx       H' 

résulte  d'ailleurs  aussi  de  la  similitude  des  figures  formées  jpar  ces  lon- 
gueurs dans  le  polygone  des  forces  et  dans  le  polygone  funiculaire,  el 
elle  est  identique  avec  les  relations  établies  au  n"  4  (p.  21), 
Il  résulte  de  là  que  $  sera  maximum  quand  on  aura 

-:!-  =  P  =  0, 

^x 

c'est-à-dire  quand  la  somme  des  forces  agissant  en  dehors  de  la  section 
sera  égale  à  0,  ou,  pour  employer  une  expression  à  laquelle  nous  avons 
déjà  eu  recours,  quand  elle  se  réduit  à  un  couple.  Ce  résultat  concorde 
avec  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut. 


VARIATION   DE  LA  SOBIME  £T   DU  MOMENT   (P  ET   ^). 
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86.  VARIATION  DE  LA  SOMME  ET  DU  MOMENT  (P  ET  ^)  DES  FORCES  PARAL- 
LÈLES AGISSANT  SUR  UNE  POUTRE,  EN  DEHORS  D*UNE  SECTION  DÉTERMINÉE, 
QUAND  d'autres  FORCES  VIENNENT  S' AJOUTER  A  CELLES  QUE  L'ON  CONSJ- 
DÈRE. 


Comme  les  forces  parallèles  et  leurs  moments  se  composent  par  une 
simple  addition,  nous  pourrons  traiter  séparément  chaque  force  venant 
s'ajouter  aux  quatre  forces  de  la  fig.  144  (p.  305),  rechercher  ses  effets 
par  rapport  à  une  section  donnée,  et  les  ajouter  à  une  des  forces  précé- 
demment considérées.  Si  nous  effectuons  sur  la  fig,  453,  pour  une  force 


I 


supplémentaire  aP,  les  constructions  que  nous  avons  faites  sur  les 
fig.  144  et  445  (p.  305),  et  si  nous  supposons  que  à?  entre  en  ligne  de 
compte,  les  pressions  sur  les  appuis  A  et  B  s'accroîtront  des  pressions 
aA  et  aB  de  la  fig.  453;  les  ordonnées  représentatives  des  moments  va- 
rieront de  quantités  égales  à  y,,  t/,  et  ^,^,  et  les  ordonnées  correspon- 
dantes de  la  fig,  444  se  trouveront  augmentées  de  ces  différences  d'or- 
données. 

Comme  nous  pouvons  choisir  arbitrairement  la  distance  polaire  H  du 
polygone  des  forces,  nous  prendrons,  pour  simplifier,  cette  distance  po- 
laire égale  à  la  portée  AB.  D'après  le  n*  84  (p.  307),  les  côtés  extrêmes  du 
polygone  funiculaire  interceptent  dans  ce  cas,  sur  les  verticales  A  et  B,  des 
longueurs  représentant  les  réactions  AB  et  AA  des  appuis.  Si  donc  nous 
portons  sur  ces  verticales  ces  réactions  dont  la  somme  est  égale  à  aF*, 
les  rayons  issus  de  A  et  B  formeront  deux  côtés  du  polygone  funiculaire, 
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se  coupant  sur  aP;  de  pkis,  Tordounée  Y  de  ce  point  d'intersection, 
multipliée  par  la  distance  polaire  2/,  soit  2tY,  représentera  le  moment 
des  forces  agissant  en  dehors  de  la  section  Y.  Nous  notons  cette  or- 
donnée Y,  et  non  y,  afin  de  bien  indiquer  que  si  2/  a  été  mesuré  sur 
réchelle  des  longueurs,  Y  doit  être  mesuré  sur  Téchelle  des  forces.  Si 
Ton  fait  varier  la  position  de  aP,  le  lieu  des  extrémités  de  Y  est  une  pa- 
rabole, parce  que  les  faisceaux  A  et  B  sont  projectifs  et  que  les  seuls 
rayons  de  ces  faisceaux  qui  soient  parallèles  sont  ceux  qui, sont  dirigés 
vers  le  point  à  Tinftni  des  verticales,  en  sorte  que  la  courbe  n*a  qu*nn 
point  double  commun  avec  la  droite  à  Finfini. 

Si,  des  deux  extrémités  de  Tun  des  deux  rayons,  celui  qui  est  issu  de 
A  par  exemple,  on  projette  les  longueurs  aA  et  aB,  au  moyen  de  paral- 
lèles à  l'autre  rayon,  sur  l'ordonnée  de  Y,  et  si  l'on  déplace  ensuite  cette 
figure  en  la  déformant  de  telle  manière  que  le  rayon  issu  de  A  vienne 
occuper  la  position  AB,  les  deux  rayons  projetants  seront  parallèles  à  la 
ligne  AB  ;  on  voit  par  suite  que,  si  on  porte  les  aA  sur  l'ordonnée  corres- 
pondante de  Y,  au-dessus  de  la  ligne  AB,  le  lieu  des  extrémités  de  ces 
AA  sera  la  ligne  droite  A'B.  En  menant  par  A'  une  parallèle  à  AB,  on 
obtient  sur  l'ordonnée  de  Y  le  complément  aB  de  aA. 

11  ressort  de  la  figure,  ainsi  que  du  n*  54  (p.  483),  que  les  valeurs  de  aA 
et  de  aB  sont  données  par  les  relations 

AA  _  aP        aB 
BY  ""ÂB^  yI' 

Ces  relations  confirment  ce  que  nous  avons  déjà  vu,  à  savoir  que  aA 
et  aB  sont  négatifs,  et  que  AA  +  '^P  +  ^B  =  0.  Si  nous  coupons  la  con- 
struction dans  le  sens  indiqué  par  la  fig.  152  (p.  342),  la  somme  des 
forces  agissant  en  dehors  de  la  section  sera,  si  celle-ci  est  comprise 
entre  A  et  aP,  égale  à  AA  et  par  suite  négative  ;  pour  une  section  com- 
prise entre  aP  et  B,  cette  somme  sera  AA-f-AP= — aB,  c'est-à-dire  po- 
sitive. On  voit  aussi  que  la  force  AP  exerce  sur  cette  somme  des  effets 
opposés,  suivant  qu'on  la  suppose  agissant  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  la 
section  considérée.  Les  relations  précédentes  donnent  aussi  le  moment 
A$  des  forces  agissant  en  dehors  d'une  section  Y,  comprise  entre  A 
aP: 

Y^A^  AY^JTB 

^  AB      '^^~       AB  *^* 

Nous  aurons  de  la  même  manière,  pour  le  moment  par  rapport  à  une 
section  comprise  entre  aP  et  B  : 

«,      AY .  Y,B      „ 
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Ce  dernier  résultat  est  mis  en  évidence  par  la  figure  suivante  : 


A. 


Le  moment  est  égal  au  produit  des  deux  segments  figurés  par  un 
trait  fort  et  situés  de  part  et  d^autre  de  la  charge  et  de  la  section  donnée, 
divisé  par  la  portée  totale  AB  et  multiplié  par  aP. 

On  peut  déduire  aussi  de  la  figure  une  expression  très  simple  du  mo- 
ment A$.  Si  Ton  place  Torigine  des  abscisses  au  milieu  0  de  la  portée 
et  si  Ton  désigne  par  ^l  Tabscisse  de  AP,  par  x  celle  de  la  section  pour 
laquelle  on  veut  déterminer  le  moment,  on  aura  respectivement,  pour 
un  X  compris  entre  —  /et  p/,  limites  que  nous  désignerons  par  —  1  et  p, 
et  pour  un  x  compris  entre  p  et  -|-  i  • 

A*_^=|(*+p)(*-f)^^, 

De  ces  remarques  générales  nous  concluons  la  proposition  suivante  : 
Si  à  des  charges  données  Fon  ajoute  une  charge  nouvelle  aP,  la  section  de 
moment  maximum  se  rapprochera  du  point  d'application  de  cette  charge^  et 
elle  s^en  rapprochera  d'autant  plus  que  AP  sera  lui-même  plus  voisin  de  la 
section  de  moment  maximum. 

Supposons,  par  exemple,  que  cette  section  soit  située  entre  Y  etB; 
lien  ne  sera  modifié  dans  la  partie  YB  de  la  poutre,  si  ce  n^est  la  pres- 
sion sur  Fappui  B  qui  sera  augmentée;  par  suite,  d'après  ce  qui  a  été 
dit  au  n*  85  (p.  314),  la  portion  de  poutre  comprise  entre  la  section  de 
moment  maximum  et  Tappui  B  devra  être  plus  longue,  afin  que  son 
poids  soit  toujours  égal  à  la  pression  sur  Tappui  B.  La  section  de  mo- 
ment maximum  s'éloignera  donc  de  B  et  se  rapprochera  de  Y,  puisque, 
par  hypothèse,  aP  est  situé  du  côté  opposé  ;  elle  s'en  rapprochera  d'ail- 
leurs d'autant  plus  que  B  sera  plus  grand,  et,  par  suite,  que  AP  sera  plus 
près  de  B,  c'est-à-dire  de  la  section  de  moment  maximum  que  aP  ne 
peut  pas  dépasser  d'après  notre  hypothèse. 

Si  la  charge  d'une  poutre  est  uniformément  répartie,  la  section  de 
moment  maximum  sera  le  plus  rapprochée  d'un  appui  lorsque  la  poutre 
sera  totalement  chargée  entre  cette  section  et  l'appui.  Si  l'on  peut  aug- 
menter cette  charge  uniforme  dans  certaines  parties,  par  exemple  en 
intercalant  une  locomotive  dans  un  train ,  la  section  de  moment  maxi- 
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mum  se  rapprochera  d'autant  plus  de  l'appui  que  la  locomotive  sera 
elle-même  plus  rapprochée  de  ceUe  section.  Gomme  une  charge  placée 
au  delà  du  point  de  moment  maximum  par  rapport  à  un  appui  éloigne 
ce  poiat  de  Tappui  considéré,  la  locomotive  ue  devra  pas  dépasser  le 
point  de  moment  maximum  pour  que  ce  point  soit  le  plus  près  possible 
de  Tappui. 

Ainsi,  quand  un  train,  ayant  sa  locomotive  en  tète,  s'engage  sur  un 
pont,  le  point  de  moment  maximum  se  rapproche  sans  cesse  de  la  loco- 
motive qui  avance,  jusqu'à  ce  qu'il  atteigne  la  roue  d'avant;  lorsque  le 
traîïi  continue  à  avancer,  le  point  de  moment  maximum  s'éloigne  dm 
premier  appui  pour  se  rapprocher  du  second,  jusqu'à  ce  qu'il  soil  atteint 
par  te  dernière  roue  de  wagon;  il  rétrograde  ensuite  pour  regagner  sa 
position  primitive . 

La  somme  P  rfes  forces  agissant  en  dehors  d'une  section  T,  (fig.  144  et  153) 
est  augmentée  ou  diminuée  suivant  que  F  on  ajoute  une  force  d*un  côté  ou  de 
Vautre  de  cette  section.  Cette  variation  est  d*autant  plus  considérable  que  la 
force  ajoutée  est  plus  rapprochée  de  la  section. 

En  effet,  nous  venons  de  démontrer  que  aP  produit  des  effets  oppo  • 
ses,  suivant  qu'on  l'ajoute  d'un  côté  ou  d©  ramtre  d'une  section  faite 
dans  la  construction.  S'il  s'agit  d'augmenter  l'effort  tranchant  négatif,  on 
chargera  autant  que  possible  la  portion  comprise  entre  la  section  et 
Tappui  B",  s'il  s'agit,  au  contraire,  d'augmenter  Felfort  tranchant  positif, 
c'est  la  partie  comprise  entre  Tappui  et  la  section  qull  faut  charger. 

En  outre,  comme  ces  Torces  aA  et  aB  sont  proportionnelles  aux  lon- 
gueurs AY  et  YB,  l'effet  de  AP  est  d'autant  plus  grand  que  aP  est  plus 
rapproché  de  la  section. 

En  reprenant  l'exemple  donné  plus  haut,  on  peut  dire  que,  pour  une 
secftionxîuelconque,  la  somme  t+P)  des  Torces  agissant  en  dehors  de 
cette  section  e^  maxima,  quand  la  roue  d'avant  du  train  venant  de  B 
atteint  la  section  y^  ;  elle  est  minîma  (et  sa  valeur  absolue  —  P  est  un 
masimum)  quand  la  roue  d^avant  du  train  venant  de  A  atteint  ^cette 
section. 

Le  moment  ées  forces  agissant  en  dehors  dune  section  quelconque  }\ 
(ftg.  1Î4  et  153)  ctugmenîe  lorsqu'on  ajoute  une  force  AP  agissant  dans  ré- 
tendue de  ia  travée  AB  ;  V accroissement  est  d'autant  plus  grand  que  la  force 
ajoutée  est  plus  rapprochée  de  la  section, 

tloTOine,  d'après  le  n*  85  (p. "309),  les  moments  sont  proportionnels  aux 
ordonnées  du  polygone  funiculaire  prises  par  rapport  à  la  ligne  qui  ferme 
ce  polygone,  et  que  ces  ordonnées,  pour  chaque  section  de  la  fig,  144, 
s^accroisserit  des  ordonnées  correspondantes  dela/î^.  152,  les  moments 
sutrissefirt  aussi  des  accroissements  proportionnels  à  ces  dernières  ordon- 
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nées.  ïl  ressort  d'ailleurs  de  la  fig,  152  que  ces  accroissements  ont  tous 
le  même  signe  dansi  retendue  de  la  portée  AB,  car  toutes  les  ordonnées 
qui  représentent  ces  accroissements  «ppartienneiit  à  iine  sorfece  <de 
moment  de  signe  constant  (voir  n"  85,  p.  311). 

La  même  figure  montre  d'ailleurs  que  y^  est  maximum  quand  AP  a 
MO  poîttt  d'«ppltotlio«  sur  kl  section  con<sidérée. 

Si  nous  applitïtions  encore  ces  propositions  à  l'exemple  donné  plus 
haut,  on  voit  que  le  moment  des  forces  agissant  en  dehors  d'une  sec- 
tion donnée  est  maximum  q\land  totit  le  pont  est  chargé ,  et  que  les 
charges  les  plus  fortes  sont  concentrées  «uprès  de  cette  section-.  Deux 
traîfi&,  «jWBi  le<ir8  kK^omotives  diemiiiée  oonire  dl^eniiiiée  ^  9e  ren- 
contrant sur  la  section  considérée,  déterminent  par  suite  le  moment 
maximum  dans  cèU^^ectik^n. 


87.    COMPOSITION  ANXLYTiOtïï:   DES   FORCES  PARALLÈLES 


L'équation  normale  de  là  IjqDnie  d'aetion  d'une  icirc%  «st  ^ 

ù>' ^ 

o,-  =  (ax  4-  ôy  +  Ct)  — .' 

Lorsque  tontes  les  forces  sont  paMkUèles,  le  «i{)^rt  des  ooefiioienti  c  et  ^  «st 

U  h 

constant,  et  par  suite  il  en  est  de  même  des  rapports  -  to'  et  -  co'.  H  n^y  a  alors 

d^autre  coefficient  variable,  quand  on  passe  d'une  direction  à  Tautre,  que  C|.  Dans  la 
formule  de  sommation,  on  f>0nt  mettre  ces  rapports  «n  facteurs  communs,  et  on 
obtient  pour  Téquation  de  la  résultante  : 

S5  =<ax  +  ôy)  -  y  A  -t-  y  —  A. 

On  ^it  ^'en  énrisaiït  f»aa*  lùk,  '4m  met  cette  équatiei  sê«8  ia  f(H*me  «omàte^  et 
par  suite,  on  a  : 

s  =  2:a. 

Il  résulte  en  antre  de  V^quotion  précédente  que  la  résuTtastee^ft  parallèle  aux 
composantes,  et  que  son  moment  est  égal  à  la  somme  des  moments  de  ces  compo- 
santes. 

"La  proposition  générale,  Ôémontrée  au  n-  53,  p.  179,  pour  l'équilibre  de  forces 
quelconques,  s  applique  à  l'équilibre  de  deux  forces  parallèles;  les  lignes  d'ac- 
tion dte  deux  forces  doivent  coïncider,  et  ces  deux  forces  doivent  être  égales  et 
de  sens  contraire.  Quant  à  l'équilibre  de  trois  forces  parallèles,  il  n'y  a  rien  à 
changer  à  ce  qui  a  été  dit  au  n**  54,  p.  183;  on  n'a  qu'à  regarder  a  comme  la  forme 
normale  des  équations. 

Lorsque  des  forces  parallèles  ont  une  direction  constante,  il  convient  de  prendre 
l^'ée64a6B,  oeloi  des  y,  ^air  «exemple,  parallèle  k  ecrtte  direction,  et  îautve  uxe 
perpendiculaire.  L'équation  d'un  AP  positif,  agissant  À  l'extrémité  d'un  bras  dç  levier 
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positif  6,  et  qui,  par  suite,  tourne  dans  le  sens  positif  autour  de  Porigine.  est  : 

(à  +  x)iP. 
L'éqnation  de  la  résultante  de  tous  les  AP  est  donc  : 

X  (6  —  j)  AP  =  —  xSAP  +  SôAP, 

le  signe  £  s'étendant  à  toutes  les  forces  à  composer.  En  divisant  par  £AP,  on  met 
cette  équation  sous  la  forme  normale;  par  suite,  £AP  est  la  grandeur  de  la  résul* 
tante,  et  Tabscisse  de  son  point  d^application  est  : 

Si  Ton  suppose  un  système  de  forces  agissant  sur  une  poutre,  et  qui  doit  être 
équilibré  par  les  réactions  A  et  A|  de  deux  appuis  dont  les  abscisses  sont  a  et  o^, 
on  aura  : 

0  =  — x(A  +  lAP  +  A|)  +  oA  +  ZbùP  +  ïi^Ai. 

Cette  équation  devant  être  satisfaite  pour  une  infinité  de  valeurs  de  x,  il  iàxA  qu*on 
ait  simultanément  : 

0  =  A+2;AP  +  At, 
0  =  oA -f  £6AP  +  a|A|. 
On  en  déduit  : 

A=-V2iriAP    et    A,  =  -yt:=-iiP. 

Faisons  une  section  entre  le  aP  d'indice  t  et  le  AP  dHndice  t  + 1,  et  désignons 
par  ^  réquation  de  la  résultante  des  forces  agissant  en  dehors  de  cette  section, 
c'est-à-dire  son  moment  par  rapport  au  point  x;  nous  aurons,  d'une  manière  ana- 
logue à  ce  que  nous  avons  vu  au  n*  86,  p.  316  : 

t  ai 

^4}=(a-:r)A+2]  (6-a;)AP  =  -(ai-a;)A,-2](^-^)^P 

a  i 

a  I 

La  somme  P  des  forces  agissant  en  dehors  de  la  section  t  s'obtient^  soit  directe- 
ment, soit  en  formant  le  coefficient  de  ~  a;  dans  Texpression  de  ^  : 


p=A+i:.P=_A.-iAP=ii^.p_y..^.p. 


^  <u  — a 

a       -  i     ^ 


En  regardant  P  comme  £AP,  on  voit,  d'après  ces  équations,  que  chaque  réaction 
A  et  Al  joue  le  rêle  d'une  constante  d'intégration. 

Appelons  /  la  portée  de  la  poutre,  b  et  b'  les  distances  respectives  d*un  AP  aux 
appuis  A  et  A|,  et  x,  x'  les  distances  de  la  section  considérée  à  ces  mêmes  appuis. 
On  aura  : 

et  le  produit  bx  doit  avoir  un  signe  contraire  à  celui  de  b'x.  Avec  ces  notations, 
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les  formules  précédentes  se  simplifient  et  deTiennent  : 

I  i 

O  0 

o  i  \    0  i  J 

i  l 

5P  =  —  xA  —2]  (x-  6)AP  =  —  «'A,  -2]  (^  — ^')AP 


o 

i 


=îi**-+72:*'^- 


Qoand  on  veut  déterminer  les  forces  résultant  de  charges  âxes>  par  exemple  du 
poids  propre  d*un  pont>  A  et  Af  sont  constants,  et  le  calcul  peut  s^effectuer  très 
facilement  au  moyen  de  Tune  des  premières  formules.  Mais  si  les  charges  sont  va- 
riables, comme  celles  qui  résultent  du  déplacement  d'un  train,  le  calcul  est  plus 
simple  au  moyen  de  la  dernière  formule,  qui  ne  contient  ni  A  ni  A|. 

S*il  n'y  a  qu'une  charge  unique  AF,  Tun  des  termes  S  disparaît  dans  les  formules 
précédentes.  Si  en  outre  on  prend  les  moments  par  rapport  à  la  section  correspon- 
dante à  cette  charge  unique,  on  devra  faire  x  =  6,  x'  =  b',  et  Ton  obtient  : 

/— X 
P  =  A  = ^AP, 


xi' 


?P  =  :^ 


AP. 


En  portant,  à  une  échelle  quelconque,  sur  Tordonnée  correspondante  À  la  position 
de  la  charge  AP,  cette  force  P  et  le  moment  $,  on  obtient  une  ligne  droite  pour 
le  lieu  de  Textrémité  de  P,  et  une  parabole  pour  le  lieu  de  Vextrémité  de  $,  comme 
au  n*  86,  p,  316. 

Dans  le  cas  des  poutres  symétriques,  et  en  vue  de  certaines  déductions  analyti- 
tiques,  il  est  commode  de  prendre  Torigine  des  abscisses  au  milieu  de  la  portée 
{fig.  154,  p.  317).  Les  formules  deviennent  alors  : 


A=-i2]<^-W^'     A4  =  -52](l  +  P)^. 


— I  —1 

+1  _  «  +1 


p= A +2]  ^ = -  ^  -i  ^=\L  a-p)^p+ iL  (1 + w^' 

i  +1 

^  -1  • 

Si  la  charge  est  continue,  et  que  p  soit  une  fonction  de  p  représentant  la  charge 
par  unité  de  longueur,  on  n^a  qu'à  poser  AP  =  Ipd^  et  à  intégrer  au  lieu  de  faire  la 

somme. 
Si  la  charge  est  uniformément  répartie,  on  peut  la  supposer  concentrée  au  milieu 

21 


3SHe  MOMENTS  0fi8  BORGES  PARALLÈLES. 

de  la  poutre,  et  on  n'a  par  suite  qu*à  remplacer,  dans  les  formules  précédentes^  AP 
par  la  charf^e  totale,  p/  par  Tabscisse  du  milieu,  puis  à  foire  la  somme. 

Quand  la  charf^e  uniformément  répartie  n^occupe  qu^une  portion  de  la  poutre, 
dont  les  extrémités  sont  À  «i  di,  ou  p/  et  Pf/,  on  detra  remplacer  àP  par  (61  —  b)p 

ou  (p,-pj/p;6AP,  (1  +  P)/AP  et  (l-p)/AP  par  î(6i-%,  [l  +  J(P+P,)](Pi-P)/'P 

et  1 1  —  -  (p  +  pj)  (pi  —  P)/*pi  fit  êommer  les  différents  poids  et  les  moments. 

Le  cas  qui  se  présente  le  plus  fréquemment  dans  la  pratique  est  celui  où  la  sec- 
tion considérée  t  sépai*e  des  charges  différentes  p  et  g  par  unité  de  longueur,  et 
où  la  trayée  entière  est  chargée. 

Dans  ce  cas,  le  nombre  des  àP  se  réduit  à  deux,  et  si  Ton  désigne  par  b  et  b'  les 
distances  respectives  de  la  section  t  aux  appuis,  les  deux  AP  sont  bp  et  b'g^  et  leurs 

moments  par  rapport  aux  appuis  yoisins  sont  ^  6*p  et  -  b'^q.  On  a  alors  : 

X  et  x'  désignant  les  distances  aux  appuis  du  point  par  rapport  auquel  on  prend 
les  moments. 

Si  Ton  place  Torigine  des  abscisses  au  milieu  de  la  portée,  et  qu'on  désigne  par 
p/  Vabscisse  de  la  section  1,  par  x  celle  du  centre  des  moments,  et  par  /  la  demi- 
portée,  c'est-à-dire  par  ±:  /  les  abscisses  des  appuis,  les  deux  AP  sont  (1  -f-  P)/p  et 

(l*«P)/f,  ei  leurs  moments  paf  rapport  aui  appuis  roisins  sont  -  (l-hp)'/V  ^^ 

1  ^ 

£  (^  +  P)*^'  On  a»  dans  oe  oas  : 

A  =-  j  (3-  P)(l  -f  p)/p  -  j  (1  -  p)«/9, 
Ai  =  -  5  (1+  »*/p  -  \  (3  +  PXl  -  ?)/'/, 

5P  =  i  (/  -  x){l  +  p)«//>  -f  j  (/  +  ar)(l  -  p)Vv. 

Quand  la  chargé  est  uniforme  sur  toute  la  longueur  de  la  poutre,  on  a  p  =  9.  En 
prenant,  dans  ce  cas,  Tun  des  appuis  pour  origine,  et  appelant  b  Pabsciase  de  la 
sectioa  ooosidéfée,  x  Tabséisse  du  oentre  des  moments,  /  la  longueur  de  la  travée, 
on  a  : 

A=A4  =  — -/p, 
K&flli,  U  l'Ob  prend  l>»rigme  au  milieu  de  la  portée  et  qu'on  désigne  par  fl 
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râbsoisaè  de  là  seotion,  par  x  celle  du  oéntre  des  momefttf»  pàt  ±i  l  celle  de»  ap- 
pui!, on  obtient  : 

A  =  A,  =  — /p, 

P  =  p/p, 


^4}  =  (l4.[i«-Aîfi^)i/V. 


88.    CENTRE    DE  PRESSION  DES   ESSIEUX   d'uN  TRAIN   FORMÉ  DE   LOCOMOTIVES 

Les  trains  de  locomotives  forment  le  mode  de  chargement  le  plus  im- 
portant, et  nous  pourrions  presque  ajouter  celui  qui  se  présente  le  plus 
fréquemment  pour  le  calcul  des  ponts  à  construire  de  nos  jours  ;  souvent 
môme  on  considère  la  charge  résultant  du  passage  d*un  train  de  loco- 
motives comme  la  charge  maxima  qu'un  pont  puisse  avoir  à  supporter. 
La  première  question  à  résoudre  consiste  à  rechercher  où  se  trouve  le 
point  d'application  du  centre  de  pression,  ou  bien  où  passe  la  verticale 
du  centre  de  gravité  d'un  certain  nombre  d'essieux  situés  d'un  côté  ou 
de  l'autre  d'une  section  déterminée. 

Gomme  les  opérations  nécessaires  à  la  détermination  de  ce  point  d'ap- 
plication sont  connues,  il  nous  suflSra  de  les  appliquer  à  un  exemple. 

Sur  la  PL  XI,,  nous  avons  déterminé  les  verticales  passant  par  les 
centres  de  pression  d'un  nombre  arbitraire  d'essieux  consécutif  d*Un 
train  formé  par  des  locomotives  Engerth.  Sur  une  horizontale  tracée 
près  du  bord  supérieur  de  la  feuille,  nous  avons  porté,  à  l'échelle  de 
U*,0Q3  par  mètre,  une  série  de  longueurs  de  10",60,  représentant  chacune 
une  locomotive  avec  son  tender;  nous  avons  figuré  la  position  des 
essieux  de  chaque  locomotive,  et  nous  les  avons  numérotés  de  1  à  35  ;  la 
dimension  de  la  feuille  nous  a  permis  de  placer  sept  locomotives.  Les 
quatre  premières  sont  dirigées  vers  la  droite  et  les  trois  dernières  vers 
la  gauche,  en  sorte  qu'entre  le  vingtième  et  le  vingt  et  unième  essieu, 
les  locomotives  sont  placées  cheminée  contre  cheminée.  C'est  entre  ces 
essieux  et  les  essieux  voisins  que  nous  trouverons  plus  tard  les  moments 
maxima.  Les  sommets  du  polygone  funiculaire  sont  situés  sur  les  verti- 
cales correspondantes  aux  points  de  contact  des  roues.  Nous  n'avons  pas 
figuré  ces  verticales. 

Sur  une  verticale  tracée  à  gauche  de  la  planche,  nous  avons  porté  à 
l'échelle  de  0*,003  par  10  tonnes  les  charges  correspondantes  à  chaque 
essieu,  savoir  43  tonnes  pour  chacun  des  trois  essieux  de  la  locomotive, 
et  8*,5  pour  chaque  essieu  de  tender.  Nous  avons  naturellement  donné 
aux  charges  les  numéros  des  essieux  correspondants. 
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Nous  avons  pris  pour  distance  du  p61e  à  la  yertîcale  des  forces  une 
longueur  de  0,06  représentant  soit  une  longueur  de  SO  mètres,  soit  an 
poids  de  200  tonnes,  suivant  que  Ton  prendra  pour  base  de  réduction 
des  moments  un  poids  ou  un  bras  de  levier. 

En  prolongeant  deux  cotée  quelconques  du  polygone  funiculaire,  on 
obtient  par  leur  intersection  un  point  de  la  résultante  des  pressions 
produites  par  les  essieux  compris  entre  ces  c6tés.  Le  plus  souvent  on  dé- 
finit la  position  de  cette  résultante  par  sa  distance  au  premier  essieu. 
Dans  la  PL  XI,,  c*est  Tessieu  n*  20  qui  est  le  premier,  et  cette  planche 
indique  comment  les  distances  des  centres  de  pression  de  tous  les 
essieux  qui  précèdent  ou  qui  suivent  le  vingtième  peuvent  être  me- 
surées. 

Gomme,  sur  cette  figure,  le  point  d'intersection  des  c6tés  du  polygone 
funiculaire  qui  sont  voisins  les  uns  des  autres  ne  sont  pas  obtenus  avec 
précision,  nous  avons  répété  la  construction  sur  la  PL  XI,,  à  une  échelle 
double,  en  ne  considérant  que  la  partie  du  polygone  relative  à  deux  loco- 
motives, et  en  prenant  pour  distance  polaire  une  longueur  de  5  mètres 
correspondante  à  50  tonnes  seulement. 

Enfin,  comme  exemple,  nous  avons  reproduit  les  mômes  constructions 
sur  la  PL  XI,,  pour  un  train  léger  formé  de  locomotives  à  voyageurs. 
Les  charges  sur  les  essieux  sont  seulement  de  4',5,  iO',8,  2\7,  4\4  et 
4  tonnes,  et  la  longueur  toute  de  la  locomotive  et  de  son  tender  est  de 
12-,60. 


89.   MOMENT  D*UN  TRAIN  DE  LOCOMOTIVES  PAR  RAPPORT  A  UNE  SECTION 

d'une  POUTRE  CHARGÉE 


Les  polygones  de  la  PI.  XI  servent  principalement  à  mettre  en  évi- 
dence les  moments  résultant  de  la  surcharge  accidentelle,  et  à  détermi- 
ner, pour  une  portée  donnée,  le  mode  de  chargement  le  plus  défavo- 
rable résultant  du  déplacement  du  train. 

Tant  que  les  charges  ne  sont  pas  représentées  d*une  façon  régulière 
par  une  loi,  il  n*est  pas  possible  de  donner  des  règles  précises  sur  le 
mode  de  déplacement  de  ces  charges.  Nous  ne  serons  pas  en  état  de 
dire  à  priori  :  à  telle  ou  telle  portée  correspond  telle  ou  telle  position  la 
plus  défavorable  pour  le  train;  nous  ne  pouvons  procéder  que  par  tâton- 
nement. Néanmoins  les  considérations  suivantes  pourront  être  de  quel- 
que utilité,  spécialement  pour  les  petites  portées. 
Si,  sur  un  quelconque  des  polygones  funiculaires  de  la  PL  XI,  nous 
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réunissons  deux  points  par  une  droite,  dont  la  longueur,  mesurée  hori- 
zontalement, c'est-à-dire  parallèlement  à  la  tension  horizontale,  soit 
égale  à  une  portée  déterminée,  les  ordonnées  du  polygone,  par  rapport 
à  cette  ligne^  seront,  d'après  le  n*  85  (p.  309),  proportionnelles  aux  mo- 
ments des  forces  agissant  en  dehors  des  sections  correspondantes  à  ces 
ordonnées.  Pour  obtenir  ces  moments,  il  faut  multiplier  les  ordonnées 
par  la  tension  horizontale  considérée  comme  force.  On  peut  les  mesurer 
directement  sur  la  figure,  en  multipliant  Téchelle  adoptée  par  la  tension 
horizontale.  Ainsi,  sur  les  fig.  i  et  2  de  la  PI.  XI,  une  longueur  de  0",003 
représentera  un  moment  de  200  tonnes  avec  un  bras  de  levier  de  4  mè- 
tre; sur  la  fig,  2,  une  longueur  de0",006  ne  représentera  qu'un  moment 
de  50  tonnes. 

Si  Ton  déplace  une  même  travée  par  rapport  au  polygone  funiculaire, 
c'est-à-dire  si  Ton  déplace  une  corde  BB'  de  ce  polygone  (PI.  XI,),  de 
telle  façon  que  la  distance  horizontale  de  ses  extrémités  reste  constante, 
ces  cordes  envelopperont  une  parabole  TT'OT  tant  qu'elles  s'appuieront 
sur  les  deux  mêmes  c6tés  du  polygone,  parce  que  leurs  extrémités  décri- 
vent sur  ces  c6tés  des  ponctuelles  semblables.  De  plus ,  un  point  quel- 
conque T'  de  ces  cordes  correspondant  à  un  point  fixe  de  la  travée  se 
déplacera  sur  une  tangente  BB'  à  la  parabole,  parce  que  toutes  les  tan- 
gentes se  coupent  réciproquement  suivant  des  ponctuelles  semblables. 
Les  ordonnées  verticales  ET''  comprises  entre  la  parabole  et  le  polygone 
représentent  les  moments  maximum  qui  peuvent  se  produire  en  un 
point  E  du  polygone,  car,   puisque  la  parabole  est  l'enveloppe  des 
cordes,  aucune  de  celles-ci  ne  peut  couper  l'ordonnée  ET"  qui  repré- 
sente le  moment,  plus  haut  que  T".  L'ordonnée  maxima  E',  correspon- 
dant à  la  position  BB'  de  la  corde,  représentera  le  moment  maximum 
qui  peut  se  produire  au  point  T*  de  la  corde,  qui  décrit,  comme  nous 
venons  de  le  dire,  lorsque  la  travée  se  déplace,  la  tangente  BB'. 

Enfin,  l'ordonnée  maxima  comprise  entre  la  parabole  et  le  polygone 
représente  le  moment  maximum  qui  peut  se  produire  pour  une  portée 
déterminée  BB'.  Il  est  à  peine  nécessaire  de  rappeler  que  les  deux  der- 
niers maximums  correspondent  toujours  à  un  sommet  du  polygone. 

Ces  différents  maximums  apparaissent  clairement  lorsque  la  parabole 
est  construite,  mais,  comme  il  est  assez  difficile  de  la  tracer,  il  est  bon 
de  chercher  à  les  déterminer  directement. 

Pour  une  portée  donnée  BB',  mesurée  horizontalement,  on  obtient 
facilement  le  point  T"  de  la  parabole  correspondant  à  une  verticale  dé- 
terminée E,  ainsi  que  la  position  correspondante  BB'  de  la  corde.  Il  suffit 
de  remarquer,  en  efl'et,  que  le  milieu  0'  de  cette  corde  se  trouve  toujours 
à  égale  distance  de  la  verticale  donnée  E  et  de  la  verticale  passant  par 
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le  point  de  rencontre  S  des  côtés  directeurs  de  la  parabole.  Car  si  Ton 
mène  la  tangente  AA'  qui  a  son  milieu  en  0,  cette  tangente  coupera 
toutes  les  autres  tangentes  à  la  parabole  en  leur  milieu,  et  par  suite  BB' 
en  son  milieu  0'.  I^e  point  0'  étant  Tintersection  des  deux  tangentes  à 
la  parabole  se  trouve  à  égale  distance  des  diamètres  passant  par  leurs 
points  de  contact,  c'est-à-dire  des  verticales  S  et  E. 

Si  les  distances  horizontales  TB  et  T"B'  sont  données,  la  proposition 
que  nous  venons  de  démontrer  permet  de  déterminer  la  position  de  la 
tangente  BB'  sur  laquelle  se  meut  le  point  fixe  T'',  car,  comme  BB'  et 
OT"  sont  divisés  Tun  et  Tautre  en  deux  parties  égales  par  0',  on  obtient 
la  position  des  points  B  et  B'  en  prenant  des  distances  horizontales  BO 
et  OB'  égales  aux  distances  TB'  et  BT". 

La  plus  grande  ordonnée  de  la  corde  BB',  ordonnée  qui  correspond 
au  sommet  E',  représente  le  moment  maximum  qui  peut  se  produire 
dans  la  section  T"  ;  mais  il  est  clair  que  ce  moment  ne  se  produit  pas 
dans  la  position  BB\  mais  bien  quand  le  point  T''  se  trouve  sur  la  verti- 
cale de  E\ 

Enfin,  quand  on  donne  la  position  d'une  extrémité  B  et  de  E,  ce  qui 
correspond  au  cas  où  de  nouveaux  essieux  entrent  dans  la  travée,  on 
obtient  la  position  de  l'autre  extrémité,  en  prenant  la  distance  horizon- 
tale SB'  =  BE, 

Nous  serions  maintenant  en  mesure  de  construire  directement  les 
moments  maximums  si  le  sommet  E'  pour  lequel  ces  moments  se  pro- 
duisent était  connu.  Nous  ne  pouvons  pas  le  déterminer  a  priori.  Ce- 
pendant, dans  le  cas  d'une  charge  uniformément  répartie,  produite  par 
un  train  de  locomotives  de  poids  égaux,  ce  sommet  sera  généralement  un 
des  sommets  voisins  de  la  résultante  de  la  charge,  c'est-à-dire  de  S.  Il 
n'y  aura  d'exception  à  cette  règle  que  lorsque  la  charge  sera  inégale- 
ment répartie,  lorsque,  par  exemple,  à  une  série  d'essieux  de  locomotives 
succédera  une  série  d'essieux  de  wagons  moins  chargés  ;  il  serait  alors 
possible  que  les  plus  lourds  essieux  de  locomotives  se  maintinssent  plus 
longtemps  que  la  verticale  de  la  résultante  sur  l'ordonnée  du  moment 
maximum.  Car  tant  que  la  charge  est  uniforme,  tous  les  côtés  qui  se 
trouvent  compris  entre  les  mêmes  essieux  des  différentes  locomotives 
enveloppent  des  paraboles,  et  le  polygone  se  rapproche  alors  de  la  forme 
parabolique;  dans  ce  cas,  l'angle  E'  du  polygone  voisin  de  la  résul- 
tante S,  contiendra  toujours  les  directions  (mais  non  la  position)  des  tan- 
gentes moyennes,  et  par  suite  aussi  les  directions  des  cordes  qui  leur 
sont  parallèles  et  par  rapport  auxquelles  les  moments  sont  pris;  le  som- 
met E'  détermine  par  suite  la  position  de  l'ordonnée  maxima.  Si,  au 
contraire,  la  charge  est  inégalement  répartie,  le  polygone  correspondant 
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paraîtra  déplacé  par  rapport  à  une  parabole  inscrite  dans  Tangle  des 
c6tés  extrêmes.  La  moitié  correspondante  à  la  charge  la  plus  faible  sera 
plus  déprimée  que  la  parabole,  et  la  moitié  correspondante  h  la  charge 
la  plus  forte,  plus  renflée.  Par  suite,  la  parabole  et  le  polygone  se  cou- 
pent et  leurs  sommets  sont  éloignés  Tun  de  l'autre.  Le  sommet  de  la  para- 
bole étant  sur  la  verticale  de  la  résultante  des  charges,  et  celui  du  poly- 
gone correspondant  à  l'ordonnée  maxima,  il  est  donc  possible  que  le 
sommet  correspondant  au  moment  maximum  ne  soit  pas  le  plus  rap-^ 
proche  de  la  verticale  de  la  résultante. 

Ce  cas  ne  se  présente  du  reste  pour  aucun  des  polygones  de  la  P],  XI* 
bien  que  les  essieux  des  locomotives  soient  plus  chargés  et  plus  rap- 
prochés que  ceux  des  tenders  qui  les  suivent. 

Mais  si  ce  cas  se  présentait  pour  une  charge  donnéa>  le  sonomet  cor- 
respondant au  moment  maximum  ne  pourrait  être  déterminé  que  par 
tâtonnement,  ce  qui  se  fait  du  reste  si  facilement  et  si  rapidement  que 
nous  n'avons  pas  besoin  d'insister  davantage. 

Nous  pouvons  traduire  de  la  manière  suivante  en  langage  ordinaire 
les  résultats  auxquels  nous  sommes  parvenus  par  des  considérations 
graphiques  : 

Lorsqu'une  poutre  est  chargée  par  des  essieux  (charges  concentrées  sur  des 
points),  la  section  de  moment  maximum  de  la  poutre  se  trouve  toujours  sous 
un  essieu. 

En  général j  c'est  sous  l'essieu  le  plus  voisin  de  la  résultante  des  charges  que 
se  trouve  la  section  de  moment  maximum. 

Lorsque  la  charge  occupe  la  position  la  plus  défavorable,  cette  résultante 
et  cet  essieu  sont  à  égale  distance  du  milieu  de  la  poutre. 

Dans  le  cas  de  la  charge  la  plus  défavorable  pour  une  section  donnée,  wt 
essieu  se  trouve  également  sur  cette  section.  Cet  essieu  peut  être  déterminé  par 
cette  condition  que  le  train  soit  placé  de  telle  sorte  que  la  section  considérée 
et  la  direction  de  la  résultante  des  charges  soient  à  égale  distance  du  milieu 
de  la  poutre;  F  essieu  sous  lequel  se  produit  le  moment  maximum  est  celui  qui 
doit  passer  sur  la  section  donnée  pour  que  le  moment  soit  maximum  dans 
cette  section.  Il  est  bien  entendu  d'ailleurs  qu'aucun  des  essieux  ne  doit  sortir 
de  la  travée. 

Les  théorèmes  que  nous  venons  d'énoncer  peuvent  être  considérés 
comme  le  complément  de  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  86,  p.  317.  Nous 
n'avons  rien  à.  ajouter  à  ce  que  nous  avons  dit  dans  ce  numéro  au  suj^t 
du  maximum  produit  par  des  forces  agissant  en  dehors  d'une  section 
déterminée. 
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90.   POSITION  LA  PLUS  DÉFAVORABLE  d'uN  TRAIN  DE  LOCOMOTIVES 
SUR  DES  POUTRES  DE   DIFFÉRENTES  PORTÉES 


Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  représenter  la  position  la  plus 
défavorable  d'un  train  pour  différentes  portées.  C'est  ce  que  nous  avons 
fait  (PI.  XI,)  pour  de  petites  ouvertures. 

Nous  avons  tracé  plusieurs  ordonnées  r  représentant  les  moments 
maximums.  Chacune  de  ces  ordonnées  correspond  à  certaines  limites  de 
Touverture  et  détermine  Tessieu  sous   lequel  se  produit  le  moment 

maximum.  Nous  avons  figuré  par  un  trait  pointillé  -^ la 

position  du  milieu  m  de  la  travée. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  précédemment,  ce  milieu  est  toujours 
situé  à  égale  distance  de  Tessieu  r  et  de  la  verticale  passant  par  Tinter- 
section  des  c6tés  du  polygone  funiculaire  correspondant  à  la  chaîne  de 
la  travée  considérée,  verticale  qui  représente  la  position  de  la  résultante 
de  cette  charge.  Quand  r  et  m  coïncident,  nous  n'avons  marqué  que  r. 
Lorsque  de  nouveaux  essieux  s'introduisent  sur  la  travée,  la  position  de 
m,  et  par  suite  aussi  celle  de  r,  change.  Par  suite,  au  moment  où  un 
nouvel  essieu  s'introduit,  une  même  travée  peut  occuper  deux  positions 
différentes,  correspondant  Tune  et  l'autre  à  un  maximum  du  moment, 
suivant  qu'on  trace  le  côté  extrême  du  polygone  funiculaire  en  tenant 
compte  de  cet  essieu  ou  en  le  laissant  de  côté,  car,  dans  ces  deux  cas,  le 
milieu  de  la  travée  occupe  des  positions  différentes. 

Il  est  clair  que  toutes  les  travées  qui  sont  plus  petites  que  le  double 
de  la  distance  de  l'essieu  considéré  à  celui  des  deux  milieux  qui  est  le 
plus  rapproché  de  cet  essieu  auront  leur  centre  sur  l'autre  milieu.  Inver- 
sement, toutes  les  travées  qui  sont  plus  grandes  que  le  double  de  la  dis- 
tance de  l'essieu  considéré  à  celui  des  deux  milieux  qui  est  le  plus 
éloigné  de  cet  essieu  auront  leur  centre  sur  l'autre  milieu.  Enfin,  les 
travées  comprises  entre  ces  deux  limites  pourront  avoir  leur  centre  soit 
sur  l'un,  soit  sur  l'autre  milieu.  Sur  la  PI.  XI,,  nous  avons  figuré,  pour  le 
cas  du  quatrième  essieu  de  la  seconde  locomotive,  les  deux  positions  de 
la  travée  moyenne  entre  les  deux  limites  dont  nous  venons  de  parler.  Si 
l'on  mesure  le  moment  maximum  correspondant  à  chacune  de  ces  deux 
positions,  on  trouve  la  même  valeur  dans  les  deux  cas,  du  moins  eu 
égard  à  la  précision  dont  la  figure  est  susceptible.  Cette  ouverture 
moyenne  peut  donc  être  considérée  comme  une  ouverture  limite,  au- 
dessous  de  laquelle  le  centre  de  la  travée  sera  pris  sur  le  milieu  le  plus 
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éloigné  de  l'essieu,  et  au-dessus  de  laquelle  le  centre  de  la  travée  sera 
pris  sur  le  milieu  le  plus  rapproché. 

En  opérant  comme  nous  venons  de  Tindiquer,  il  sera  facile  de  déter- 
miner sur  une  épure  les  différentes  positions  que  .peut  occuper  le  milieu 
d'une  travée,  suivant  son  ouverture,  et  les  limites  de  l'ouverture  aux- 
quelles correspond  chaque  milieu.  Cette  épure  peut  ôtre  utile  dans  le  cas 
de  poutres  de  petites  portées  ayant  une  section  constante,  et  l'usage  en 
est  très  simple.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  déterminer  la 
section  à  donner  à  une  poutre  de  8  mètres  Touverture,  de  façon  qu'elle 
puisse  résister  à  la  charge  d'un  train  formé  de  locomotives  Engerth.  Sur 
la  PI.  XI,,  on  inscrira  dans  le  polygone  funiculaire  une  corde  de 
8  mètres  de  longueur  mesurée  horizontalement,  dont  le  milieu  soit  sur 
la  verticale  m  dont  les  limites  comprennent  entre  elles  l'ouverture 
de  8  mètres.  L'ordonnée  r  correspondante  est  celle  qui  passe  par  le 
sommet  2;  cette  ordonnée  représente  soit  14^,2,  soit  i",42.  Gomme  la 
distance  polaire  représente  un  bras  de  levier  de  5  mètres  ou  une  force 
de  50*,  le  moment  maximum  sera  égal  à  71.  De  ce  moment  maximum 
on  déduira  aisément  la  section  qu'il  convient  de  donner  à  la  poutre. 

Si  l'on  mène  par  le  pôle  du  polygone  des  forces  une  parallèle  à  la 
corde  de  8  mètres  (cette  corde  est  la  ligne  qui  ferme  le  polygone  funicu- 
laire), cette  parallèle  partage  la  charge  totale  1234  en  deux  segments 

1  1 

de  22*  -r  et  25*  j,  qui  représentent  les  réactions  des  appuis. 
4  4 

Fréquemment  on  compare  le  moment  maximum  à  celui  d'une  poutre 

uniformément  chargée  ;  on  opère  ainsi  surtout  pour  déterminer  facilement 

1 
ce  moment  par  la  formule  r/>r.  Lorsqu'on  emploie  les  procédés  graphi- 

z 

ques,  cette  comparaison  devient  inutile,  parce  qu'il  est  bien  plus  rapide 
de  construire  ce  moment  que  de  le  calculer.  Nous  avons  cependant  re- 
présenté cette  comparaison  sur  la  PI.  XI,.  Comme  la  parabole  est, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  au  n*  79,  p.  284,  la  courbe  de  la  chaîne  uniforme, 
et  que,  dans  la  parabole,  la  sous-tangente  est  égale  au  double  de  l'ab- 
scisse, on  obtient  facilement  la  direction  des  tangentes  pp  d'une  parabole 
sous-tendue  par  une  corde  dont  la  projection  horizontale  est  égale  à 
8  mètres,  et  dont  l'ordonnée  maximum  est  égale  à  l'ordonnée  du  som- 
met 2  du  polygone.  Il  suffit  d'élever,  sur  le  milieu  m  de  la  portée  de 
8  mètres,  une  verticale  ayant  le  double  de  cette  ordonnée  pour  longueur, 
et  de  joindre  l'extrémité  de  cette  ordonnée  aux  deux  extrémités  de  la 
corde  par  les  lignes  pp.  Si  l'on  mène  par  le  pôle  du  polygone  des  forces 
deux  parallèles  à  ces  tangentes  extrêmes,  ces  parallèles.déterminent  sur 
la  verticale  des  forces  la  charge  qui ,  uniformément  répartie  sur  ces 
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8  mètras,  produirait  un  moment  maximum  égal  à  celui  que  produit  U 
locomotive.  En  augmentant  cette  charge  dans  le  rapport  de  10  à  8  ou  de 
0",05  à  0*,049  ainsi  que  nous  l'avons  indiqué  sur  la  figure,  nous  obtien- 
drons 88  tonnes  comme  charge  équivalente  pour  10  mètres.  La  charge 
uniformément  répartie  est  par  suite,  suivant  l'expression  habituellement 
employée,  de  8^,8  par  mètre  courant.  Gomme  vérification,  cette  charge 
uniformément  répartie  donne,  d'après  le  n*  85,  p.  313,  un  moment  maxi- 

1 

mum  de  -  X  8,8  X  4*  =  70,4,  alors  que  nous  avons  trouvé  71. 

Dans  les  poutres  formées  de  matériaux  lourds,  tels  que  le  fer  ou 
Tacier,  et  pour  lesquelles  chaque  section  doit  être  en  rapport  avec  les 
forces  qui  agissent  en  dehors  de  cette  section,  il  ne  suffit  plus  de  con- 
naître seulement  le  moment  maximum,  mais  il  faut  encore  le  déterminer 
pour  diverses  sections.  C'est  ce  que  nous  avons  fait  sur  la  PL  XI4,  où  les 
courbes  des  moments  ont  été  tracées  au  moyen  des  ordonnées  de  la 
PL  XI,,  pour  des  ouvertures  de  2  à  10  mètres.  Nous  verrons,  par  les  cal- 
culs du  numéro  suivant  (dont  les  résultats  pour  les  petites  ouvertures 
de  2,  3,  4  mètres  ont  été  figurés  sur  la  PL  XI4  en  exagérant  Téchelle  des 
hauteurs),  que  Ton  ne  peut  rien  dire  de  général  sur  la  forme  de  ces 
courbes  ;  les  unes  sont  renflées  vers  le  sommet,  les  autres  sont  au  con* 
traire  aplaties. 

Dans  les  frameworks,  on  n'a  besoin  des  moments  qu'aux  nœuds.  Pour 
montrer  comment  ces  moments  varient  d'un  nœud  à  l'autre,  nous  avons 
figuré  sur  la  PL  XIi  les  trajectoires  que  décrivent  les  11  nœuds  équidis- 
tants  lorsqu'on  les  fait  glisser  sur  le  polygone  correspondant  au  train  de 
locomotives. 

A  gauche  du  vingtième  essieu  nous  avons  tracé  les  lignes  brisées  que 
décrivent  les  cinq  premiers  nœuds,  et  à  droite  celles  que  décrivent  les 
cinq  derniers.  La  ligne  moyenne  est  décrite  par  le  milieu  de  la  poutre. 
La  position  de  la  poutre  est  elle-même  figurée  trois  fois. 

Les  distances  verticales  de  ces  lignes  au  polygone  funiculaire  donnent 
les  moments  pour  les  diverses  positions  du  train. 

Un  coup  d'œil  jeté  sur  cette  figure  montre  que  les  maximums  des 
moments  se  produisent  sur  l'un  des  trois  premiers  essieux  des  locomo- 
tives qui  vont  à  la  rencontre  l'une  de  l'autre,  par  suite  sur  l'un  des 
essieux  18  à  23,  parce  que  chacune  des  trajectoires  des  nœuds  est  renflée 
dans  la  partie  correspondante  à  ces  essieux.  Au  moyen  d'essais  avec  le 
compas,  on  détermine  facilement  les  moments  maximums,  que  nous 
avons  désignés  sur  chaque  trajectoire  par  la  lettre  m.  On  remarque  éga* 
lement,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  qw  les 
maximums  ne  peuvent  en  général  se  produire  que  sous  l'un  dea  esaîeux 
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les  plus  cbargés  des  locomotives.  Gomme  les  irrégularités  dans  la  cour* 
bore  des  diverses  trajectoires  diminuent  en  allant  de  la  trajectoire  d'un 
nœud  extrême  à  celle  du  nœud  central,  il  en  résulte  que  le  maximum  de 
la  distance  verticale  entre  Tune  quelconque  de  ces  trajectoires  et  le  po- 
lygone funiculaire  ne  peut  pas  correspondre  à  un  sommet  de  la  trajec- 
toire, mais  seulement  à  un  sommet  de  ce  dernier  polygone.  Gomme 
d'ailleurs  l'augmentation  du  poids  d'un  essieu  abaisse  le  sommet  corres- 
pondant du  polygone  funiculaire,  le  maximum  devra  correspondre  à  l'un 
des  essieux  les  plus  chargés. 

En  portant,  sur  une  horizontale  représentant  la  portée  de  la  poutre, 
les  maximums  trouvés  pour  chaque  nœud,  on  obtient  la  courbe  des 
moments  maximums,  qui  est  le  but  de  notre  construction. 

Afin  de  montrer  comment  les  moments  pour  une  locomotive  Bngerth 
se  modifient  dans  le  cas  d'une  locomotive  légère  pour  trains  de  voya- 
geurs, nous  avons,  sur  la  PI.  XI,,  répété  la  construction  pour  une  portée 
de  40  métras. 

D'après  le  n*  84,  p.  306,  les  polygones  de  la  PI.  XI  peuvent  aussi  servir 
à  déterminer  les  efforts  tranchants  qui  résultent  de  la  charge  acciden- 
telle. Si  l'on  considère  une  portée  dont  la  longueur  soit  égale  à  la  dis- 
tance polaire  mesurée  sur  l'échelle  des  longueurs,  c'estrà-dire  à  20  mètres 
dans  le  cas  de  la  PI.  XIi  «t  s,  et  qu'on  déplace  cette  portée  de  telle  façon 
que  le  nœud  2,  pour  lequel  on  veut  déterminer  le  maximum  de  l'effort 
tranchant,  corresponde  au  premier  essieu  du  train,  c'est-à-dire  h  l'es- 
sieu SO,  et  que  les  extrémités  soient  situées  l'une  en  y  sur  le  polygone 
funiculaire,  l'autre  en  8  sur  le  dernier  côté  de  ce  polygone,  l'ordonnée 
Sy  mesurée  à  l'échelle  des  forces  représentera  le  maximum  de  l'effort 
tranchant  que  le  passage  du  train  peut  produire  sur  le  nœud  e.  Pour  une 
portée  différente  de  la  distance  polaire,  il  faudrait  diminuer  la  force  S, 
qui  résulterait  d'une  construction  analogue,  dans  le  rapport  de  la  distance 
polaire  à  la  portée.  Les  effbrts  tranchants  sont  donc,  dans  tous  les  cas, 
proportionnels  aux  ordonnées  S. 


9i.    CALCUL   DES  MOMKNTS   DES  FORCES   PARALLÈLES. 


Comme  application  des  formules  développées  au  n"  87,  nous  allons  calculer  les 
moments  et  les  forces  que  nous  avons  <|éterminé8  graphiquement  dans  1#  pr4Qédent 
numéro.  Nous  nous  bornerons  par  suite  au  calcul  des  efforts  et  des  moments  pro- 
duits par  une  locomotive  Ëngerth  sur  des  poutre»  de  différentes  portées.  Noua 
commencerons  par  des  travées  de  faible  ouverture. 

Dani  le  eaa  dune  travée  de  1  mètre  de  portée  entre  les  points  d*applloati<ni  de« 
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réactioni  des  appuis,  on  n*a  à  considérer,  pour  déterminer  le  moment  maximum 
dans  une  section,  que  Teffet  d*un  seul  essieu  de  13  T.,  puisque  Técartement  mini- 
mum des  essieux  est  de  1*,10.  Le  moment  pour  la  section  considérée  est  donc, 
d*aprés  le  n*  86,  donné  par  Téquation 


çf.      x(l-x)    ,^      13      /l        \«  ,^ 
5P  =  — -— ^13  =  --(.-xJ.13. 


1  13 

Ce  moment  est  maximum  pour  ar  =  -,  et  sa  Taleur  est  alors  -j-  =  3,25,  le  moment 

étant  exprimé  en  tonnes  et  en  mètres.  Bn  portant,  au-dessus  de  chaque  section  x, 
oe  moment  comme  ordonnée,  on  obtient  une  parabole  dont  le  sommet  correspond 
au  milieu  de  la  portée.  Nous  avons  d^à  tu  ce  résultat  au  n*  86,  p.  316. 

Si  maintenant  nous  considérons  une  ouverture  de  2  mètres,  la  poutre  pourra  être 
chargée  à  la  fois  de  deux  essieux  écartés  de  1*,10;  il  suffira  pour  cela  que  Tun  des 
deux  essieux  soit  distant  de  plus  de  0",10  du  milieu  de  la  travée.  Ainsi,  tant  que  x 
est  compris  entre  0"  et  0*^90,  la  poutre  est  chargée  de  deux  essieux  placés  Tun  en  x, 
Tautre  en  x  -f  1*»10,  et,  pour  x  compris  entre  0",90  et  l'^OO,  la  poutre  n^est  chargée 
que  d*un  seul  essieu.  Les  moments,  dans  ces  deux  cas,  sont: 

$Pj['*  =  1.13{2-«  +  2  —  x  — 1,1)  x  =  13(1,45 -x)x  =  6,8331  — 13(0,725  — x)«, 
$i^=j.l3(2      x)x  =  6.5  — 6,5(1 -x)*. 

Il  résulte  de  ces  équations  que  le  moment  commence  par  croître  jusqu^à  Tabscisse 
X  =  0,725,  qui  correspond  au  sommet  de  la  parabole  représentant  les  moments 
entre  0  et  0,9  et  que  le  moment,  en  ce  point,  est  6,8331.  Le  moment  décroît  ensmte 
Jusqu*à  Tabscisse  0,9  pour  laquelle  les  deux  équations  donnent  la  même  valeur  du 
moment,  soit  6,435,  et  il  augmente  de  nouveau  Jusqii*au  milieu  de  la  poutre.  Sa 
valeur,  en  ce  dernier  point,  est  6,5. 

Nous  avons  représenté,  sur  la  PI.  XI4,  cette  disposition  particulière  au  moyen 
des  paraboles  correspondant  aux  équations  ci-dessus,  et  en  exagérant  Téchelle  des 
moments.  On  voit  que,  dan»  le  cas  qui  vient  d*étre  examiné,  le  moment  maximum 
ne  correspond  pas  au  milieu,  mais  à  Tabscisse  0,725.  En  employant  l'échelle  des 
moments  dont  nous  nous  sommes  servis  dans  les  précédents  numéros,  la  déforma- 
tion de  la  courbe  ne  serait  pas  sensible;  toutefois,  pour  les  petites  portées,  les 
courbes  des  moments  ont  plutôt  l'apparence  de  segments  de  cercles  que  de  seg- 
ments de  paraboles. 

En  procédant  d'une  manière  analogue,  on  obtient  les  équations  des  moments 
pour  une  portée  de  3  mètres,  savoir  : 

$BÎ''  =  5 .  13^-x+3-x-l,l  +  3-x-2,2)x=13(l,9-x)x=ll,7325-13(0,95-x)«, 

?M=5  •  13{3-x+3-x-l,l)  x=  1 .  13(2,45-x)x=13,0054-| .  13(l,225-x)», 

^M=5-13[(x-l,l)(3-x)  +  (3-x)x-h(3-x-l,l)x]  =  13(-x«  +  3x-l,l) 
=  14,95-13  a,5-x)». 
On  obtient  pour  les  limites  x  =  0,8  et  x  =  1,1 

%ji=UM     et     îp,.t  =  12,87. 

Cette  portée  de  3  mètres  n*ofnre  rien  de  particulier.  La  portée  de  4  mètres  est  au 
contraire  intéressante  à  considérer.  Pour  x  compris  entre  1,1  et  1,7,  les 
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peayent  être  di8|[>06é8  de  deux  manières  différentes^  savoir  : 

des  essieux  de  13^  en  (x  —  l^l),  x,  et  x  + 1^1,  et  un  essieu  de  8^,5  en  x  +  2,3; 
ou  bien 

des  essieux  de  13t  en  x,  x  +  l»!  et  x  +  2,2, 

Au  commencement,  c^est  la  première  disposition  qui  donne  les  plus  grands  mo- 
ments, et  ensuite  la  seconde.  Pour  déterminer  la  limite  entre  les  deux  dispositions, 
il  fkut  chercher  la  valeur  de  x  pour  laquelle  les  moments  correspondants  sont 
égaux,  et  on  trouve  x  =  1^2168.  Cette  abscisse  est  celle  du  point  d*intersection  des 
paraboles  qui  correspondent  aux  deux  modes  de  charge  indiqués.  Les  équations  des 
moments  seront^  en  ayant  égard  à  cette  particularité  : 

^J^    =l[(4-.ar+2,9-x-f  1,8-x)  13+(0,6-x)8,5]  x  =  j(118;8-47,5x)x 

=  18,383-11,876(1,244— x)«; 
^0?**=!  •  13(2,9-x)x=20,499— 9,75(l,45-x)«; 

^J^,,  =  i[13(x-l,l)(4-x)  +  13(4-x)x+13(2,9-x)x  +  8,5(l,7-x)x] 

=i  (-57,2+  170,45x— 47,5x«)=23,928-ll,875(l,794-x)«; 
4 

^J^^     =j.l3[(x-l,l)(4-x)-t-(4-x)«+(2,9-x)x]=j.l3(-4,4+12x-3x«) 
=24,7-9,75(2-x)«. 

Ces  équations  donnent  deux  à  deux  les  mêmes  valeurs  pour  les  limites  des 
abscissest  savoir: 

pour  x  =  0,6,  $==13,456, 

X  =  1,2168,  ÎP  =  19,969, 

ar  =  l,7,  ÎP  =  23,823, 

x  =  2,  ÎP  =  24,7. 

Nous  avons  aussi  représenté  ces  paraboles  PL  XI4;  il  résulte  de  la  comparaison 
de  ces  courbes  qu*il  n*7  a  pas  de  règle  générale  pour  la  disposition  qu^affectent  les 
courbes  des  moments.  Dans  le  cas  de  travées  assez  petites  pour  ne  comporter  qu*un 
seul  essieu,  comme  dans  la  travée  de  1  mètre,  la  courbe  de  moment  maximum  est 
one  courbe  parabolique  régulière,  tandis  que,  pour  une  portée  de  2  mètres,  la 
partie  supérieure  de  la  courbe  des  moments  est  déprimée  dans  Tespace  auquel  ne 
correspond  qu'une  seule  charge  d'essieu.  Au  contraire,  dans  le  cas  d'une  portée  de 

3  mètree,  la  courbe  est  exhaussée;  il  n'y  a  jamais  que  trois  essieux  à  la  fois  sur  la 
poutre,  mais  dans  la  partie  médiane,  ce  sont  les  essieux  les  plus  lourds,  et  de  U  le 
relèvement  de  la  courbe  au  milieu.  Il  y  a  en  outre,  dans  les  parties  rentrantes 
formées  par  les  paraboles,  des  points  correspondants  à  des  minimums  relatilii  des 
moments,  et  d'autres  correspondants  à  des  maximums  relatife.  Avec  une  portée  de 

4  mètres,  ces  irrégularités  commencent  à  devenir  peu  apparentes  sur  la  figure,  et, 
pour  des  portées  plus  considérables,  on  ne  peut  les  distinguer  que  par  le  calcul. 

Pour  terminer,  nous  calculerons  encore  les  moments  correspondants  aux  nœuds 
d'une  frame  d'une  portée  de  40  mètres,  moments  que  nous  avons  déterminés  gra- 
phiquement (PL  XI,).  Dans  cette  détermination,  nous  nous  sommes  servis  du  com- 
pas pour  rechercher  sous  quel  essieu  se  produit  le  moment  maximum.  L'emploi  du 
calcul  permet  de  déterminer,  d'une  manière  assez  simple,  si  le  moment  correspon- 
dant à  un  essieu  âP^  est  un  maximum  ou  non,  sans  avoir  à  calculer  ce  moment  lui- 
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même.  Désignons  par  P|  Ift  sommd  dés  charges  dd  tous  les  essient  précéda&t 
Pesaieu  AP^  et  par  F,  la  somme  des  charges  de  tous  les  essieux  qui  suivent  ce 
dernier;  par  6,  et  b\  les  distances  de  Tessieu  AP,  aux  deux  extrémités  de  la 
poutre,  par  6j  et  b\^  b^  et  b\  les  distances  à  ces  mêmes  extrémités  de  centrés  de 
grayité  des  groupes  d'essieux  P,  et  P,.  D'après  le  n«  87,  p.  321,  le  moment  résultant 
de  ces  différentes  charges  par  rapport  à  la  section  b^,  b\  sera  : 


^  =  7  (àxh'JP,  +  V.AP,  +  bj^^ii. 


Si  maintenant  nous  faisons  avancer  tout  le  système  d'essieux  d'une  quantité  àhs 
sans  éhangér  la  position  de  la  section  considérée  b^,  h^  augmente  de  Ad,  tandis  que 
b\  et  b\,  qui  entrent  respectivement  comme  facteurs  de  AP,  et  de  P,,  dinûnuent 
de  cette  même  quantité  A6.  On  a  par  suite  : 

/A^ 

-^=6'A-«AP,  +  P8). 

Si,  au  contraire,  on  fait  reculer  tout  le  système  de  A6,  6,  et  6,,  qui  sont  facteun^ 
de  P)  et  de  AP,  diminuent,  tandis  que  b'i  augmente  de  Al.  On  a  donc  ausai  : 

-i::^-»'^,-fAp,)+6,P,. 

Si  U  ttidiiiéiit  $  est  un  malimum,  il  devra  diminuer  dans  chacun  des  mouve- 
ments considérés,  et  par  suite  les  deux  différences  de  moments  doivent  être  néga- 
tives, ce  que  l'on  peut  exprimer  par  les  inégalités 

Pi  +'aPj  ^b^^       Pj 


p,  b\  ^  AP,  +  P, 

En  général,  la  règle  à  calcul  suffira  pour  vérifier  ces  inégalités.  On  n'a  qu'à 
mettre  en  regard  l'un  de  l'autre  les  nombres  6,  et  6',^  le  premier  sur  la  règle,  le 
second  sur  la  réglette;  la  distance  entre  le  nombre  Pj  lu  sur  la  règle  et  le  nombre 
P,  lu  sur  la  réglette  devra  être  plus  petite  que  AP, ,  ce  qu'un  simple  coup-d'œil 
permet  de  constater.  Si  cette  distance  est  plus  grande  que  AP„  il  faut  faire  avancer 
tout  U  système  vers  celle  des  charges  Pj  et  P3  qui  est  la  plus  petite. 

Le  maximum  ainsi  déterminé  n'est  pas  un  maximum  absolu,  et  plusieurs  essieux 
ooneécotife  peuvent  satisfktre  à  la  condition  résultant  des  inégalités  ci-deestis.  Dans 
œ  OM,  la  direction  des  côtés  du  polygone  funiculaire  et  celle  des  côtés  du  contour 
du  nonMl  considéré  (PI.  Xl^)  sont  sensibletnent  parallèles  en  passant  d*un  essieu  à 
l^antre^  de  telle  sorte  que  la  distance  verticale  comprise  entre  ces  deux  polygones 
diAinae  en  allant  de  chacun  des  deux  essieux  vers  le  sommet  du  polygone  du 
noMid  qu'ila  comprennent  entré  eux»  et  qui  correspond  à  im  minimum  du  moment 
Lorsque  cette  circonstance  se  présente,  il  est  nécessaire  de  calculer  les  moments 
pour  les  deux  positions  de  la  charge  et  de  prendre  le  plus  grand  de  ces  moments. 
Quant  aux  minima  des  moments,  nous  ne  nous  en  occuperons  pas,  parce  qu'ils  sont 
sans  utilité.  Nous  ferons  seulement  remarquer  la  dualité  qui  existe  entre  les 
maxima  et  les  minima  des  moments  :  les  premiers  correspondent  aux  sommets  du 
polygone  fnnieulalre,  les  seconds  aux  sommets  de  chaque  polygone  des  nœuds. 

Après  avoir  déterminé  quels  sont  les  e«sieux  sous  lesquels  se  produisent  les  mo- 
ments maxima,  il  faut  déterminer  la  valeur  de  ces  moments.  Pour  cela,  il  convient 
de  calculer  les  moments  de  tous  les  essieui  d'un  train  par  rapport  &  un  certain 
point,  par  exemple  par  rapport  au  premier  essieu,  et  en  même  temps  de  Aure  la 
•oBiflM  4ee  poids  et  des  moments  des  essieux.  C^est  ce  que  nous  avons  feit  pour  b 
table  oi^pNé»  La  1«"  oolonne  de  cette  table  contient  les  numéros  d^ordre  des  é^- 
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POIOS   ET   MOIIENTS  PRODUITS   PAR    UN   THAIN    DE   LOCOMOTIVES  ENGBRTH. 
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sienx;  la  2*«  leurs  abscisses;  la  3«,  leurs  poids;  la  4%  les  poids  cumulés  à  partir  du 
premier  essieu;  la  S»*,  les  moments  des  différents  essieux;  la  6%  les  moments  des 
groupes  d^essieux  à  partir  du  premier.  La  somme  des  poids  et  des  moments  d'an 
nombre  quelconque  d'essieux  consécutifs  par  rapport  au  premier  essieu  s^obtient 
simplement  en  prenant  la  différence  des  sommes  correspondantes  au  dernier  essieu 
de  la  série  inclusivement  et  au  premier  essieu  exclusivement.  Le  moment  des  poids 
de  ces  mêmes  essieux  par  rapport  à  un  point  quelconque,  par  exemple  par  rapport 
au  point  dlntersection  de  deux  barres  du  firame,  est  égal  au  moment  de  ces  essieux 
par  rapport  au  premier  (moment  dont  la  valeur  absolue  est  donnée  par  la  table), 
augmenté  du  moment  des  poids  de  ces  essieux  supposés  appliqués  au  premier,  et 
en  ayant  égard  aux  signes  de  ces  deux  moments.  On  voit  par  suite  que  cette  table 
peut,  dans  les  calculs,  remplacer  le  polygone  funiculaire.  Les  calculs,  pour  la  portée 
de  40  mètres  de  la  PI.  XI|,  s'effectuent  de  la  manière  suivante.  Le  premier  nœud 
divise  la  portée  en  deux  segments  de  3*,33  et  36*,66  de  longueur.  Il  est  clair  qu^un 
moment  maximum  ne  peut  se  produire  en  ce  nœud  qu^au  moyen  d'un  essieu  de  la 
locomotive  marchant  en  avant,  car  si  ron  plaçait  sur  ce  nœud  un  essieu  du  teain 
marchant  en  arrière,  aucun  essieu  de  Tautre  train  ne  pourrait  se  trouver  dans 
rétendue  du  segment  3,33,  et  comme  les  essieux  de  la  deuxième  locomotive  mar- 
chant en  arrière  sont  en  moyenne  plus  éloignés  de  ceux  de  la  première  locomotive 
marchant  aussi  en  arrière  que  ceux-ci  ne  le  sont  de  la  première  locomotive  mur- 
chant  en  avant,  la  travée  serait  moins  chargée.  Nous  plaçons  donc  sur  le  nœud  3,33 
la  première  locomotive  du  train  marchant  en  avant  Pour  b  =  2,2,  la  table  donne 
P  =  39T;  par  suite  Pi  =  26  et  APs=13.  Le  premier  essieu  du  train  marchant  en 
arrière  a  pour  abscisse  â,33  +  5  =  8,33;  par  suite,  il  y  a  encore  sur  la  travée  une 
longueur  de  ce  train  égale  à  31",66.  Pour  b  =27,1,  la  table  donne  Pt  =  168T.  En 
mettant  en  regard,  sur  la  règle  à  calcul,  les  nombres  3,33  et  36,66^  ou  1  et  1,1,  on 
voit  que  la  distance  entre  les  nombres  26  et  168  est  pkis  grande  que  13,  de  sorte  que 
la  position  considérée  ne  correspond  pas  à  un  maximum. 

Nous  faisons  avancer  le  train  d'un  essieu  ;  la  longueur  du  train  avant  est  4,433, 
et  Pj  =  47,5  —  26  =  21,5;  celle  du  train  arrière  est  30,566  et  P,  =  168  + 13  =  181; 
ÀPt  est  toujours  égal  à  13  tonnes.  On  n'a  pas  à  changer  la  position  relative  de  la 
règle  et  de  la  réglette,  le  nœud  considéré  étant  le  même.  Un  simple  coup  d'ceil 
montre  que  la  position  de  la  charge  ne  correspond  pas  à  un  maximum.  Nous  faisons 
de  nouveau  avancer  le  train  d'un  essieu;  la  longueur  du  train  avant  est  5,533;  celle 
du  train  arrière,  29,466;  P,  =  47,5  —  39  =  8,5;  P,  =  168  -h  26  =  IW.  On  voit  immé- 
diatement, sur  la  règle  à  calcul,  que  cette  position  de  la  charge  donne  le  maximum 
cherché.  La  valeur  de  ce  maximum  est  : 

îPi  =  §  [5.533  X  21,5  -  (71,8  --  14,3)] 

+  ^  [35,566  -h  34,466) .  13  +  29,466  x  168  —  2146,65]  =  365,9. 

Dans  cette  équation ,  (35,566  +  34,446)  •  13  représente  les  moments  des  deux 
essieux  que  nous  avons  fait  avancer;  5,533 x  21,5  et  29,466  x  168,  les  moments  des 
charges  concentrées  sur  le  premier  essieu.  De  ces  moments,  nous  avons  retranché 
les  moments  par  rapport  au  premier  essieu  que  donne  la  table. 

Pour  le  second  nœud,  auquel  correspondent  les  segments  6,66  et  33,33  de  la  travée, 
on  ne  peut  pas  reconnaître  a  priori  si  le  maximum  absolu  résulte  de  l'un  des  t^is 
essieux  du  train  avant  ou  de  ceux  du  train  arrière;  il  est  par  suite  nécessaire  de 
faire  les  essais  et  les  calculs  pour  les  deux  cas.  Pour  le  train  avant,  le  deuxième 
essieu  doit  être  placé  sur  la  section  considérée,  et  on  obtient  un  moment  maximum 
de  588,4.  Les  essieux  du  train  arrière  donnent  un  moment  plus  grand.  Nous  indi- 
quons, sous  la  forme  abrégée  ci-après,  les  résultats  de  ces  essais. 
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Train  nvanU 

Train  artière. 

Longneor. 

Poids  P|. 

APs* 

LoDgoeor. 

Poids  P3. 

1,66 

26          =26 

13 

33,33 

194    —13  =  181 

0,56 

13  +  13  =  «6 

13 

34,43 

207     -26  =  181 

— 

0  +  26  =  26 

13 

35,53 

215,5  —  39  =  176 

Râgle  à  calcul  : 

. 

, 

6,66        1 

26 

• 

33,33       5 

176,5       181 

39. 

Comme,  dans  ce  cas,  Pg  est  toigoars  compris  sur  la  règle  à  calcul  entre  P|  =  26 
et  Pi  +  àPf  =:  39,  les  trois  positions  considérées  de  la  charge  offrent  toutes  le  ca- 
ractère d'un  moment  maximum.  Nous  rencontrons  ainsi  la  circonstance  indiquée 
plus  haut;  le  polygone  funiculaire  est  sensiblement  parallèle,  dans  le  voisinage  du 
moment  maximum,  au  polygone  du  nœud,  et,  dans  cette  partie,  les  côtés  du  po- 
lygone funiculaire  qui  partent  de  chaque  sommet  de  ce  polygone  convergent  vers 
le  côté  du  polygone  du  nœud  situé  au-dessus  de  ce  sommet  (voir  PL  Xl|). 

Dans  ce  cas,  il  est  nécessaire  de  calculer  les  trois  moments.  Pour  la  1^*  et  la 
2"  position  des  essieux,  les  moments  sont  604,0  et  608,2;  mais  le  maximum  a  lieu 
pour  la  3*  position,  savoir  : 

îP,  =  I  (4,46  +  5,566)  X  13 

-f  \  [35,533(215,5  -  26)  -  (3728,95  — 14,3)]  =  611,8. 
o 

Pour  le  3*  nœud  dont  les  segments  sont  10  et  30,  on  est  aussi  obligé  de  calculer 
le  maximum  pour  les  premiers  essieux  du  train  avant  et  du  train  arrière.  Dans  le 
cas  du  train  avant,  on  obtient  le  maximum  quand  le  premier  essieu  est  placé  sur 
le  nœud;  ce  maximum  est  846,30.  Le  moment  est  un  peu  plus  grand  pour  le  train 
arrière.  On  obtient  le  véritable  moment  maximum  pour  ce  dernier  train,  quand  le 
premier  essieu  est  placé  sur  le  nœud,  savoir  : 

ÎP,  =  I  (5  X  47,5  -  71,8)  +  j  (30  X 168  -  2146,66)  =  847,6. 

En  plaçant  le  3*  essieu  du  train  arrière  sur  le  4*  nœud,  auquel  correspondent  les 
segments  13,33  et  26,66,  le  moment  est  égal  à  1011,65.  C*est  le  2*  essieu  de  ce  train 
qui  donne  le  moment  maximum,  savoir  : 

ÎP^  =  I  (12,23  X 13  +  7,23  X  56 -1121,95) 
+  r  [«7,76(168  — 13)  —  2146,66]  =  1013,8. 

Pour  le  5*  nœud  dont  les  segments  sont  16,66  et  23,33,  on  obtient  le  moment  maxi- 
mum quand  le  2*  essieu  du  train  avant  est  placé  sur  le  nœud  ;  ce  moment  est  : 

+  ^  (22;83  X 13  + 17,23  X 112  -  837,5)=  1113,2. 

En  plaçant  sur  le  5"  nœud  le  3*  essieu  du  train  arrière,  on  n'obtient,  pour  le 
moment,  que  1093,6. 
Quant  au  nœud  du  milieu,  il  est  évidemment  indifférent  de  le  charger  avec  le 
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1*'  essieu  du  train  avaat  ou  avec  celui  du  train  arrière.  Sa  prenaat  le  1*'  essieu  du 
train  avant,  on  obtient  pour  le  moment  maximum  : 

5P«  5=*  g  [20  X 112  -  83T^  +  15  X  103,5  -  697^25]  :=!  11£8,88. 

Nous  terminerons  ces  calculs  par  une  comparaison  des  résultats  obtenu3  avec 
ceux  que  donne  la  construction  graphique  et  avec  ceux  qui  sont  représentés  par 
deux  paraboles  correspondant,  la  1'"  à  une  surcharge  unift>rme  de  5^,644  par  mètre 
courant;  la  2«  à  une  surcharge  uniforme  de  56^  :  10,6  =  5^,283.  La  l''  surcharge 
est  celle  qui  produit  le  même  moment  maximum,  au  miliau  de  la  poutre,  que  les 
trains  de  locomotives;  la  â^  résulte  de  la  répartition  uniforme  du  poid«  des  loco- 
n^otivee  sur  la  longueur  dç  la  travéç.  Ces  paraboles  sç  calculant  simplement  d'après 

la  dentier*  formulA  du  n*  87,  p.  828,  an  faisant  P a  ->. 

Le  tableau  «uivant  résume  œe  résultats  at  Dût  ressortir  1^  ^ïïér^ncw  ay^c  les 
moments  calculée  : 
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—  35 

3 

847,6 

853 

+    5 

846,7 

—    1 

792,5 

—  55 

4 

lÛi3^ 

i013 

-    i 

i003,5 

^  10 

939,2 

—  74 

5 

ilt3,i 

U90 

•f    1 

1007,5 

—  16 

1027,3 

^ftS 

ê 

14tt^ 

ii48 

+  44 

1128,88 

0 

1066,6 

—  72 

En  examinant  de  près  ces  résultats^  on  voit  qu*une  irrégularité  se  produit  pour 
le  nœud  n*  2,  irrégularité  qui  ne  peut  s'expliquer  que  par  cette  circonstance  que  ce 
fUBVÂ  coffpÊponâ  à  lin  de  cas  points  de  moment  minimum,  que  nous  avons  fait 
reesertjr  sur  la  PI-  XI^  en  exagérant  réehelle  des  moments.  Il  est  seulement  remar^ 
quable  que  Tépure  des  moments  n'indique  pas  oette  irrégularité. 

En  faisant  abstraction  de  cette  circonstance  particulière  et  en  tenant  compte  de 

la  petitesse  de  l'échelle  adoptée  pour  la  PI.  XI| ,  échelle  d'après  laquelle  ^  de  milli- 
mètre représente  un  oioment  4e  6T'<*,66,  on  peat  dire  que  la  construction  graphique 
donne  les  mêmes  résultats  que  le  calcul.  Ordinairement,  on  emploie,  pour  construire 
les  polygones,  une  échelle  cinq  ou  six  fois  plus  grande  que  celle  de  U  /Ig,  1,  0t  on 
obtient  alors  une  exactitude  bien  suâUsante  pour  les  besoins  de  la  pratique,  Um 
calculs  fastidieux,  que  nous  avons  indiqués  plus  haut,  sont  donc  pratiquement  tout 
à  fait  inutiles. 

On  voit  aussi  que,  ^ur  une  travée  de  40  mètres,  il  n*eit  nullement  permis  de 
considérer  les  poids  des  différents  essieux  comme  uniformément  répartis  sur  la 
longueur  de  la  poutre;  on  obtient  ainsi  des  moments  trop  petits,  et  les  erreurs  sont 
considérables. 

Au  contraire»  on  ne  4MHnmet  pas  de  bien  grandes  erreurs  qnand  on  oaleule  les 
moments  comme  si  la  charge  était  uniformément  répartie,  en  prenant  oetta  eharge 
de  £ftQQn  qua  la  moment  an  wHbv^  46  1»  pomtni  soit  anaot  Td«tefeU  1»  coaatrsc- 
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lion  graphique  est  préférable  à  ce  mode  de  calcul,  notamment  parce  qu'elle  donne 
des  résultats  trop  forts,  tandis  que  le  calcul  donne  des  résultats  trop  faibles. 

Nous  B*avon8  pas  besoin  de  otdouler  le  maximum  des  efforts  tranohants  corres- 
pondants, pour  une  section  déterminée,  à  ujie  supplwge  située  d*i|n  même  qôté  de 
la  section.  P'après  le  n*  84i  p-  306,  css  efforts  sont  ppQportipnnQls  ^  ^» 


92.  EFFET  DE  LA  RÉUNION  DE  LA  CHARGE  RÉSULTANT  DU  POIDS  PROPRE 

ET  DE  LA  SURCHARGE  ACCIDENTELLE 

Jusqu'à  présent,  pour  déterminer,  soit  graphiquement,  soit  analy  tique- 
ment,  les  forces  agissant  en  dehors  d'une  section,  nous  avons  disposé 
librement  des  charges,  et,  pour  obtenir  les  charges  les  plus  défavorables, 
nous  avons  considéré  des  portions  de  poutre  complètement  chargées  et 
d'autres  complètement  déchargées.  Mais,  dans  la  réalité,  il  n'y  a  jamais 
aucune  partie  de  poutre  sans  charge,  puisque  chaque  élément  de  la  con- 
struction doit  supporter  au  moins  son  poids  propre.  Par  suite,  les  dépla- 
cements de  la  charge  que  nous  avons  considérés  dans  les  numéros  pré- 
cédents se  rapportent  uniquement  à  la  surcharge  accidentelle. 

Dans  la  pratique,  il  convient  de  séparer  entièrement  Tune  de  l'autre 
les  deux  natures  de  charges ,  savoir  :  la  charge  provenant  du  poids 
propre  et  la  surcharge.  Pour  déterminer  les  forces  résultant  de  la  pre- 
mière charge,  la  méthode  la  plus  simple  est  celle  que  nous  avons 
exposée  au  n*  82  (PL  X),  tandis  que  pour  la  surcharge,  il  convient  d'em- 
ployer la  méthodQ  indiquée  dans  le  n*  90  (PI.  XI).  Cela  fait,  on  n'a  qu'à 
composer  ensemble  les  forces  déterminées  par  ces  deux  méthodes  diffé- 
rentes. Beaucoup  d'ingénieurs  poussent  la  séparation  plus  loin  encore, 
et  déterminent  les  efforts  ^  (tensions  ou  compressions)  qui  se  produi- 
sent dans  une  section  déterminée,  en  ajoutant  aux  efforts  p,  produits  par 
la  surcharge  les  efforts  p,  résultant  du  poids  propre. 

Dans  certains  cas,  il  est  utile  de  connaître  l'effet  résultant  de  la  réu- 
nion des  deux  charges,  par  exemple  lorsqu'on  veut  rechercher,  dans  un 
fi*anie,  jusqu'à  quel  panneau  il  est  nécessaire  d'employer  des  barres 
croisées;  il  en  est  de  même  pour  les  poutres  du  système  Schwedler  (*), 

■    I  ■'■         ■■■        m  w  li  i     m  m  >    m"       i  ■■         .  .  (  *.iji        ■■'■    >mm    m  ■  ■■■» 

(*)  On  1S70,  tf.  Schwedler^  désirant  éviter  Tinconvénient  dds  «h^ng^mBntii  â»  boq» 
dans  les  efforts  auxquels  sont  soumises  les  barres  des  poutres  continues,  renoQça  à 
ce  dernier  système  et  imagina  une  forme  de  poutre  composée  d^un  longeron  infé- 
rieur horizoptal  et  d'un  longeron  supérieur  formé  d'une  partie  centrale  j^orizontale 
ppglongé^  par  des  arcs  d'hyperbole  Les  deux  longerons  sont  réunis  par  un  treillis 
formé  de  montants  et  de  barres  inclinées.  Mais  ce  systèmo  ne  répondit  pas  complè- 
tement aux  vues  de  M.  Schwedler,  qui  Tabeuidonna  et  adopta,  pour  les  grandes 
krmm  Û9»  ponts  qu'il  a  construit^B  féç$mmani  sur  r^lbe  et  sur  la  Vistula,  une 
forme  elliptique.  Ces  systèmes  seront  étudiés  àtm»  le  seoOAd  vplam^. 
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qui  n'exigent  pas  des  barres  croisées  dans  les  panneaux  extrêmes.  On 
peut  déterminer  de  la  manière  suivante  Teffet  de  la  réunion  du  poids 
propre  et  de  la  charge  accidentelle. 
Nous  construisons  d'abord  [fig.  155),  au  moyen  du  polygone  des 


Fig.  155. 
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forces  dont  le  pôle  est  en  B  et  dont  la  distance  polaire  est  A,  le  polygone 
funiculaire  correspondantau  poids  propre.  Ce  polygone  est  représenté  sur 
la  figure  par  un  trait  de  force.  Puis  nous  portons  au-dessus  de  AB  les 
moments  maximums  résultant  de  la  charge  accidentelle,  que  Ton  ob- 
tient par  une  construction  semblable  à  celle  que  nous  avons  exposée  au 
n*  90  (PI.  XI,),  en  ayant  soin  de  réduire  ces  moments  à  Téchelle  de  la 
fig.  155,  d'après  le  procédé  indiqué  (p.  10),  fig,  15.  On  obtient  ainsi  la 
courbe  de  la  charge  accidentelle;  en  ajoutant  les  ordonnées  de  cette 
courbe  à  celles  du  poids  propre,  on  obtient  la  courbe  correspondante  à 
la  charge  totale.  Ces  trois  courbes  font  connaître,  pour  une  section  quel- 
conque, les  moments  maximums  $p,  $«  et  $<,  divisés  par  la 'distance 
polaire  h.  Dans  le  cas  d'une  poutre  de  hauteur  constante  h,  ces  ordon- 
nées ?Pp,  îp,  et  ^^  représentent,  d'après  le  n*  56  (p.  192),  les  forces  qui 
agissent  dans  les  deux  longerons.  Si  les  charges  sont  uniformément  ré- 
parties, comme  on  l'a  supposé  dans  la  fig,  155,  les  trois  courbes  sont 


p  P 
des  paraboles  dont  les  flèches  sont  respectivement  ^^ 


^et^ 


Dans  ce  cas,  il  convient  de  calculer  directement  ces  flèches  et  de  con- 
struire les  paraboles  au  moyen  des  tangentes  enveloppes,  comme  on  l'a 
indiqué  sur  le  côté  droit  de  la  figure. 
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Si  Ton  mesure  directement  sur  le  polygone  des  forces  les  efforts 
tranchants  correspondants  au  poids  propre  et  qu'on  les  porte  en  or- 
données sur  AB,  on  obtiendra  la  courbe  CMC  qui  représente  ces  efforts 
tranchants.  Dans  le  cas  où  le  poids  propre  est  uniformément  réparti, 
cette  courbe  est  une  ligne  droite  dont  les  ordonnées  aux  points  A  et  B 
sont  égales  à/>p/,  comme  Tindique  la  figure.  Ajoutons  maintenant  aux 
ordonnées  de  CMC  celles  qui  représentent  les  efforts  tranchants  j^ésul- 
tant  de  la  surcharge  ;  nous  prenons  pour  cela  ces  efforts  tranchants  sur 
la  PI.  XI|,  en  les  réduisant  d'après  le  procédé  de  la/î^.  15,  et  nous  les  ajou- 
tons aux  ordonnées  de  CMC,  en  commençant  une  fois  par  la  gauche  et 
une  autre  fois  par  la  droite.  On  obtient  ainsi  les  courbes  CD  et  G"D'  du 
maximum  des  efforts  tranchants.  Les  ordonnées  de  ces  deux  courbes 
par  rapport  à  AB  donnent  les  maxima  S  et  S'  des  efforts  tranchants  des 
différentes  sections  de  la  poutre  pour  un  train  marchant  dans  un  sens  ou 
dans  Tautre.  Ces  deux  courbes  rencontrent  la  droite  AB  aux  points  E  et 
ET.  Entre  ces  deux  points,  les  efforts  tranchants  peuvent  ôtre  positifs, 
nuls  ou  négatifs,  tandis  qu'en  dehors  de  ces  points  les  deux  valeurs  de 
S  ont  toujours  le  même  signe.  Gomme,  en  dehors  de  ces  points,  les  S  ne 
peuvent  pas  être  nuls  en  même  temps,  ces  points  marquent,  d'après  le 
n*  85  (p.  313),  les  limites  du  déplacement  du  point  de  moment  maximum. 
Au  point  de  vue  pratique  de  la  construction,  cet  espace  EE'  représente, 
comme  nous  le  verrons  plus  tard  en  nous  occupant  des  frames,  la  partie 
d'une  poutre  à  longerons  parallèles  pour  laquelle  les  barres  du  treillis 
doivent  ôtre  en  état  de  résister  à  la  fois  à  des  tensions  et  à  des  compres- 
sions. 

Il  résulte  de  la  nature  même  des  constructions  que  les  courbes  CD  et 
CD'  sont  tangentes  à  la  fois  à  la  courbe  GG  qui  représente  les  efforts 
tranchants  résultant  du  poids  propre,  et  à  la  courbe  DD'  qui  représente 
les  efforts  tranchants  résultant  de  la  charge  totale.  Si  le  poids  propre  est 
uniformément  réparti  et  qu'ainsi  la  courbe  CMC  soit  une  ligne  droite, 
la  courbe  DD'  est  évidemment  le  polygone  funiculaire  de  la  surcharge, 
construit  avec  une  distance  polaire  égale  en  grandeur  et  en  direction  à 
GG'.  Si  en  effet  on  construit  ce  polygone  funiculaire,  les  segments  in- 
terceptés entre  ce  polygone  et  GG'  sont,  d'après  le  n*  84  (p.  306),  propor- 
tionnels aux  efforts  tranchants  résultant  de  la  surcharge  accidentelle. 
Enfin,  si  la  surcharge  est  elle-même  uniformément  répartie,  comme  on 
Ta  supposé  sur  la  fig,  155,  les  courbes  GD  et  G'D'  sont  des  paraboles  qui 
sont  tangentes  aux  droites  GG'  et  DD'  correspondantes  au  poids  propre 
et  à  la  surcharge  aux  points  de  rencontre  de  ces  droites  avec  les  verti- 
cales A  et  B,  et  dont  les  points  à  l'infini  sont  situés  sur  la  direction  des 
forces^  c'est-à-dire  des  verticales,  Le  point  de  contact  F  de  la  tangente 
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FC  parallèle  i.  AB,  point  â6  ôotitact  qui  est  le  dûiïimet  dô  là  parabole, 
puisque  la  ligne  AB  est  horizontale,  est  situé  &  F  intersection  des  droites 
AD  et  BG.  Supposons  en  etfet  un  quadrilatère  inscrit  dans  la  parabole 
aux  quatre  points  f  GDob,  et  un  second  quadrilatère  circonscrit  en  ces 
âiémes  points  :  les  deux  points  A  et  B  sont  des  sommets  du  triangle  po- 
laire de  ces  deux  quadrilatères  ;  la  droite  AB  ôst  un  côté  de  ce  trian^ 
comme  ligue  de  jonction  des  intersections  des  tangentes  en  CD  et  Feo; 
par  suite,  les  points  d*intersection  des  droites  Gq^  et  DF,  Dm  et  GF,  dia^ 
gonales  du  quadrilatère  inscrit,  sont  situés  sur  AB,  et  ne  sont  autres  dès 
lors  que  les  poibts  A  et  B  eux-mêmes.  Désignons  par  N  le  point  dMnter- 
section  de  AB  avèc  la  corde  GD,  et  par  o^i,  le  point  à  Tinfini  do  l'hori- 
«ontale  AB;  les  couples  (k^i,. AB.MN.B  forment  ube  inTolution  de 
points  conjugués  par  rapport  à  la  parabole*  Les  points  A  et  B  sont  con- 
jugués comme  sommets  â*un  triangle  polaire  ;  les  points  0  et  N  sont 
respectivement  situés  sur  des  droites  joignant  deux  points  de  la  parabole 
dont  les  tangentes  se  coupent  respectivement  en  M  et  cn,^.  Le  point  0 
étant  le  centre  de  Tinvolution,  on  a  : 

01^  =  01*. ON  =  OA.OB; 

par  suite  OB  est  la  longueur  de  la  tangente  menée  du  point  0  à  un  cercle 
décrit  sur  AB  ou  sur  MN  comme  diamètre*  et  peut  être  construit  fa* 
dlement  comme  on  Ta  indiqué  sur  la  figure.  On  a  naturellement 
MB  =:  MB'. 

Cette  construction  permet  d*obtenir  facilement  une  expression  ana* 
lytique  de  la  position  des  points  B  et  E'.  On  a  d*abord  par  construction: 

OA      OB       AB       2/ 

Pp        Pt        P*       />/ 


d^où  Ton  déduit  : 


^Mi 


OB  a*  v^OA .  OB  s*  -2^^^«^ .  2/, 

Pb 

AB«:B'B=i(v^-p,).2/, 
AB'«  BB  =  i  (/),  -  V?^)  ■  ai, 

P» 

EM==Mr=(y|-Y/&)"./. 

Nous  avons  calculé  un  certain  nombre  de  valeurs  correspondantes  de 

—  et  de  -y-  =  —  (/>p+/>i  — 2  yfplpti\  ces  valeurs  sont  données  dans  le 

Pn  f  Pb 

tableau  suivant  : 
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p* 

EM 

pp 
P» 

EM 

/ 

Pp 
P^ 

EM 

l 

0,05 

0,6417 

0,6 

0.2404 

2,5 

0,0831) 

o,io 

0,536t 

0,7 

0,2183 

3,15 

0,0718 

0,15 

0,4693 

0,8 

0,2000 

8,0 

0,06S1 

0,90 

0,4i0!i 

0,9 

0,1M7 

4,5 

0,0057 

0,25 

0,38â0 

1,0 

0,1716 

4 

0,0501 

0,90 

0,3510 

•       l.ft 

0,1504 

5 

0,046,n 

0^ 

0,dî5S 

M 

0,1339 

é 

0«0385 

0,40 

0,3033 

1,6 

0,1208 

7 

0,0334 

0,45 

0,2845 

iS 

0,1100 

8 

0,0294 

0,50 

0.2679 

2,0 

0,1010 

9 

0,0263 

On  voit,  par  ce  tableau,  que,  dans  la  pratique,  le  point  de  moment 
maximum  est  toujours  compris  entre  deux  points  situés  au  qtiart  de  la 
portée  à  partir  de  chaque  extrémité  Si^  en  eiTet,  on  suppose/)^ =0,15p«, 

ce  qui  correspond  à  une  très  petite  valeur  du  poids  mort,  on  a  EM  <  =/. 

z 

Si/>p  >â^«,  le  point  de  moment  maximum  ne  sort  pas  d'une  longueur 
égale  au  cinquième  de  la  portée  située  au  milieu  de  la  travée. 

Après  avoir  déterminé  la  grandeur  de  la  résultante  des  forces  agissant 
en  dehors  d'une  section,  en  supposant  que  la  surcharge  ne  s'étende  que 
d'un  seul  côté  de  la  section  considérée,  nous  devons  rechercher  la  posi- 
tion de  la  ligne  d'action  de  cette  résultante.  L'ordre  adopté  pour  les 
forces  étant  sans  influence  sur  le  résultat  de  la  composition,  nous  pou- 
vons conserver  le  polygone  funiculaire  correspondant  au  poids  mort, 
que  nous  avons  déjà  tracé  et  représenté  par  un  trait  de  force,  et  tracer, 
à  partir  du  point  d'intersection  K  du  dernier  côté  de  ce  po.lygone  funicu- 
laire avec  la  verticale  de  la  section  considérée,  le  polygone  funiculaire 
de  la  surcharge  accidentelle  supposée  limitée  à  cette  section  à  partir  de 
la  gauche.  Nous  avons  aussi  représenté  par  un  trait  de  force  ce  dernier 
polygone  funiculaire  KG.  11  est  clair  que,  si  Ton  tient  compte  de  la  diffé- 
rence des  échelles,  le  segment  AG  est  égal  au  segment  correspondant  de 
la  PI.  XI|.  On  n'a  par  suite  besoin  que  de  tracer  une  seule  fois  le  po- 
lygone funiculaire  de  la  surcharge,  et  on  obtient  l'extrémité  G  du  poly- 
gone funiculaire  correspondant  à  une  portion  quelconque  de  cette  sur- 
charge à  partir  de  l'extrémité  gauche  de  la  travée,  en  portant  en  AG  la 
valeur  de  S  correspondante  à  cette  surcharge.  L'intersection  I  de  la 
droite  BG,  qui  ferme  le  contour,  avec  le  côté  du  polygone  funiculaire  du 
poids  propre  correspondant  à  la  section  considérée,  c'est-à-dire,  dans  le 
cas  de  la  fig,  155,  avec  la  tangente  en  $p,  donne  un  point  de  la  résul- 
tante P  des  forces  agissant  en  dehors  de  la  section.  Ce  n'est  que  dans  le 
cas  où  la  surcharge  accidentelle  est  uniformément  répartie  que  les 
segments  compris  entre  le  côté  AK  et  la  courbe  GK  sont  égaux  aux  seg- 
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ments  compris  entre  le  polygone  A$,  de  la  surcharge  accidentelle  et 
le  côté  G$,  de  ce  polygone.  Par  suite,  c'est  dans  ce  cas  seulement  que 
la  construction  indiquée  par  H.  C.  Heuser,  dans  le  ErbkanCs  Zeitskrift 
(année  1873  p.  523),  est  exacte. 

La  position  de  cette  résultante  P  par  rapport  à  une  section  du  longe- 
ron comprimé  ou  du  longeron  tendu  dans  une  poutre  du  système  Pauli, 
ou  dans  une  poutre  à  suspension,  indique  le  sens  des  efforts  auxquels 
sont  soumis  les  étrésillons.  Dans  les  poutres  du  système  Schwedler,  le 
côté  du  longeron  comprimé  correspondant  à  la  section  K  doit  passer 
par  Tintersection  de  P  et  de  AB. 

Pour  appliquer  le  calcul  au  cas  que  nous  venons  d'examiner,  on  n*a  qu'à  écrire 
les  équations  des  moments  du  n*  86,  p.  316,  pour  le  poids  propre  et  pour  la  sur- 
charge accidentelle,  et  à  les  additionner.  Dans  le  cas  d'une  charge  uniforme,  les 
formules  de  la  page  321  donnent  immédiatement  les  forces  correspondantes  à  une 
section  ou  à  un  nœud  quelconque. 
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CHAPITRE  II 

CENTRE   DE    GRAVITÉ 


93.    DU  CENTRE   DE  GRAVITÉ   EN  GÉNÉRAL 

Gomme,  dans  tout  ce  qui  précède,  nous  n'avons  fait  aucune  hypo- 
thèse sur  le  nombre  et  Técartement  des  différentes  forces ,  nos  proposi- 
tions s'appliqueront  encore  si  nous  supposons  le  nombre  des  forces 
infiniment  grand  et  leur  écartement  infiniment  petit.  Tel  est  le  cas  de 
tous  les  corps  ou  de  toutes  les  masses  matérielles,  qui.  sous  Tinfluence 
de  Tattraction  terrestre  ou  d'autres  actions  parallèles^  déterminent  des 
pressions;  le  centre  de  ces  pressions,  de  ces  poids  ou  de  ces  forces,  s'ap- 
pelle centre  de  gravité. 

Pour  déterminer  le  centre  de  gravité,  on  suppose  le  corps  décomposé 
en  éléments  finis  ou  infiniment  petits,  dont  les  centres  de  gravité  sont 
connus  et  dont  les  poids  peuvent  être  composés  d'après  les  règles  que 
nous  avons  indiquées  précédemment. 

Il  arrive  fréquemment  qu'on  peut  grouper  les  éléments  des  corps  de 
telle  façon  que  leurs  centres  de  gravité  se  trouvent  tous  situés  dans  un 
même  plan  ou  sur  une  même  ]igne  droite  :  les  opérations  à  effectuer  se 
réduisent  alors  à  des  opérations  dans  ce  plan  ou  sur  cette  ligne.  S'agit- 
il,  par  exemple,  de  déterminer  le  centre  de  gravité  d'un  rail  de  voie 
ferrée  ou  de  toute  autre  construction  à  section  constante,  on  peut  sup- 
poser le  corps  décomposé  en  éléments  prismatiques,  dont  les  centres  de 
gravité  sont  tous  situés  dans  la  section  placée  à  égale  distance  des 
extrémités,  et  dont  les  poids  sont  proportionnels  aux  bases  des  prismes, 
c'est-à-dire  aux  surfaces  interceptées  dans  la  section  moyenne  par  ces 
éléments  prismatiques. 

Cette  section  moyenne  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  centres 
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de  gravité  de  tous  les  éléments  prismatiques  et  comme  uniformément 
chargés  par  le  poids  de  tous  les  éléments  ;  pour  obtenir  le  centre  de 
gravité,  on  décomposera  la  section  moyenne  en  surfaces  élémentaires  et 
Ton  appliquera  à  chacune  de  ces  surfaces  une  force  proportionnelle  à 
son  étendue.  C'est  dans  ce  sens  qu'il  peut  être  question  de  déterminer 
les  centres  de  gravité  de  surfaces  et  de  lignes  ;  on  les  considère  les  lieux 
des  centres  de  gravité  de  corps.  Les  lignes  et  les  surfaces  peuvent  être 
chargées,  soit  uniformément,  soit  inégalement  par  les  éléments  des  corps. 
Dans  la  détermination  des  centres  de  gravité  d'un  x^ertain  nombre  de 
lignes  ou  de  surfaces,  nous  supposerons  toujours  la  charge  uniformé- 
ment répartie. 
Dans  tout  ce  chapitre  il  ne  sera  question  que  de  forces  parallèles. 

Pour  obtenir  les  expressions  analytiques  des  coordonnées  du  centre  des  forces 
parallèles  et  du  centre  de  gravité,  prenons  un  plan  arbitraire  ^U»  Qui  soit  parallèle 
À  la  direction  des  forces.  Des  points  d^applioation  des  foroes,  abidssons  des  perpen 
diculaires  sur  ce  plan  : 

_=(aÇ4.An-|-d:  +  l)-. 
9  P 

Dans  cette  formule,  abcl  désignent  les  coordonnées  des  points  d^appHcation,  n^  le 
sinus  de  Tangle  solide,  at  p  la  fonction  du  n«  64,  p.  920»  Soit  «n  outre  P  la  gra&deur 
d*une  quelconque  des  forces  parallèles.  Le  moment  de  ces  forces,  par  rapport  au 
plan,  dans  le  sens  Indiqué  au  n*  59,  p.  200,  est  : 

^^vïi'p^y  (««+*,+<<+ 1)2:  p. 

Pour  que  ce  moment  soit  nul,  il  sulBt  que  les  coordonnées  du  plan  |iim  satiiùks* 
sent  à  la  condition 

0=z^XaP  -t-  ii26P  +  lyScP -hSP. 

Cette  équation  étant  du  l*'  degré  en  ^1,  est  oeUe  d'un  point  qui  «et  le  oeotra  dm 
forces  parallèles.  Les  coordonnées  de  ce  point  sont  : 

XflP        UF        ïcP 
£P  '        ÏP  •        IP  * 

U  est  ftU5ile  d'étendre  immédiatement  ces  formules  aui  lignes,  aux  snrthoeg  et  avi 
solides  ;  on  n'a  qu*à  remplacer  P  par  les  éléments  des  lignes  At,  les  éléments  des 
surfaces  AF  et  les  éléments  des  solides  AV  ;  puis,  passant  aux  limites,  ces  éléments 
deviennent  des  dififérentielles  et  les  sommes  des  intégrales. 

On  peut  obtenir  ainsi  Tordonnée  yt  du  centre  de  gravité  d'une  oourbe  qmeloonque 
par  rapport  à  un  plan  coordonné.  On  aura  : 


My  =  «y,  =  \ 


yds. 

L'abscisse  du  centre  de  gravité  d'une  surface  plaiM  F  est  : 

3R,  =  Fx,  =  V  V  xdxdy  =  \  xydx. 
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Il  n'est  pas  nécessaire  que,  dans  cette  formule^  Tordonnée  soie  mesurée  à  partir 
de  Taxe  des  abscisses;  y  peut  être  la  longueur  interceptée  sur  Tordonnée  par  le 
contour  de  la  courbe  (jui  limité  la  surface.  11  n'en  est  plus  de  môme  quand  on 
recherche  l'ordonnée  yc  du  centre  de  gravité.  On  a  alors  : 

a»»  =  Fyo  =  Çy  ydxdy  ={dx^ydy^^\  (y"«  -  y'^dx, 
00,  ce  qtii  revient  au  même,  pour  le  contour  entier  de  la  surface  : 


3R„iB:Pyg^|U«<to. 


Dans  le  premier  cas,  les  limites  d!x  sont  les  abscisses  des  extrémités  de  la  projec- 
tion de  la  figure  sur  Taxe  des  x.  Dans  le  second  cas,  les  limites  de  Pintégrale  ne 
diffèrent  pas  Tune  de  l'autre,  mais  à  chaque  valeur  de  x  correspondent  deux  va- 
leurs de  y;  la  série  de  l'une  de  ces  valeurs  de  y  correspond  aux  valeurs  croissantes 
de  X,  l'autre  aux  valeurs  décroissantes. 

En  multipliant  ^îy  par  Z-Ky  On  obtient  : 


gajl^ie^itf  (y''«-j^(te. 


CMt  r«zpresMion  du  tolume  engendré  par  la  rotation  de  la  figure  autour  de  Taxe 
des  X,  ainsi  que  cela  résulte  du  n'>  30,  p.  127* 

Si  Ton  remplace  les  ordonnées  parallèles  par  des  rayons  vecteurs  issus  de  l'ori- 
gine, le  moment  par  rapport  à  Taxe  des  x  sera  en  coordonnées  cartésiennes  : 


aWy  =a  Fy«  xa  -  \  y[xdy  —  ydx). 


L'intégrale  doit  être  prise  pour  le  contour  entier.  Mais  cette  expression  n'a  pas 
grande  utilité;  cette  méthode  n'est  pratique  qu'en  coordonnées  polaires.  Dans  ce 
cas,  Texpression  du  moment  par  rapport  à  une  droite  9  =  a  est  : 


3K, 


1   /» 

=  -  \  r*  sin  (ç  —  a)rfç. 


Lefl  formules  pour  la  détermination  des  moments  des  volumes  ne  diffèrent  de 
oeUes  que  nous  venons  d'indiquer  que  par  le  remplacement  de  Pordonnée  y  par 
Taire  de  la  section  faite  parallèlement  à  un  plan  coordonné.  Le  moment  par  rapport 
à  l'axe  des  xy  est  : 

La  première  de  ces  intégrales  est  l'expression  générale  du  moment;  la  seconde 
représente  la  somme  des  moments  de  tous  les  éléments  prismatiques  ayant  pour 
base  l'élément  superficiel  dxdy\  la  troisième,  la  somme  des  produits  des  volumes 
des  tranches  élémentaires  xy  par  la  distance  de  ces  tranches  au  plan  des  xy\  la 
quatrième,  la  somme  des  moments  des  tranches  zy,  et  la  cinquième,  la  somme  des 
moments  des  tranches  tx.  On  obtient  des  formules  analogues  pour  les  moments  par 
rapport  aux  autres  plans  coordonnés. 

L'emploi  des  déterminants  permet  d'obtenir  rexpression  des  moments  des  élé- 
ments polaires;  mais  les  résultats  auxquels  on  arrive  sont  si  cotnpliquél  qu'ils 
n'ont  aucune  utilité  pratique. 
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94.    CENTRE   DE  GRAVITÉ  DE  LIGNES 

a)  Centre  de  gravité  de  la  ligne  droite. 

Il  se  trouve  en  son  milieu,  car  on  peut,  en  partant  de  ce  point,  par- 
tager la  ligne  en  éléments  qui  deux  à  deux  ont  la  même  longueur  et  le 
même  poids,  et  qui  sont  également  éloignés  du  milieu;  le  centre  de  gra- 
vité de  chaque  groupe  de  deux  éléments  se  trouve  au  milieu  de  la  droite, 
et  il  en  est  de  même,  par  conséquent,  du  centre  de  gravité  de  la  droite 
entière. 


b)  Centre  de  graflté  d*nne  ligne 


Il  s'obtient  en  considérant  le  milieu  de  chaque  ligne  comme  le  point 

d'application  d'une  force  proportionnelle  à  la  longueur  de  cette  ligne. 

Si  toutes  les  lignes  sont  situées  dans  le  même  plan,  deux  polygones 

funiculaires  suffiront  pour  déterminer  le  centre  de  gravité;  dans  le  cas 

contraire,  il  en  faudra  trois  (fig.  121,  p.  198). 

Si  la  ligne  brisée  est  formée  par  un  certain  nombre  de  côtés  d'un 

Fig.  156.  polygone  régulier,  les  centres  de  gravité  de  ces 

•A     côtés  seront  situés  sur  un  même  cercle.  Si  nous 

;  remarquons  que,  d'après  la  fig,  156, 

A«  _  aA 

^    .  (s  étant  la  longueur  totale  de  la  ligne  brisée, 

r""-^t:'::^H  ij  ^  celle  d'un  côté  du  polygone;  et  les  autres 

j      /'  •    !  lettres   ayant   la   signification   indiquée    sur   la 

figure],  on  obtient  pour  le  moment  de  la  ligne 

brisée  : 

SOI  =  S/>As  =  SrAA  =  rh  =  ys, 


^    — ^ 


d'où 


'»^. 


y  =  r.  -. 


Pour  construire  y,  nous  décrirons,  du  point  A  comme  centre,  un 
cercle  ayant  pour  rayon  la  longueur  s  développée,  et  nous  joindrons  le 
point  A  à  l'intersection  de  ce  cercle  avec  une  tangente  parallèle  à  A  ;  sur 
cette  ligne  nous  porterons  h  ;  l'ordonnée  de  l'extrémité  de  celte  longueur 
sera  y.  En  menant,  par  cette  extrémité,  une  parallèle  à  y,  jusqu'au 
rayon  qui  divise  en  deux  parties  égales  le  contour  polygonal,  on  obtient 
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le  centre  de  gravité  S  de  ce  contour.  Le  centre  de  gravité  doit  en  effet 
être  situé  sur  ce  rayon,  qui  est  le  lieu  des  centres  de  gravité  du  côté 
médian  du  polygone  et  des  autres  côtés  pris  deux  à  deux. 

c)  Centre  de  gravité  d'nn  arc  de  cercle. 

On  peut  considérer  l'arc  de  cercle  comme  un  polygone  régulier  d'un 
nombre  infini  de  côtés,  et  déterminer  son  centre  de  gravité  par  l'appli- 
cation de  la  méthode  précédente. 

La  construction  de  la  fig.  157  ne  diffère  de  celle  de  la  fig,  156  que 

Fig.  157. 


par  la  disposition  des  lignes.  Le  centre  de  gravité  est  situé  sur  le  rayon  OS 
qui  divise  l'arc  en  deux  parties  égales;  si  on  développe  l'arc  sur  sa  tan- 
gente moyenne  en  BB  =  s,  et  qu'on  mène  par  les  extrémités  de  l'arc  des 
paraUèles  au  rayon  OS  jusqu'à  la  rencontre  en  G  des  deux  rayons  OB, 
les  trois  points  CSG  seront  en  ligne  droite.  On  a  en  effet  : 

GG  l 

/  étant  la  corde  et  s  la  longueur  de  l'arc. 

On  obtiendra  deux  autres  points  de  cette  ligne  GSG  en  décrivant  un 
cercle  0  comme  centre,  avec  s  comme  rayon  ;  joignant  0  aux  points 
d'intersection  de  ce  cercle  avec  la  tangente  moyenne,  et  portant  enfin 
sur  ces  rayons  la  longueur  /  de  la  corde. 

L*ezpression  analytique  du  moment  d'un  arc  de  cercle  par  rapport  à  un  axe  <p  est 

r*"  1  1 

Mç  =  Y\  r>8in<prf<p  =  r»(c0S9'  — C08  9'0  =  2>'*8in  -  (ç"  — çO"»  5  (?"+  9O 

2  8ini((p"-90 


=  r8in  2  (9" +  9')"^ 


9 
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d)  Centre  de  gravité  de  lignes  courbes  qnelcongnes. 

Il  s'obtient  de  la  manière  la  plus  simple  en  divisant  ces  lignes  en 
parties  d'égale  longueur,  assez  courtes  pour  qu'on  puisse  les  considérer 
comme  des  lignes  droites  ;  pois  m  reliant  unç  série  de  parallèles  menées 
par  les  centres  de  gravité  correspondants  au  moyen  de  deux  ou  trois 
polygones  funiculaires,  qui  donneront  le  centre  de  gravité  cherché. 


95.   CENTRE  DE  GRAVITÉ   DE  FIGURES  LDOTÉES  PAR  DES  UGNES  DROrTES 

a)  Centre  de  gravité  da  triangle. 

Imaginons  la  surface  du  triangle  {fig.  158)  décomposée  en  éléments, 

au  moyen  de  parallèles  à  la  base  AG  ;  un  de  ces  éléments  est  indiqué  par 

p.    ,5g  des  hachures  sur  la  figure.  Les  centres  de 

gravité  de  ces  divers  éléments  se  trouve- 
ront tous  sur  la  droite  BD  qui  les  divise  en 
deux  parties  égales,  et  par  suite  le  centre 
de  gravité  de  la  figure  sera  sur  cette  ligne. 
Pour  le  même  motif,  il  devra  être  sur  la 
ligne  CE,  médiane  de  AB,  et  sur  la  mé- 
diane BC. 
Pour  déterminer  d'une  manière  plus  pré- 
cise la  position  du  centre  de  gravité,  que  l'on  peut  d'ailleurs  construire 
très  facilement  en  traçant  les  médianes,  remarquons  que  si  l'on  con- 
sidère la  droite  CBE  comme  une  sécante  coupant  le  triangle  ADB,  on 

doit  avoir 

DC    AE    BS_ 

GA'EB'SD       '*• 
Gomme  on  a  d'ailleurs,  en  ayant  égard  aux  lignes, 

CA"^      i  BB'^"*"   ' 

on  en  déduit 

SD=  +  ^- 

^^  Le  centre  de  gravité  du  triangle  se  trouve  donc  au  tiers  de  la  lon- 
gueur de  chaque  médiane  à  partir  du  côté  correspondant.  On  peut  dire 
aussi  que  la  hauteur  du  centre  de  gravité  au-dessus  de  chaque  base  est 
égale  au  tiers  de  la  hauteur  correspondante  du  triangle. 
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Si  l9  triangle  est  situé  dans  l'espace  et  que  a,  i,  c,  i  soient  les  ordonnées 
respectives  des  sommets  et  du  centre  de  gravité  par  rapport  à  un  plan 
(luelconque,  Tordonnée  dn  point  D  sera 

D=— ^, 
et  celle  du  centre  de  gravité 


6)  Centre  de  gr^té  dv  parallélogramme. 

Le  centre  de  gravité  du  parallélogramme  est  au  milieu  de  chaque  dia- 
gonale et  dechaque  droite  qui  réunit  les  milieux  de  deux  côtés  opposés. 
Toutes  ces  droites  se  coupent  au  centre  de  gravité  par  suite  de  raisons 
qui  se  comprennent  d'elles-mêmes. 

c)  Centre  d#  fravité  da  trapèze. 

Le  centre  de  gravité  du  trapèze  ABGD  [fig,  159)  est  situé  tout  d'abord 
sur  la  ligne  BF  qui  joint  les  milieux  des  deux  côtés  parallèles. 

Fig.  159. 


'*^""'~*'  ••»»~^^^— »» 


Si  Ton  suppose  le  trapèze  décomposé  en  deux  triangles  ABP  et  BGD 
(la  diagonale  BD  n'est  pas  tracée  sur  la  figure),  les  aires  de  ces  triangles 
sont  égales  respectivement  aux  produits  de  EB  et  de  FG  par  h,  et  leurs 
centres  de  gravité  sont  situés  au  tiers  de  la  hauteur  de  chaque  triangle. 

Appliquons,  par  les  centres  de  gravité  des  deux  triangles  et  à  partir  de 
la  ligne  EF,  des  forces  parallèles  à  AB  et  à  DG  et  proportionnelles  aux 
aires  de  ces  deux  triangles,  en  les  intervertissant  comme  nous  l'avons 
vu  ail  n""  83  (p.  303),  et  de  telle  façon  que  G,B^  forme  le  troisième  côté  du 
quadrilatère  de  la  fig.  143.  Nous  n'aurons  pour  cela  qu'à  porter  la  lon- 
gueur FG  en  F|C,  et  longueur  EB  en  Efit.  La  ligne  BiF,  déterminera 
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alors  sur  EF  le  centre  de  gravité  cherché.  On  peut  se  dispenser  de 
diviser  la  ligne  E^^ou  la  hauteur  du  trapèze  en  trois  parties  égales,  en 
prolongeant  B,Fj  jusqu'aux  points  de  rencontre  G  et  H  avec  les  côtés 
parallèles,  et  en  menant  J^F^  et  HJ  parallèlement  à  EF.  En  effet,  on  a 

B,J  =  B,J,  =  F,C,  +  E,B, 
et 

E,J  =  FH  =  ¥fi,  +  âBjEi  =  FG  +  AB. 

Par  suite 

GH  =  AB. 

On  démontre  de  la  même  manière  que 

AG  =  CD. 

Par  suite,  si  Von  portCf  des  sommets  A  et  C  situés  aux  extrémités  d'une 
diagonale,  les  côtés  opposés  en  prolongement  des  côtés  parallèles  suivant  AG 
et  CH,  la  ligne  GH  déterminera  le  centre  de  gravité  sur  la  ligne  qui  t*éuntt 
les  points  milieux  des  côtés  parallèles, 

La  distance  y  du  centre  de  gravité  à  Tun  des  côtés  parallèles  b  (Jîg.  159) 

est  égale  à 

^       FH 

^         FH  +  EG 

Par  suite,  si  Ton  désigne  par  a  et  b  les  longueurs  des  côtés  parallèles, 
on  a 

FH  =  a+|*, 
EG  =  îa  +  *, 

PH  +  EG=^(a  +  6); 
d'où 

^"~    f(a  +  *)""3      a  +  b' 

La  distance  du  centre  de  gravité  à  l'autre  côté  parallèle  est 

1  ^  a  +  2* 
^«  =  3*7+^- 

La  longueur  d'une  parallèle  k  a  et  b  passant  par  le  centre  de  gravité 
est  égale  à 

ay  +  by,^^{a'  +  ab  +  b') 
y  +  Vi  3(a  +  6) 

La  distance  du  centre  de  gravité  à  l'un  des  côtés  obliques,  mesurée 
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suivant  la  directioa  des  côtés  parallèles,  étant  la  moitié  de  cette  longueur, 
le  moment  par  rapport  à  Tun  de  ces  côtés  sera  égal  à 

gjî=S(a«  +  a6  +  ^«). 
o 

On  arrive  aax  mêmes  résultats,  sous  une  forme  un  peu  plus  générale^  en  consi- 
dérant le  trapèze  comme  la  surface  comprise  entre  deux  ordonnées  consécutives  z, 
et  ?|,  dont  la  distance  est  égale  à  yt  —  y^.  L'équation  de  la  droite  (yiSi)(yiZi)  est  : 

(=1  —  ïi)y  +  (yi  —  Vi)z  +  yjZi  —  yi2,  =  0. 

De  cette  équation  on  déduira  Texpression  d'un  élément ^perâciel  du  trapèze,  en 
considérant  soit  y  comme  une  fonction  de  z,  soit  z  comme^une  fonction  de  y;  on 
substituera  cette  expression  dans  Téquation  des  moments,  et  on  intégrera  entre  les 
limites  correspondantes  aux  indices  1  et  2.  On  pourra  utiliser  dans  ce  but  la  formule 
suivante  : 

— ^—  \  y^z^dy  = \  y^z^dx 

Vf  — yiji  *t  — «iJi 

(1.2...m)(1.2...n)   \-i/^  +  A\/*  +  A\        .    .    ^ 

Nous  emploierons  plus  loin,  pour  les  moments  dHnertie,  cette  formule  qui  abrège 
beaucoup  Pintégration.  Les  combinaisons  des  indices  ghik  doivent  être  telles  que 

^+i\=fnetA  +  A  =  n;l  jeti  j  sont  les  coefficients  du  binôme,  et  la 

somme  s^étend  à  toutes  les  combinaisons  possibles  de  i  et  A;. 
En  effectuant  les  opérations  indiquées,  on  a  pour  la  surface  F  : 

Le  moment  par  rapport  à  Taxe  des  y  est  : 

3Wy  =  ^*  yzdz  =  5  (yî  -  Vi)  [{2yx  +  yi)z^  +  (y,  4-  2y.)  J,l , 

et  le  moment  par  rapport  à  Taxe  des  z  est  : 

a».  =  î  ^  zVy  =  g  (y,  -  yt)  (s?  +  z,z,  +  z\). 

La  division  de  ces  moments  par  la  surface  donne  les  coordonnées  du  centre  «Ij 
gravité,  savoir  : 

(2yt  +  yi^^i  +  'yj  -f  ^yi)*t  _  (g^i  +  ^ryt  h-  (^j  -i-  g^iivg 

^""^  3(z4+z,}  3(z,  +  zJ 

z]  +  ZyZ^  +  Z\ 

*^  3(2,  +  z^) 


à)  Centre  de  gravité  d'nn  quadrilatère  irrégnlier. 

On  partage  le  quadrilatère  ABGD  (jjig,  160)  par  la  diagonale  BD  en 
deux  triangles  ABD  et  CDB,  dont  les  centres  de  gravité  S^  et  S,  se 

23 
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trouvent  situés  au  tiers  des  lignes  ËA  et  EG,  qui  réunissent  le  mi- 

Fig.  leo.  lieu  Ë  de  la  diagonale  aux  sommets 

opposés  A  et  G.  Le  centre  de  gra- 
vité S  du  quadrilatère  partage  la 
ligne  S, S,,  qui  réunit  les  centres 
de  gravité  des  deux  triangles,  de 
telle  sorte  que  les  segments  S, S 
et  SS,  soient  inversement  propor- 
tionnels aux  aires  des  deux  triangles 
ij  correspondants.  Mais  comme  ces 
aires,  qui  ont  une  base  commune 
BD,  sont  proportionnelles  aux  segments  AF  et  FG  de  la  deuxième  diago- 
nale AG,  et  que  cette  diagonale  est  parallèle  à  SjS,,  on  obtient  le 
point  S  en  intervertissant  les  segments  sur  AG,  c'est-à-dire  en  portant 
AG  =  PG  et  GG  =  AF;  S  se  trouve  alors  sur  la  ligne  EG,  car  on  a 


S,S_  AGFG       Tr.CDB 
SS,""  GC""AF""Tr.ABD" 

Si  Ton  remarque  en  outre  que  S  est  au  tiers  de  EG,  puisque  S,  et  S, 
sont  au  tiers  des  lignes  EA  et  EG,  on  peut  dire  : 

Le  centre  de  gravité  S  d'un  quadfnlatère  ABGD  est  au  tiers  de  la  droite 
EG,  que  Von  obtient  en  joignant  le  point  E,  milieu  d'une  diagonale  ^  au  point 
G  qui  est  déterminé  sur  la  deuxième  diagonale  par  Vinterversion  des  seg- 
ments inte7'ceptés  sur  cette  deuxième  diagonale  par  la  première. 

Si  l'on  répète  cette  construction,  en  changeant  la  diagonale  sur  la- 
quelle on  opère,  le  point  S  devra  se  trouver  également  au  tiers  de  la  ligne 
KH,  qui  joint  le  milieu  K  de  GA  au  point  H  qui  résulte  de  Tinterversion 
des  segments  FD  et  BF.  En  remarquant  que  les  points  milieux  E  et  K  des 
diagonales  sont  aussi  au  milieu  de  GF  et  de  HF,  on  peut  dire:  Le  centre 
de  gravité  d'un  quadrilatère  coïncide  avec  celui  d'un  triangle^  qui  aurait  ses 
sommets  au  point  d'intef*section  F  des  diagonales^  et  aux  points  H  et  G,  que 
Von  obtient  par  Vinterversion  des  segments  que  les  diagonales  interceptent 
l'une  sur  l  autre. 

Les  points  F,  S  et  le  milieu  J  de  HG  sont  en  ligne  droite.  Si  GD  et  AB 
deviennent  parallèles,  c'est-à-dire  si  le  quadrilatère  est  un  trapèze,  HG 
devient  aussi  parallèle  à  ces  lignes,  et  leurs  trois  points  milieux  se  trou- 
vent avec  F  et  le  centre  de  gravité  S  sur  une  même  ligne  droite.  Gette 
proposition  est  d'accord  avec  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  en  c).  On 
en  déduit  également  le  théorème  déjà  énoncé  sur  la  distance  du  centre 
de  gravité  à  Tun  des  côtés  parallèles  du  trapëxe. 
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e)  Centre  de  gravité  des  polygones  ayant  plus  de  quatre  côtés. 


Le  procédé  le  plus  simple  pour  déterminer  le  centre  de  gravité  de  po- 
lygones ayant  plus  de  quatre  côtés  consiste  à  les  décomposer  en  quadri- 
latères et  à  réunir  leurs  centres  de  gravité  par  un  polygone  funiculaire 
tracé  d'après  les  règles  du  n*  58  (p.  198) 

On  peut,  de  la  manière  suivante^  obtenir  des  expressiooa  analytiques  des  mo- 
ments des  polygones  au  moyen  de  l'expression  relative  au  cas  du  triangle. 

Soient  Xiyi  les  coordonnées  des  sommets  d'un  polygone.  Si  de  Torigine  des  coor- 
données nous  projetons  le  cété  ik,  nous  aurons,  pour  l'expression  de  la  surface  du 
triangle  ainsi  obtenu  et  pour  celle  du  moment  de  ce  triangle  par  rapport  à  Taxe 
des  T  : 


2F.*  = 


Xi  yi 
^hyu 


et     63K.*  = 


Xi  y. 
xk  yk 


iui  +  y*)- 


On  obtient  la  surface  totale  et  le  moment  total  en  faisant  la  somme  des  détermi- 
nants pour  tous  les  côtés  du  polygone,  et,  dans  cette  sommation,  le  signe  de  la  sur- 
face et  celui  du  moment  sont  indiqués  par  Tordre  des  indices  tk  dans  le  contour 
du  polygone.  Si  toutes  les  surfaces  et  tous  les  moments  à  ajouter  doivent  avoir  le 
même  signe,  le  sens  de  ik  doit  rester  le  même  dans  le  contour. 

En  appliquant  cette  sonmiation  à  un  triangle  quelconque  123,  on  obtient  : 


2P  = 


63)î  = 


^l  Vl  Vl  +  ^8 

^t  Vi  ys  +  y\ 
^8  ^8  y\  +  y\ 


^î  y\ 

+ 

^8  y% 

— 

^1  yy  1 

x^yT^ 

^1  yt 

Xj  y,  1 

'^3  yj  1 

= 

^1  y\  1 

J^s  Vt  1 

a?8  ys  1 

yifS; 


en  désignant  par  y^^^  la  somme  des  trois  ordonnées  yi  -f-  y^  +  y^. 

Au  lieu  de  projeter  les  différents  côtés  du  polygone  à  partir  de  l'origine  des  coor- 
données, on  peut  les  projeter  d'un  des  sommets  du  polygone,  le  sommet  1  par 
exemple.  Dans  ce  cas,  on  doit  faire  la  somme  des  derniers  déterminants  pour  les 
indices 

123,      134...,      h'Â:...,      Iri  — Iw. 
Appliquons  cette  sommation  au  quadrilatère.  Nous  aurons  : 


2F  = 


^1  y\  1 

+ 

x\  y\  1 

z=z 

^jyii 

^8y8i 

^ly^  1 

^4  Vk  1 

69)î  = 


-      a:,  yj  1 
x^  y,0 

a^ys  1 

^4  y^O 


a?i  yi  1 
^1  yj  1  y84i 
^  y8 1 
^k  y*  1  yit8 


+ 


^\  yt  1  yi 

— 

Xty^X  s 

2^8  yz  1  yz 

a?4  y*  1  * 

0 

1 

0 

1 

x^y^  s   \ 

x^  yj  ys  1 
x^y^  s  1 

xt,  yk  Vi  1 


s  désignant  la  somme  yi  +  yi  +  ys  +  yi-  H  ^^t  facile  de  déduire  de  ces  expres- 
sions, au  moyen  de  substitutions  convenables,  les  résultats  indiqués  dans  les  para- 
graphes c  et  d.  Mais  ce  calcul  serait  sans  utilité.  Ces  déterminants  ne  peuvent 
serrir  qae  pour  obtenir  la  surlace  et  le  moment  de  polygones  irréguliers. 
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96.    CENTRE  DE  GRAYITÉ  DES  FIGURES  LIMITÉES  PAR   DES  LIGNES  COURBES 

a)  Centre  de  gravité  d'nn  secteur  de  cercle. 

Si  ron  suppose  le  secteur  décomposé  en  secteurs  élémentaires  ayant 

tous  le  même  centre,  les  centres  de  gravité  de  ces  différents  éléments, 

dont  Tun  est  hachuré  sur  la  fig,  161,  et  que  Ton  peut  considérer  comme 

2 
des  triangles,  seront  situés  sur  l'arc  de  cercle  décrit  avec  le  rayon  -  r. 


Fig    !6!. 


Cet  arc  de  cei:cle  considéré  comme  le  lieu  de  tous  ces  centres  de  gra- 
vité ,  étant  également  chargé  par  chaque  élément,  son  centre  de  gravité 
coïncide  avec  le  centre  de  gravité  S,  du  secteur. 

Pour  appliquer  la  méthode  donnée  au  paragraphe  c)  {fig.  157,  p.  349), 
nous  n'aurons  qu'à  développer  le  demi-arc  BD  sur  la  tangente  moyenne 
BB  {fig.  161),  puis  à  joindre  les  points  0  et  B,  et  à  projeter  l'extrémité  A 
de  l'arc  de  cercle,  lieu  du  centre  de  gravité,  en  C  sur  OB,  parallèlement 
au  rayon  moyen.  Le  centre  de  gravité  S,  est  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  C  sur  le  rayon  moyen. 

b)  Centre  de  gravité  d'nn  segment  de  cercle. 


Considérons  le  segment  DBD  {fig,  161)  comme  la  différence  du  secteur 
et  du  triangle  ODD,  dont  le  centre  de  gravité  S,  coïncide  avec  le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  le  rayon  moyen.  Le  centre  de 
gravité  S  sera  le  centre  de  deux  forces  parallèles  dont  Tune  BB  est  pro- 
portionnelle à  Taire  du  secteur  et  agit  en  son  centre  de  gravité  S,,  et 
dont  Tautre  ED  est  proportionnelle  à  Taire  négative  du  triangle  et  agit 
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en  son  centre  de  gravité  S,.  Si  Ton  porte  BB  et  DE  sur  deux  parallèles 
S,G  et  FS,  menées  par  S,  et  S„  en  les  intervertissant  et  en  ayant  égard 
à  leurs  signes,  le  point  d'intersection  des  côtés  opposés  SjS,  et  FG  du 
quadrilatère,  dont  les  autres  côtés  sont  des  lignes  proportionnelles  aux 
aires,  déterminera  le  centre  de  gravité  du  segment. 

Cette  construction  n*est  précise  que  lorsque  la  surface  du  triangle  est 
petite  par  rapport  à  celle  du  secteur,  c'est-à-dire  quand  Tangle  DOD  est 
grand.  Lorsque  cet  angle  est  petit,  il  est  préférable  de  considérer  le  seg- 
ment de  cercle  comme  un  segment  de  parabole,  ou  de  le  décomposer  en 
plusieurs  segments  de  paraboles  ou  en  triangles,  que  Ton  compose  en- 
suite au  moyen  d'un  polygone  funiculaire. 

c)  Centre  de  gravité  d'nn  segment  de  parabole. 


La  position  du  centre  de  gravité  d'un  segment  de  parabole  se  détermine  très  fa- 
cilement par  le  calcul.  Soit 

y*r=px 

Fig.  162. 

réquation  d'une  parabole  {fig,  162).  On  a  alors  pour  la 
surface,  pour  le  moment  par  rapport  à  Paxe  des  y  et  pour 
Tabscisse  du  centre  de  gravité  : 

F  =  ^%rfz  =  V^p  ^  Vi  rfx  =  ?  v^  =  ?  A  /, 

Mt=  Ç'  yzdz  =  vÇ  ^  ^"^dz  =  |  VP»  =  g  /^^, 

'"""F  ""5   • 

Le  moment  de  la  moitié  du  segment  parabolique  par 
rapport  à  Taxe  des  z  et  Tordonnée  du  centre  de  gravité 
sont  : 

If  If  1  1 

M,       3. 

La  surface  du  triangle  formé  par  la  corde  de  Tare  de  parabole  et  par  les  deux 

tangentes  aux  extrémités  de  cet  arc  est  hl,  et  les  moments  sont  r  A^  et  ^  h^L  Si 

Ton  en  retranche  les  moments  obtenus  ci-dessus  pour  le  segment  parabolique,  on 
a  pour  le  triangle  formé  par  les  deux  tangentes  et  par  Tare  de  parabole  : 


'^={l-\)'"=T2'"-^ 


yc  =  +  -  A. 


Nous  avons  représenté  sur  la  fig.  162  les  résultats  que  nous  venons  de  trouver. 
Ces  formules  sont  très  utiles;  elles  permettent  de  tenir  compte  des  petits  arcs  qui 
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se  préMDteDt  dans  des  profils  irréffuliara,  et  on  peut  mime  les  appliquer,  : 

gravée  erreurs,  6.  des  segments  de  cercle  essez  grands. 


d)  Centra  de  graviU  dn  trapèse  paraboUqM. 


Dans  la  sommation  des  aires  [n*  24, 
p.  103),  noQs  avons  considéré  le  tra- 
pèze parabolique  comme  l'élémeot 
constitutif  des  fibres  limitées  par 
des  courbes  quelconques,  dont  l'aire 
était  à  déterminer.  11  est  dès  lors 
intéressant  de  rechercber  le  moment 
et  le  centre  de  gravité  du  trapèze 
parabolique,  afin  de  pouvoir  détei^ 
miner  le  moment  et  le  centre  de  gra- 
vité d'une  figure  quelconque. 

Nous  pourrions,  pour  déterminer 
le  centre  de  gravité,  construire  sé- 
parément celui  du  segment  parabo- 
lique et  celui  du  trapèze,  et  partager 
leur  distance  en  parties  inversement 
proportionnelles  aux  aires.  Hais,  bien 
que  ce  procédé  puisse  être,  dans  cer- 
tains cas  particuliers,  le  plusexpédiUf, 
il  est  en  général  préférable  de  calculer 
des  formules  donnant  les  moments,  et  de  construire  ensuite  le  centre  de 
gravité  au  moyen  de  ces  formules. 

On  arrive  rapidement  à  établir  ces  formules  en  additionnant  les  mo- 
ments du  trapèze  et  du  segment  parabolique  ;  mais,  en  vue  d'une  appli- 
cation ultérieure  au  calcul  des  moments  d'inerlic,  nous  les  détermi- 
nerons analytîquement  par  intégration. 

Comme  on  a  &  diviser  les  moments  par  les  sarfeces,  il  est  utile  d'introduire  dans 
les  rormules  la  surface  réduite  à  la  largeur,  mesurée  horizontale  mont,  prise  pour 
base.  Déeij;;nons  (fig  163)  par  2f  la  hauteur  médiane  diminuée  du  tiers  de  la  flèch«, 
ce  qui  donne  pour  l'expression  de  la  nurface  totale  F  =  ifi.  Désignons  en  outre 

par  g  les-  de  la  flèche,  par  2d  la  différence  des  ordonnées  extrêmes,  et  enfin  par 

b  l'abscisse  de  l'ordonnée  s-  Ces  notations  sont  indiquées  sur  la  figure.  On  a  alors  : 


¥  =  */•+ 5?  +  rfï- 


rar  le  point  à  l'intlni  de  la  parabole  est  situé  dtms  la  direction  des  ordonnées,  et 
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pour  z  =  0  on  obtient  Tordonnée  moyenne  2^+  r  ^,  et,  pour  z  =  ±  1,  les  ordon- 

nées  if—gdtd  des  extrémités,  ainsi  que  cela  doit  être. 
Cela  posé,  nous  avons  : 


F       1  f+t  1         13 


5?  =  3  >-,«'*"=  3*^' 


^  =  \t^--ï{^r.\.y.él-M^r-h)] 


Désignons  par  Ize  et  ye  les  coordonnées  du  centre  de  gravité;  nous  aurons  : 

-Mi  — - 
^  "  /F  ""  6/' 

Pour  construire  le  centre  de  gravité  au  moyen  de  ces  coordonnées,  joignons  le 
pied  de  Tordonnée  médiane  2f  au  milieu  de  la  longueur  d  portée  sur  la  plus  grande 
des  deux  ordonnées  extrêmes  à  partir  du  côté  inférieur,  et  menons  à  partir  du  mi- 
lieu de  l'ordonnée  2f  une  parallèle  à  cette  ligne.  Portons  ensuite  sur  cette  même 

ordonnée,  à  partir  de  son  milieu  f,  la  longueur  5  d,  et  menons,  par  le  point  obtenu, 

o 
une  parallèle  à  la  droite  qui  joint  l'extrémité  supérieure  de  Tordonnée  2f  au  mi- 
lieu de  «f.  Uabscisse  du  point  d'intersection  de  ces  deux  parallèles  est  égale  à  /zc, 
car  on  a  : 

izc       l  d 

L'ordonnée  de  ce  même  point  est  /*  +  -  dzc.  comme  on  le  voit  immédiatement  sur 
la  figure.  Le  centre  de  gravité  est  donc  situé  sur  cette  ordonnée,  à  une  hauteur 

rr^  au-dessus  de  ce  point.  On  construit  cette  longueur  ^  au  moyen  d'un  triangle 

1 
rectangle  dont  la  hauteur  est  -  g,  soit  le  tiers  de  la  flèche,  et  dont  Tun  des  segments 

de  Thypoténuse  est  5/,  comme  Tindique  la  figure.  Dans  la  plupart  des  cas.  la 

quantité  £r^  est  si  petite  qu*on  ne  peut  la  construire,  et,  si  Ton  peut  la  négliger,  la 
zOf 

détermination  du  centre  de  gravité,  d'après  la  construction  précédente,  est  très 

simple. 

L'expression  du  moment  My  permet  de  déterminer  aussi  d'une  façon  très  simple 

leyolume  d^un  vase,  engendré  par  la  révolution  d'un  arc  de  parabole  (fig.  164). 

D'après  la  règle  de  Guldin,  ce  volume  est  : 


3=2,cMy=[(2/0«  +  lrft+  i^«]8/ir. 


En  général  -  g*  est  négligeable  par  rapport  aux  autres  quantités,  et  si   d  =s  0, 
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comme  c'est  le  cas  lorsqu'il  s'agit  d'un  tonneau^  on  peut  considérer  if  comme  le 

rayon  moyen  du  yase. 

I  Lorsqu'on  donne  la  section  longitudinale  du  vase,  on  peut  mesurer  immédiate- 
ment sur  le  dessin  les  longueurs  2/;  2d,  l  ti  g. 
Fig.  164.  Dans  le  cas  contraire,  on  est  obligé  de  les  cal- 

culer en  mesurant  le  rayon  supérieur,  inférieur 
et  moyen.  Soient  a,  c  et  6  ces  trois  rayons,  on  a  : 

12/'=a  +  46  +  c, 
2rf  =  a  —  c, 
3^  =  2é  —  a  —  c. 

Ces  formules  peuvent  être  utilisées  pour  le  cu- 
bage exact  des  bois  non  équarris. 

Les  formules  que  nous  avons  trouvées  pour  la 
surface  et  les  moments  du  trapèze  parabolique 
sont  susceptibles  d'une  application  très  étendue;  on  peut  en  déduire,  par  la  substi- 
tution de  valeurs  particulières  de  a,  b  et  c,  tous  les  moments  que  nous  avons  dé- 
terminés Jusqu'à  présent,  à  Texception  de  ceux  qui  se  rapportent  au  cercle. 


e)  Centre  de  graYité  de  figures  irrégiilières. 


Pour  déterminer  le  centre  de  gravité  de  figures  irrégulières,  on  les  di- 
vise par  des  lignes  parallèles  en  bandes  trapézoïdales  assez  étroites  pour 
que  leurs  centres  de  gravité  puissent  être  considérés  comme  situés  au 
milieu  de  la  largeur;  puis  on  détermine  Taire  de  ces  bandes,  qui,  d'a- 
près le  n*  24  (p.  103),  peut  être  regardée  comme  proportionnelle  à  la 
hauteur  moyenne  pour  les  bandes  dont  la  largeur  est  constante.  Pour 
les  bandes  dont  la  largeur  n'est  pas  constante,  ce  qui  a  lieu,  par  exem- 
ple, pour  les  bandes  extrêmes  ou  pour  celles  qui  correspondent  à  des 
irrégularités  particulières  de  la  figure,  on  détermine  les  aires  en  les  ré- 
duisant à  une  base  commune.  Gela  fait,  on  considère  ces  aires  comme 
des  forces  parallèles  qui  agissent  au  centre  de  gravité  de  chaque  bande, 
on  les  réunit  pour  former  un  polygone  des  forces,  et  on  construit,  à 
Taide  de  ce  polygone  des  forces,  un  polygone  funiculaire,  dont  les  som- 
mets sont  situés  sur  des  parallèles  à  la  direction  des  forces,  menées  par 
les  centres  de  gravité  des  bandes  ;  Tintersection  des  c6tés  extrêmes  de  ce 
polygone  détermine  la  parallèle  sur  laquelle  le  centre  de  gravité  est 
situé. 

Ces  opérations  ont  été  effectuées  sur  la  PI.  XII,  pour  le  profil  d*un 
rail. 

Le  profil  du  rail  est  symétrique  par  rapport  à  la  verticale  qui  divise  en 
deux  parties  égales  les  lignes  horizontales.  Le  centre  de  gravité  de  la 
section  est  par  suite  situé,  d*après  le  n*  93  (p.  345),  sur  cette  verticale, 
à  une  certaine  hauteur  quil  s'agit  de  déterminer.  Décomposons,  par  des 
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horizontales,  ce  profil  en  19  bandes.  Celles  qui  sont  numérotées  4, 10, 
11,  12,  13,  14  ont  une  largeur  de  1  centimètre,  et,  pour  les  réduire  à  la 
base  a  qui  est  égale  à  3  centimètres,  il  suffit  de  prendre  le  tiers  de  leur 
largeur  moyenne.  Les  bandes  2,  3,  5,  6,  7, 9,  15, 17,  18  et  19  ont  une 
largeur  de  5  millimètres  égale  à  la  moitié  de  la  largeur  normale,  et  leur 
surface  est  par  suite  représentée  par  le  sixième  de  leur  largeur  moyenne. 
Enfin,  les  bandes  8  et  16  ont  une  largeur  de  8  millimètres,  et  leurs  aires 
ont  été  déterminées  au  moyen  d'une  transformation  directe  de  surfaces 
par  la  réduction  à  la  base  a  =  0",03.  Nous  avons  porté,  sur  la  ligne  mé- 
diane de  chaque  bande  et  sur  le  c6té  gauche  de  la  figure,  une  longueur 
proportionnelle  à  sa  surface,  et  nous  avons  donné  à  chaque  longueur  le 
numéro  de  la  bande  correspondante. 

Désignons  par  y,,  y„  y„  etc.,  la  hauteur,  par  rapport  au  centre  de 
gravité  du  milieu  de  la  V%  2*,  3*  ...  bande;  par  z, ,  z,,  z,, ...  la  largeur 
de  ces  mômes  bandes  ;  par  F,,  F„  F,,  ...  la  surface  de  la  première,  des 
deux  premières,  des  trois  premières  bandes,  etc.,  et  par  aF,  la  surface 
de  la  bande  de  rang  ï.  Cette  surface  sera  représentée,  en  la  ramenant  à 
la  base  a,  par  la  hauteur  réduite,  que  nous  pouvons  désigner  par  Az',.,  et 
Ton  aura  : 

aF<  =  flAz',.. 

Considérons  les  aires  des  différentes  bandes  comme  des  forces  agissant 
horizontalement,  et  additionnons-les  sur  une  horizontale  qui  représen- 
tera le  polygone  des  forces.  Les  différents  segments  de  cette  horizontale 
sont  égaux  aux  ^z  des  bandes  correspondantes,  et  Taire  d'un  certain 
nombre  de  bandes  consécutives  sera  représentée,  en  la  ramenant  à  la 
base  a,  par  le  z  correspondant.  On  aura  ainsi  pour  les  cinq  premières 
bandes  : 

L'aire  de  la  section  totale  du  rail  est  égale  à 

F,g  =  az', 9  =  3x15,92  =  47,76  centimètres  carrés. 

Gomme  on  a  souvent  à  diviser  les  moments  par  les  aires,  nous  avons 

pris  la  distance  verticale  du  pôle  des  forces  à  la  droite  qui  représente  le 

i 

polygonedes forces égaleà  -  2  j9  =  7,96  centimètres,  et  nous  avons  pris 

le  pôle  sur  la  verticale  du  milieu  de  z'j  j.  Par  suite  de  cette  disposition, 
les  rayons  extrêmes  menés  par  le  pôle  forment  l'un  avec  Tautre  un  angle 
droit,  et  les  côtés  extrêmes  du  polygone  funiculaire  qui  leur  sont  paral- 
lèles donnent  ainsi  une  intersection  aussi  précise  que  possible.  Le  poly- 
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gone  funiculaire  a  ses  c6tés  respectivement  parallèles  aux  rayons  cor- 
respondants de  ce  faisceau.  Ainsi  le  c6té  compris  entre  le  milieu  de  la 
5*  et  celui  de  la  6*  bande  est  parallèle  au  rayon  qui  projette  le  point  de 
séparation  des  segments  du  polygone  des  forces  correspondants  à  la  5*  et 
à  la  6*  bande. 

Les  c6tés  extrêmes  du  polygone  se  coupent  sur  Thorizontale  qui  passe 
par  le  centre  de  gravité  du  rail. 

Si  Ton  prolonge  tous  les  côtés  du  polygone  funiculaire  jusqu'à  cette 
horizontale,  ils  y  déterminent  des  segments  àz'\  qui,  d'après  le  n*  85 
(p.  309),  sont  proportionnels  aux  moments  des  forces,  c'est-à-dire  aux 

produits  des  aires  des  différentes  bandes  par  les  distances  y  au  centre  de 

i 

gravité.  En  multipliant  ces  segments  par  -^,9 ,  on  obtient  les  moments 

2 

eux-mômes.  Ainsi,  on  a,  par  exemple  : 


et 


2yAF  =  -Ps'V 


Cette  dernière  relation  signifie  que  le  moment  des  cinq  premières 
bandes  est  égal  à  celui  qu'on  obtiendrait  si  toute  la  surface  F  =  az\ , 

i 

agissait  au  bout  d'un  bras  de  levier  -  z'\.  Les  côtés  extrêmes  du  poly- 
gone funiculaire  déterminent  sur  une  horizontale  quelconque  un  seg- 
ment qui  est  égal  au  moment  de  la  surface  entière  par  rapport  à  cette 
horizontale,  divisé  par  la  distance  polaire,  c'est-à-dire 

s  désignant  le  segment  considéré  et  y^l^  distance  de  l'horizontale  au  centre 
de  gravité,  ou  le  bras  de  levier  au  bout  duquel  agit  toute  la  surface  s',,. 
Par  suite,  pour  une  horizontale  quelconque ,  le  segment  est  le  double  du 
bras  de  levier. 

Cette  proposition  résulte  d'ailleurs  immédiatement  de  ce  que  les  côtés 
extrêmes  du  polygone,  dont  l'intersection  détermine  le  centre  de  gravité, 
forment  avec  une  horizontale  quelconque  un  triangle  dont  la  hauteur  est 
égale  au  double  de  la  base. 

âkz"  change  de  signe  pour  la  bande  qui  contient  le  centre  de  gravité  ; 
z"  diminue  alors  et  devient  nul  pour  le  profil  entier,  ainsi  que  cela  doit 
avoir  lieu  pour  tout  axe  passant  par  le  centre  de  gravité. 
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97.  CENTRE  DE  GRAVITÉ  DES  VOLUMES 

a)  Centre  de  gravité  des  polyèdres. 

Nous  commencerons  par  déterminer  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre. 
Si  Ton  coupe  le  tétraèdre  par  une  série  de  plans  parallèles  à  deux  arêtes 
opposées  AC  et  BD  (fig,  165),  on  obtient  une  série  de  parallélogrammes 
dont  les  angles  sont  constants. 

Fig.  165. 


Les  centres  de  gravité  de  ces  parallélogrammes  sont  tous  situés  sur  la 
ligne  qui  joint  les  milieux  E  et  F  des  deux  arêtes,  car  le  plan  AEG  par- 
tage en  parties  égales  tous  les  c6tés  des  parallélogrammes  parallèles  à 
BD,  et  EF  partage  en  deux  parties  égales  toutes  les  lignes  qui  réunissent 
deux  à  deux  les  points  d'intersection  du  plan  AEG  avec  les  côtés  paral- 
lèles à  BD.  Gomme  les  surfaces  des  parallélogrammes  sont  entre  elles 
dans  le  môme  rapport  que  les  produits  de  leurs  côtés  HG  et  GJ,  et  que 
ces  derniers  côtés  sont  respectivement  dans  le  même  rapport  que  les 
segments  correspondants  DG  et  GG  de  la  ligne  GD,  puisque 

HG        DG       ,       GJ        GG 

et 


H,G,       DG,  G,J,       G,G' 

les  produits  de  ces  côtés,  c'est-à-dire  les  surfaces  des  parallélogrammes 
HJ  etHjJ|,  sont  aussi  dans  le  même  rapport  que  les  produits  correspon- 
dants des  segments  de  DG,  savoir  : 

(HJ)  _    HGXGJ    _  DGXGG  ^  y* 
(H.J  J  "  H,G.  X  G.J,  ~  DG,  X  G,G  "*  y,'' 

en  désignant  par  y  et  y,  les  ordonnées  du  cercle  décrit  sur  DG  com  me 
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diamètre,  élevées  en  G  et  d.  Mais,  comme  deux  ordonnées  également 
éloignées  du  milieu  de  DC  sont  égales,  les  surfaces  de  deux  parallélo- 
grammes également  distants  du  milieu  S  de  la  ligne  EE  sont  aussi 
égales. 

Par  suite,  on  peut  grouper  les  éléments  du  tétraèdre  deux  à  deux, 
par  rapport  au  milieu  S  de  EF,  de  telle  façon  que  tous  ces  groupes 
aient  leurs  centres  de  gravité  en  S.  S  est,  par  suite,  le  centre  de  gravité 
du  tétraèdre.  Si  Ton  considère  ABC  comme  la  base  du  tétraèdre,  E  cor- 
respond au  milieu  de  la  hauteur  et  S  au  milieu  de  cette  demi-hauteur, 
soit  au  quart  de  la  hauteur  totale  du  tétraèdre. 

Si  Ton  désigne  par  abcds  les  ordonnées  du  sommet  du  tétraèdre  et 
de  son  centre  de  gravité  par  rapport  à   un  plan  quelconque,  Tor- 

1  1 

donnée  de  F  sera  représentée  par  3  (a  +  c),  et  celle  de  D  par  3  (é  +  rf)  ; 

par  suite,  celle  de  S,  qui  est  au  milieu  de  E  et  de  F,  sera  représentée  par 

Si  Ton  mène  par  le  centre  de  gravité  S  du  tétraèdre  un  plan  paral- 
lèle aux  arêtes  opposées  AG  et  BD,  et  qu'on  le  considère  comme  un 
plan  diamétral  d'un  ellipsoïde  dans  lequel  les  longueurs  parallèles  à 
AG  et  à  BD  seraient  des  diamètres  conjugués,  et  dans  lequel  la  ligne  EF 
qui  réunit  le  milieu  des  arêtes  serait  le  troisième  diamètre  conjugué, 
les  sections  du  tétraèdre  résultant  de  Tintersection  de  ce  corps  pitr  des 
plans  parallèles  à  AG  et  à  BD  seront  aux  sections  correspondantes  de 
l'ellipsoïde  comme  i  :  ir.  En  effet,  cette  relation  a  lieu  pour  la  section 
faite  par  le  plan  qui  passe  par  le  point  S,  et  comme  toutes  les  sections 
de  l'ellipsoïde  sont  entre  elles  dans  le  rapport  des  carrés  des  ordonnées 
d'une  ellipse  ou  d'un  demi-cercle  décrit  sur  GD  comme  diamètre,  et 
qu'il  en  est  de  même  des  sections  du  tétraèdre,  la  proposition  que  nous 
venons  d'énoncer  est  démontrée. 

Gomme  toutes  les  sections  parallèles  du  tétraèdre  et  de  l'ellipsoïde 
sont  dans  le  rapport  i  :  ir,  il  en  est  de  même  de  la  portion  du  volume  de 
chacun  de  ces  deux  corps  comprise  entre  deux  plans  parallèles,  et  du 
volume  total  des  deux  corps.  Par  suite,  les  centres  de  gravité  des  volumes 
compris  entre  deux  mêmes  plans  parallèles  coïncident. 

Si  un  corps  est  limité  par  des  surfaces  planes,  on  le  décomposera  en 
tétraèdres  et  l'on  supposera  menées  par  chacun  des  centres  de  gravité 
de  ces  tétraèdres  des  forces  parallèles  et  proportionnelles  à  leurs  vo- 
lumes. Leur  résultante  pourra  être  déterminée  par  la  méthode  déve- 
loppée au  n' 58  (p.  198.) 


CENTRE  DE  GRAVITÉ  DES  VOLUMES. 


365 


L*expre88ion  analytique  du  moment  ïDt  d^un  tétraèdre  par  rapport  à  un  plan 
coordonné,  celui  des  yz^  par  exemple,  est 


24  9R  = 


X,  y,  Zx  1 
a:,  y,  «,  1 


(a^t  +  ^1  +  a^s  +  Jf*)  = 


^t  yi  ^1  ^8* 

Jj  Vl  ^1  ^184 
^  ys  «8  ^124 
^4  ^4   ^  ^1Î8 


en  dési|p[iant  par  x^  la  somme  a^j  +  xi^  +  x/ .  Le  déterminant  est  égal  à  six  fois  le 
volume  du  tétraèdre,  et  Fexpression  entre  parenthèses  à  quatre  fois  Tabscisse  du 
centre  de  gravité.  La  deuxième  expression  se  déduit  immédiatement  de  la  première. 

Comme  un  polyèdre  quelconque  peut  être  décomposé  en  tétraèdres^  les  formules 
qui  précèdent  permettent  de  csdculer  le  volume,  le  moment  et  le  centre  de  gravité 
d*un  polyèdre  quelconque. 

Si  le  polyèdre  est  convexe,  c'est-à-dire  si  sa  surface  ne  peut  être  rencontrée  par 
une  ligne  droite  qu'en  deux  points,  et  que  l'on  prenne  pour  la  décomposition  en 
tétraèdres  un  point  fixe  à  Tintérieur  ou  sur  la  surface  du  polyèdre,  tous  les  té- 
traèdres sont  pleins;  ils  s'ajoutent  les  uns  aux  autres  pour  former  le  polyèdre,  et  Toq 
n'a  à  s'occuper  que  de  la  valeur  absolue  des  volumes  et  des  moments.  Dans  le  cAs 
contraire,  on  devra  avoir  soin  de  donner  le  même  signe  aux  tétraèdres  pleins  et  le 
même  signe  aux  tétraèdres  à  jour. 

Lorsqu'on  a  écrit  le  déterminant  d'un  tétraèdre,  le  signe  de  tous  les  autres  té- 
traèdres se  trouve  par  là  même  déterminé.  Si  on  prend  un  point  unique  comme 
sommet  de  tous  les  tétraèdres,  le  côté  commun  des  deux  bases  adjacentes  devra  pa- 
raître être  parcouru  dans  des  sens  différents  pour  les  deux  tétraèdres  auxquels  ce 
côté  commun  appartient,  par  exemple  :  0234,  0543,   0564. 

Lorsque,  pour  éviter,  dans  la  décomposition  d'un  polyèdre  non  convexe,  d'avoir 
des  tétraèdres  à  jour  et  des  tétraèdres  se  pénétrant^  on  ne  prend  pas  un  pôle 
unique,  les  sommets  de  deux  tétraèdres  qui  ont  une  base  commune  devront  être 
situés  de  part  et  d'autre  de  cette  base  ;  celle-ci  devra,  par  suite,  paraître  parcourue 
dans  des  sens  différents  pour  chacun  des  deux  tétraèdres,  exemple:  1234,  3215. 


6)  Centre  de  gravité  d*im  prisme  tronqué  à  base  triangulaire. 


Pour  déterminer  le  moment  statique  d'un  solide  terminé  par  des  faces  planes,  on 
peut  aussi  décomposer  ce  solide  en  prismes  tronqués  ayant  pour  bases  les  différents 
triangles  suivant  lesquels  on  peut  décomposer  la  surface  du  solide  et  terminés  à  un 
même  plan.  Nous  allons  rechercher,  en  employant  cette  méthode,  l'expression  du 
moment. 

Prenons  les  arêtes  du  prisme  parallèles  à  Taxe  des  z  et  limitons-le  au  plan  des  xy. 
L'expression  du  volume  du  prisme  pourra  être  mise  sous  la  forme  de  la  somme  des 
volumes  de  trois  pyramides  : 


63  = 


^1  yi  «t  1 

X,  y,  z,  1 

iTiyiO  1 


+ 


Xip^O  1 

xtytHi 

JCiVjO  1 


+ 


X,  j/i  0  1 
XjyfO  1 


=  F(zi  +  z,  +  z,), 


eo  désignant  par  Xiy^Zi les  coordonnées  des  sommets  de  la  base  du  prisme  et 

par  F  le  double  de  la  surface  de  la  projection  de  la  base  du  prisme  sur  le  plan  des 
^,  soit 


F  = 


^lyil 
x,y,l 
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On  en  déduit  : 

24  3Ry  =  [(2yj  +  y,  +  y,)Zi  +  (y,+2y,  +  yi)xj  +  (yi  +  ys  +  ?yi)si]F. 
24  3W.  =  [(zi  +  2,  +  Xj)zi  +  (xi  +  2,)x,  +  VJF. 

EnÛn,  en  désignant  par  Sx  la  somme  des  trois  abscisses  Xi^iOTs,  et  divisant  les 
moments  ci-dessus  par  3» ,  on  obtient  les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  savoir: 

4  Te  =  -tf  -I 


4  yc  =  5,-1- 


Sx 

«s 


O  A»t?      —m    St     "T       — — ^^— ^— —    , 

S» 

n  résulte  de  la  forme  de  ces  équations  que  les  coordonnées  xeye2ze  satisfont  à 
l'iquation  du  plan  de  la  base  du  prisme,  et  que  par  suite  le  centre  de  gravité  est 
situé  dans  le  plan  médian  des  arêtes. 

Ce  résultat  est  d'ailleurs  évident  de  lui-même,  car,  si  Ton  divise  le  prisme  en  élé- 
ments prismatiques,  les  centres  de  gravité  de  tous  ces  éléments  sont  situés  dans  ce 
plan. 


e)  Centre  de  gravité  des  ¥011111108  limités  par  des  faces  courbes. 

Si  un  corps  est  limité  par  des  faces  courbes,  on  le  partagera  par  des 
pians  parallèles,  en  prismes  de  même  hauteur,  cette  hauteur  étant  prise 
suflSsamment  petite  pour  qu'on  puisse  admettre  que  le  centre  de  graviJjS 
d'un  quelconque  de  ces  prismes  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  de  la 
section  moyenne  et  que  son  volume  soit  proportionnel  à  cette  section. 
On  pourra  alors  supposer  qu'en  ces  centres  de  gravité  on  fasse  agir  des 
forces  parallèles,  proportionnelles  à  ces  sections,  et  déterminer  leurs 
résultantes  par  la  méthode  du  n*  58  (p.  197). 

En  opérant  ainsi,  on  obtient  ordinairement  une  calotte,  au  lieu  d*uD 
prisme,  à  chaque  extrémité  du  corps.  Si  Ton  admet  que  la  section  de 
chaque  calotte,  par  un  plan  perpendiculaire  à  sa  base,  soit  une  parabole, 
on  peut  admettre  aussi  que  le  centre  de  gravité  est  situé  dans  la  section 
menée  au  tiers  de  la  hauteur.  Le  volume  de  la  calotte  peut  alors  être 
considéré,  ainsi  que  nous  Tavons  fait  remarquer  au  n*  31  (p.  13i), 
comme  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  demi-hauteur. 
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CHAPITRE    III 

MOMENTS    D'INERTIE 


98.   MOMENTS  d'ordre  SUPÉRIEUR  EN  GÉNÉRAL 

Nous  avons  montré  au  n*  4  (p.  26)  comment  on  peut  former  graphi- 
quement des  sommes  de  la  forme  Sx^y^z^P,  que  Ton  rencontre  quelque- 
fois en  mécanique,  et  où  les  P  représentent  des  forces  parallèles,  x,  y,  z 
les  distances  des  points  d'application  de  ces  forces  à  trois  plans  coor- 
donnés quelconques  et  mesurées  suivant  des  directions  arbitraires. 

Bien  que,  dans  la  statique,  on  n'ait  jamais  à  faire  la  somme  des  pro- 
duits de  différentes  forces  par  plus  de  deux  longueurs,  nous  croyons 
utile  d'indiquer  d'une  'façon  plus  complète  comment  ces  sommes  peu- 
vent être  construites. 

D'après  le  n*  59  (p.  200),  le  moment  statique  simple  de  diverses  forces 
parallèles,  par  rapport  à  un  plan  projetant  la  direction  de  ces  forces,  est 
proportionnel  au  segment  intercepté,  sur  l'intersection  de  ce  plan  et  du 
plan  de  projection,  par  les  c6tés  extrêmes  du  polygone  funiculaire  con- 
struit dans  ce  dernier  plan.  Le  moment  lui-môme  est  égal  au  produit  du 
segment  et  de  la  base  H  du  polygone  des  forces. 

Si  l'on  veut  obtenir  un  moment  du  second  degré  de  ces  forces,  on  n'a 
qu'à  construire  un  nouveau  polygone  funiculaire,  avec  une  nouvelle  base 
A,  en  considérant  les  moments  précédents  comme  des  forces.  Les  seg- 
ments que  l'on  obtient  alors  sont  évidemment  proportionnels  aux  mo- 
ments des  premiers  segments  considérés  comme  des  forces,  c'est-à-dire 
aux  produits  de  ces  segments  par  leurs  distances  au  plan,  par  rapport 
auquel  on  prend  les  moments.  Pour  obtenir  ces  produits  eux-mêmes,  on 
n'a  qu'à  multiplier  les  segments  par  A.  Ces  seconds  segments  sont  donc 
proportionnels  au  produit  des  forces  par  le  carré  des  distances  au  plan. 
D'ailleiirs   ces  seconds  segments  jouent  par  rapport  aux  premiers  le 
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même  rôle  que  ceux-ci  par  rapport  aux  forces  ;  il  en  résulte  que  lenr 
somme  est,  en  ayant  égard  aux  signes,  proportionnelle  à  la  somme  des 
produits  des  différentes  forces  par  leurs  distances  respectives  au  plan 
projetant.  Il  faut  multiplier  cette  somme  de  segments  par  HA  pour  obte- 
nir îy*P. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  répéterons  brièvement  les  opérations  précé- 
dentes en  nous  aidant  de  notations.  Supposons  que  Ton  se  donne  le  plan 
E,  par  rapport  auquel  on  prend  les  moments  du  second  degré ,  et  la  di- 
rection des  ordonnées  y,  dont  le  carré  doit  multiplier  chaque  force  P.  Si 
on  prend  arbitrairement  la  direction  des  forces  P,  la  direction  du  plan 
de  projection  S,  dans  lequel  on  doit  construire  le  polygone  funiculaire, 
se  trouvera  par  là  déterminée,  car  ce  plan  est  parallèle  à  la  fois  à  P  et  à 
y.  Inversement,  on  peut  choisir  arbitrairement  la  position  du  plan  S,  et 
les  forces  P  devront  être  prises  parallèles  à  Tinterseclion  des  plans  S  et 
E,  Cela  posé,  si  Ton  construit  dans  le  plan  S  un  polygone  des  forces  avec 
une  distance  polaire  H,  et  ensuite  un  polygone  funiculaire,  les  côtés  de 
ce  polygone  funiculaire  interceptent  sur  Tintersection  (ES)  des  segmenLs 
qui,  multipliés  par  H,  sont  égaux  à  Vy,  En  désignant  par  j9  la  somme  de 
ces  segments,  c'est-à-dire  la  longueur  interceptée  sur  (ES)  entre  les  côtés 
extrêmes  du  polygone  funiculaire,  on  aura  : 

tPy=p.YL, 

Ce  que  nous  venons  de  dire  n*est  que  la  répétition  du  procédé  indiqué 
au  n*  58  (p.  199).  Nous  pouvons  continuer  de  la  même  manière. 

Considérant  les  longueurs  p  comme  des  forces,  construisons  avec  ces 
longueurs  un  second  polygone  des  forces,  dont  la  distance  polaire  me- 
surée parallèlement  à  y  soit  A,  et  avec  ce  polygone  un  second  polygone 
funiculaire.  Les  différents  segments  interceptés  sur  la  droite  (ES)  parle 
premier  polygone  remplaceront  complètement  les  forces  P  dans  l'équa- 
tion précédente,  et  les  segments  du  second  polygone,  multipliés  par^ 

Pv* 
seront  égaux  aux  segments  du  premier  multipliés  par  y,  soit  à  -^ .  Dé- 
signons par /7^  leur  somme,  c'est-à-dire  le  segment  de  la  ligne  (ES)  inter- 
cepté par  les  côtés  extrêmes  du  second  polygone  funiculaire;   nous 
aurons  : 

p^hVL  =  Sy'P. 

Chaque  terme  de  la  somme  se  composant  du  produit  d'une  force  par 
deux  dimensions  linéaires,  on  devra,  d'après  le  n*  49  (p.  174),  mesurer 
l'une  quelconque  des  trois  longueurs  j9,.  A,  H  sur  l'échelle  des  forces,  et 
les  deux  autres  sur  l'échelle  des  longueurs. 
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SouTent  on  exprime  %*P  au  moyen  du  produit  de  £P  par  le  carré  d'une 
longueur  k.  Pour  obtenir  la  valeur  de  k,  on  n'a  qu'à  prendre  une  des 
deux  longueurs  A  et  H  égale  à  2P;  k  est  alors   évidemment  égal  à 

v(PjA,  car  on  a  : 

Si,  au  lieu  d'exécuter,  par  rapport  à  un  plan  E,  avec  une  direction  y, 
la  deuxième  opération  indiquée  ci -dessus  et  consistant  à  traiter  les  yP 
comme  on  a  traité  les  P,  on  exécute  cette  opération  par  rapport  à  un 
autre  plan  Ë  avec  une  direction  z,  on  obtient,  au  lieu  de  £y*P, 

p^AHrsSyzP. 

En  répétant  de  la  même  manière  cette  opération  dans  l'espace  au 
moyen  du  polygone  funiculaire ,  comme  nous  l'avons  montré  au  n*  58 
(p.  199),  on  peut  former  d'une  manière  générale  l'expression 

p^A«+m...-i  Hr=2iy"z"..;P. 

Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  que  la  direction  des  forces  P  était 
constante,  et  que  les  différents  plans  E,  E^  •».,  à  partir  desquels  on  me- 
sure les  y,  Zy  étaient  aussi  constants.  Mais  cette  condition  ne  s'impose 
nullement  pour  la  construction  :  on  peut,  si  le  problème  à  résoudre 
l'exige,  par  exemple  quand  les  P  représentent  des  masses  de  difTérentes 
grandeurs,  qui  doivent  suivre  dans  toutes  les  directions  les  forces  agis- 
sant sur  elles,  changer  la  direction  des  forces  P,  en  môme  temps  que  la 
position  du  plan  E,  qui  doit  d'ailleurs  être  toujours  parallèle  à  P. 

Lorsqu'on  détermine  des  moments  d'ordre  supérieur,  on  peut  rem- 
placer le  tracé  du  dernier  polygone  par  une  transforihation  de  surface 
du  polygone  précédent,  transformation  pour  laquelle  on  peut  utiliser  le 
planimètre,  car  la  surface  limitée  par  le  polygone  funiculaire,  par  les 
côtés  extrêmes  de  ce  polygone  et  par  une  parallèle  aux  forces,  qst  pro- 
portionnelle au  moment  d'ordre  suivant.  Décomposons  en  effet  cette  sur- 
face, que  nous  désignerons,  pour  simplifier,  par  l'expression  de  surfade 
de  momenty  en  triangles  ayant  pour  côtés  deux  côtés  consécutifs  du  po- 
lygone et  le  troisième  côté  sur  la  parallèle  aux  forces  (voir  fig.  24,  p.  21)  ; 
la  surface  du  premier  triangle  sera 

Ainsi,  pendant  que  les  deux  premiers  côtés  consécutifs  du  polygone  fu- 

AP 

niculaire  interceptent  sur  la  verticale  de  droite,  le  moment  {x^ — x,)  — -^ 

u 
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la  surface  du  triangle  compris  entre  ces  deux  c6tés  est  égale  à  la  moitié 
du  moment  d'ordre  suivant.  La  somme  de  tous  les  triangles  sera  par 
suite  égale  à  la  demi-somme  des  moments  d'ordre  suivants  de  tous 
lesAP. 

Poncelet  a  déjà  eu  Tidée  de  déterminer  les  moments  par  des  surfaces; 
mais  le  procédé  qu'il  a  employé  n'est  plus  en  harmonie  avec  l'étal  actuel 
des  méthodes  graphiques.  Le  tracé  d'un  nouveau  polygone  funiculaire 
est  plus  rapide  et  plus  général  que  la  transformation  des  surfaces,  et,  si 
on  veut  employer  un  planimètre,  il  est  préférable  de  recourir  au  plani- 
mètre  des  moments,  que  nous  décrirons  plus  loin,  au  n*  144.  Cet  instru- 
ment n'exige  en  effet  aucun  dessin. 

99.    VARIATION  DES  MOMENTS  d'iNBRTIB  POUR  DBS  DÉPLACEMENTS  PARALLÈLES 

DES  PLANS  COORDONNÉS 

Les  moments  du  second  degré  ou  moments  d'inertie  ont  une  impor- 
tance spéciale.  Nous  les  appellerons  moments  d'inertie,  même  quand  les 
distances  des  points  d'application  des  différentes  forces  ne  sont  pas  me- 
surées par  rapport  à  un  axe,  mais  par  rapport  à  un  plan  parallèle  à  la 
direction  des  forces.  Nous  allons  indiquer  quelques  propriétés  de  ces 
moments. 

La  recherche  des  moments  d'inertie  serait  très  compliquée  si  on  vou- 
lait déterminer  ces  moments  pour  un  système  ponctuel  quelconque 
dans  l'espace,  dont  chaque  point  serait  considéré  comme  le  point  d'ap- 
plication d'une  force  parallèle.  Mais,  dans  la  pratique,  cette  recherche 
se  simplifie  beaucoup,  quand  on  peut  disposer  de  la  position  et  de  la  di- 
rection des  axes,  par  exemple  quand  on  peut  choisir  des  axes  de  symé- 
trie. Pour  pouvoir  opérer  ainsi,  il  faut  que  Ton  sache  passer,  des  mo- 
ments déterminés  par  rapports  à  ces  axes  particuliers,  aux  moments 
pour  un  système  d'axes  quelconques.  Dans  ce  numéro,  nous  nous  bor- 
nerons à  étudier  les  variations  des  moments  d'inertie  pour  des  déplace- 
ments parallèles  des  axes;  plus  tard,  nous  étudierons  aussi  ces  change- 
mentSy  pour  des  rotations  des  axes  autour  de  l'origine. 

Soient  oTi,  y,  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine,  (xy),  (xy)  les 
coordonnées  du  point  d'application  d'une  forme  quelconque  AP  par  rap- 
port aux  deux  systèmes  d'axes.  On  aura  : 

x=x+x,,   y=y'+yi, 

et 

IxymV  =lxy'àP  +  x.Hy'àV  +  y,2ar'AP  -f  x,y,P 

en  posant  SaP  =  P. 
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Cette  expression  se  simplifie,  quand  la  nouvelle  origine  coïncide  avec 
le  centre  de  gravité  du  système,  car,  dans  ce  cas,  Sar'AP  et  ^yàP  sont 
nuls,  et,  si  on  désigne  par  G,P  le  moment  Zx'yàV  par  rapport  au  centre 
de  gravité,  on  obtient  : 

2xyAP  =  (x,yH-G,)P. 

Cette  équation  donne  aussi  la  valeur  de  C,P,  quand  le  moment  Sxy^P 
et  les  coordonnées  x^  y,  de  l'origine  sont  connus. 

On  peut  traduire  cette  équation  en  langage  ordinaire  en  disant  : 

La  différence  entre  le  moment  du  second  degrés  par  rapport  à  des  axes 
quelconques  et  le  moment  du  second  degrés  par  rapport  à  des  axes  parallèles 
passant  par  le  centre  de  gravité,  est  égale  au  produit  des  coordonnées  du 
rentre  de  gravité  et  de  la  somme  de  toutes  les  forces. 

Il  est  d'usage  de  représenter  les  moments  quadratiques  par  la  racine 
carrée  de  ces  moments,  préalablement  divisés  par  la  somme  des  forces. 
Cette  manière  d'opérer  est  souvent  avantageuse,  comme  nous  le  verrons 
dans  le  numéro  suivant.  On  pose  pour  cela  : 

Ix*aP  =  a'P,      LxyiiP  =  CP ,      Sy'aP  =  6»P, 
Sj;'«aP=A»P,     2xy'AP=C,P,      Iy'»APî=Â'P. 

En  adoptant  ces  notations,  l'équation  à  laquelle  nous  sommes  parve- 
nus plus  haut,  se  réduit  à  la  forme  simple: 

C  =  Xiy, +  C,. 
Kn  faisant  x^  =  y, ,  ou  y,  =  Jc, ,  on  a  aussi  : 

et 

/.«  =r  y,«  +  h\ 

On  a  souvent  à  composer  des  groupes  entiers  de  aP.  Nous  pouvons 
eflectner  cette  opération  en  tenant  compte  des  résultats  précédents.  Dé- 
signons par  x,y,.  les  ordonnées  du  centre  de  gravité  du  groupe  i,  par  P. 
la  somme  des  AP,  et  enfin  affectons  de  l'indice  t  les  A,  C,  A  correspondants 
à  ce  groupe.  Nous  aurons,  en  effectuant  la  sommation  par  groupes  : 

Sx»  AP  =  a*P  =  S(x,«  +  *,*)P< 
Sxy  AP  =  CP  =  S(x,y,  +  C,)P, 

Sy«AP  =  *«P  =  S(y.'  +  V)P.. 

Nous  devons  enfin  déterminer  les  moments  par  rapport  au  centre  de 
gravité  de  l'ensemble  des  différents  groupes.  Désignons  par  x^  y^  les 
coordonnées  de  ce  centre  de  gravité,  et  les  moments  correspondants  par 
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a%P,  C^P  et  ^%P.  Nous  aurons  pour  l'expression  de  ce  second  moment, 
en  ayant  égard  aux  relations  précédentes  : 

CJ>=S(j:.y,  +  C<)P,— x,y,P 

=  2C,P,  +  i  [(Xx.y.P,)  (SP,)  -  (2:x,P,)(Sy,P.)]. 

En  effectuant  les  opérations  indiquées,  on  voit  que  tous  les  prodoits 
.qui  ont  les  mêmes  indices,  c'est-à-dire  qui  sont  de  la  forme  x^y^V^,  se 
détruisent  réciproquemenL  Quant  aux  produits  qui  ont  des  indices  dif- 
férents i  et  A,  le  coefficient  de  P^P»  est  : 

On  a  par  suite  : 

aP  =  SG,P,  +|s(x,-xJ(y,-y,)P,P*. 

On  peut  aussi  mettre  cette  équation  sous  la  forme  suivante,  qui  est 
cependant  moins  simple  : 

'    C,P  =  i  {SG.P/  +  srA.+C,  +  (x,-x,)(y,-^.y,)lP,P*j. 

En  faisant  coïncider  les  deux  axes  des  x  et  des  y,  comme  précédem- 
ment, on  obtient  les  valeurs  de  o^^P  et  de  i%P,  savoir  : 

a\V  =  SVP,  +  *^  ll[x,  -  x,Y  P,P,  ^ 

=  ^  I s*,»p,«  +  s[V  +  V  +  (^, -  x,Y]v,v,  j , 

G,P  =  C,P,  +  ^  ^x,  -  X,)  (y,-yOP,P* 

=  p  l2C,P\  +  S[C,+ G,  +  (x,-a:,)(y.-y.)]P.P*|, 

^%P=SA,«P,«+i{y,-^yO«P,P* 

=  p  I  WP,«  +  S  [h,-  +  A,«  +  (y,  -  y,)«]P,P,| . 

Dans  ces  expressions,  lorsqu'il  n'y  a  qu'un  seul  indice,  le  signe  S 
s'étend  à  tous  les  groupes,  tandis  que,  lorsqu'il  y  a  deux  indices  t  et*, 

i 

le  signe  S  s'étend  aux  r  n  (n  —  1)  combinaisons  possibles  de  deux  in- 

dices  différents. 
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Quand  SA,«P<  peut  être  négligé,  le  moment  d'inertie  a\V  se  réduit  à  la 
somme 

Si  Ton  n'a  que  deux  groupes  P,  et  P„  l'expression  devient,  à  cause 
deP=Pj  +  P,  : 


-m- 

où  d  représente  la  distance  des  centres  de  gravitéj  des  deux  groupes. 
Enfin,  en  réduisant  le  moment  à  la  distance  d,  on  obtient  la  résultante 


Voir  n*  2  (p.  12). 


100.   ELLU^B  d'inertie 


Après  avoir  étudié  les  variations  que  subissent  les  moments  de  se- 
cond ordre  pour  des  déplacements  parallèles  des  axes,  nous  allons  étu- 
dier ces  changements  pour  des  rotations  autour  de  l'origine. 

Cherchons  d'abord  à  exprimer  le  moment  Sy*AP  =  A*P,  par  rapport 
à  un  axe  g  passant  par  l'origine,  au  moyen  des  moments  Sx*AP  =a*P, 
^xyAP=  CP  etI!^*AP=6*P.  Gela  fait,  nous  mènerons,  de  part  et  d'autre 
de  l'origine,  des  parallèles  à  l'axe  y  à  une  distance  A,  mesurée  suivant  la 
direction  des  nouvelles  coordonnées  ;,  et  nous  chercherons  l'enveloppe 
de  toutes  ces  parallèles  lorsque  l'axe  q  tourne  autour  de  l'origine. 

Avant  tout,  Vious  ferons  remarquer  que  la  position  de  ces  parallèles 
est  indépendante  de  la  direction  suivant  laquelle  on  mesure  les  coor- 
données q.  Si  en  effet  on  change  cette  direction,  les  deux  membres  de 
l'égalité  Sy'AP  =  A'P  sont  multipliés  par  le  môme  facteur,  et  l'égalité 
n'est  pas  modifiée. 

Nous  pouvons  par  suite  mesurer  les  distances  des  points  d'application 
des  forces  élémentaires  AP  à  l'axe  y,  c'est-à-dire  les  coordonnées  y,  sui- 
vant une  direction  quelconque.  Si  nous  supposons  que  l'axe  q  soit  l'axe 
des  X  déplacé  autour  de  l'origine,  nous  conserverons  l'axe  des  y  fixe,  et 
nous  aurons  simplement  : 
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t  étant  le  coefficient  angulaire  de  Taxe  q  {fig.  166).  En  substituant  cette 
valeur  de  q  dans  Sy*AP,  on  obtient  : 

u 
Pour  construire  cette  valeur  de  A,  menons  des  parallèles  aux  axesde> 

Fig.  166. 


X  et  des  y  aux  distances  d=  a  et  di  6  ;  Taxe  des  x  et  i*axe  ^  interceptent 
sur  les  parallèles  à  Taxe  des  y  la  longueur  ot.  Portons  sur  ces  mêmes 

Q 

parallèles,  à  partir  de  Taxe  des  x,  une  longueur  - ,  et  élevons  à  Textré- 

mité  de  cette  longueur  une  perpendiculaire  à  Taxe  des  y.  En  décrivant, 
du  point  x  =  a,  y  =  o  comme  centre,  avec  b  comme  rayon,  une  demi- 
circonférence ,  cette  demi -circonférence  interceptera  sur   la  perpen- 


diculaire la  longueur 


\/' 


La  distance  de  l'extrémité  de  cetti* 


perpendiculaire^  au  point  d'intersection  de  Taxe  q  avec  la  droite  x=^a, 
est  égale  à  h.  Nous  rabattons  cette  longueur  h  sur  07  =  a,  au  moyen 
d'une  demi-circonférence,  et,  par  les  deux  points  ainsi  obtenus,  nous 
menons  les  parallèles  à  9,  dont  nous  voulons  chercher  Tenveloppe. 

Cette  enveloppe  est  une  ellipse,  appelée  ellipse  d'inertie;  elle  a  pour 
centre  lorigine  0,  est  tangente   aux  parallèles  x  =  dia,  aux  points 

G  C 

,y  =  db  -  ,  et  par  suite  aux  parallèles  y  =  dz  *,  aux  points  x  =  ±  -1  et 
(i  0 
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coupe  les  axes  des  x  et  des  y  aux  points  y  =  1/  ** 1-  et  a?=  i/  a* — jy. 

Ces  conditions  sont  plus  que  suffisantes  pour  déterminer  Tellipse. 

En  effet,  les  différents  couples  de  tangentes  parallèles  déterminent 
sur  la  tangente  x^=^a  une  involution  de  points,  dont  le  centre  est  au 

point  de  contact  y  =  -  de  cette  tangente,  et  dont  la  puissance  est  égale 

au  carré  du  diamère  conjugué  6* j.  Or,  comme  le  diamètre  parallèle 

aux  tangentes  considérées  coïncide  avec  ;,  il  en  résulte  que  ces  tan- 
gentes enveloppent  une  ellipse,  satisfaisant  aux  conditions  indiquées 
plus  haut. 

Le  produit  des  coordonnées  des  points  de  contact  sur  les  parallèles 

C  C 

x  =  ±:a  et  y  =  ±  b  est  égal  à  6.  -  =  a.  -  =  G.    Gomme   d'ailleurs 

0  a 

nous  n*avons  fait  aucune  hypothèse  sur  la  position  et  la  direction  des 

axes  coordonnés,  ce  résultat  est  général,  et  nous  pouvons  dire  : 

Le  moment  SpqAP  par  rapport  à  deux  axes  quelconques  est  égal  au  pro^ 
duit  des  coordonnées  de  V extrémité  du  diamètre  qui,  dans  l'ellipse  d'inertie, 
est  conjugué  à  la  direction  p  ou  à  la  direction  q. 

Si  les  deux  axes  coïncident,  le  produit  des  coordonnées  devient  le  carré  h* 
de  la  distance,  par  rapport  à  taxe  q,  de  la  tangente  parallèle  à  cet  axe. 

Quand  les  axes  peiq  sont  des  diamètres  conjugués  Ipq^r  est  nul,  car 
lune  des  coordonnées  de  Textrémité  du  diamètre  conjugué  hp  on  k y 
est  alors  égale  à  0.  . 

Le  produit  est  le  même,  quel  que  soit  celui  des  deux  diamètres  con- 
jugués aux  axes  que  Ton  considère,  car  ce  produit  est  respectivement 

G  C 

pour  y  et  pour  x,  comme  nous  Tavons  vu  plus  haut,  a .  -  et  6 .  y  =  G.  il 

a  0 

en  résulte  que  les  extrémités  de  ces  deux  diamètres  sont  situées  sur  une 

G       G 

parallèle  à  la  diagonale  du  quadrilatère  ax,  ùy,  car  —  et  t-  sont  dans  le 

a       0 

rapport  de  6  à  a,  et  par  suite  les  tangentes  -f-  a  et  4-  ^  sont  divisées  en 

G        G 
parties  proportionnelles,  par  les  extrémités  des  segments  -  et  r-.  Gette 

propriété  peut  se  déduire  aussi  de  ce  que  toutes  les  droites,  qui  joignent 
les  points  de  contact  d'un  quadrilatère  circonscrit,  passent  par  un 
sommet  du  triangle  polaire  de  ce  quadrilatère.  En  effet,  dans  le  cas  du 
parallélogramme  circonscrit  d=  a  J:  b,  le  triangle  polaire  se  compose  des 
deux  diagonales  et  de  la  droite  à  Tinfini  ;  par  suite,  les  droites  qui  joi- 
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gnent  les  points  de  contact  doivent  être  parallèles  à  Tune  des  diagonales 
ou  passer  par  le  centre  0. 

Cette  propriété  nous  fournit  un  moyen  simple  de  déterminer  le  point 
de  contact  d*une  nouvelle  tangente  4~  A-  La  droite  qui  joint  les  points 
de  contact  des  tangentes  -f  a  et  4"  ^  ^^^  ^^  ^^^^  parallèle  à  la  diago- 
nale açy  yh.  En  joignant  ce  point  de  contact  au  centre  0,  on  obtient  le 
diamètre  conjugué  à  q.  Les  intersections  de  ces  diamètres  conjugués  et 


v/^ 


de  a  forment  avec  l'extrémité  de  la  longueur  W  6' ^   un   triangle 

rectangle,  ce  qui  donne  un  autre  procédé  pour  construire  le  point  de 
contact.  ^ 

Pour  obtenir  les  extrémités  du  diamètre  ;,  on  peut,  de  Tintersection 
du  diamètre  conjugué  à  q  et  de  +  a  comme  centre,  rabattre  au  moyen 


v^ 


d'une  demi-circonférence  l'extrémité  de  i/  ft' jsura;  en  menant, 

des  deux  points  ainsi  obtenus,  des  parallèles  au  diamètre  conjugué  à  ;, 
ces  parallèles  sont  tangentes  à  l'ellipse  et  passent  par  les  extrémités  de 
q.  On  peut  aussi,  par  le  point  de  contact  de  4-  ^f  mener  une  parallèle 
au  diamètre  conjugué  à  q\  cette  parallèle  et  a  coupent  q  en  des  points 
conjugués  ;  par  suite,  la  longueur  du  demi-diamètre  q  est  moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  distances  de  ces  deux  points  au  centre  0.  .Nous 
n'avons  pas  eifectué  cette  construction  sur  la  fig,  166  parce  qu'elle  au- 
rait été  trop))etite. 
On  obtient  les  intersections  des  axes  de  l'ellipse  avec  a  au  moyen  du 

cercle  qui,  ayant  son  centre  sur  a,  passe  par  l'extrémité  de  V/  **  — -, 

et  par  0.  On  peut  construire  les  longueurs  de  ces  axes  au  moyen  de 
Tune  des  méthodes  que  nous  venons  d'indiquer.  On  peut  aussi  faire 
tourner  de  90*  un  diamètre  quelconque,  joindre  l'extrémité  de  ce  dia- 
mètre conjugué  au  premier,  puis  décrire  un  cercle  sur  cette  droite 
comme  diamètre;  les  longueurs  des  axes  seront  les  distances  du  centre 
0  de  l'ellipse,  au  point  du  cercle  qui  en  est  le  plus  rapproché  et  au  point 
qui  en  est  le  plus  éloigné.  Cette  construction  est  l'inverse  de  la  con- 
struction ordinaire  d'une  ellipse,  au  moyen  de  deux  cercles  concentri- 
ques^ ayant  pour  rayons  les  longueurs  des  axes,  et  n'exige  par  suite  au- 
cune explication  spéciale. 

Dans  les  constructions  qui  précèdent,  nous  avons  supposé  que  les 

données  étaienta,  C  et  b.  Mais,  au  lieu  de  construire  G=(Sâ!^AP):P,  on 

.peut  construire  le  moment  d'inertie  Sj'aP  =  A*P  pour  un  troisième  aie, 

'  etles  données  pour  la  construction  de  l'ellipse  sont  alors  a,  6  et  A.  Ce 
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caspeut  se  ramener  immédiatement  au  premier,  en  décrivant  deux  demi- 
cercles  ayant  leurs  centres  sur  a  et  passant  par  les  points  d'intersection 
des  tangentes  dz  b  parallèles  à  or,  et  zb  A  parallèles  à  q  avec  -f-  ^*  L'inter- 
section de  ces  deux  demi-cercles  esf  l'extrémité  de  la  perpendiculaire 


\/ 


6* j,  dont  le  pied  est  le  point  de  contact  de  la  tangente  -(-  a  et 


fournit  la  grandeur  -,  dont  nous  nous  sommes  servis  dans  notre  con- 

a 

6truction. 


101.    ELUPSE    CENTRALE 


Les  constructions  développées  dans  le  numéro  précédent  sont  géné- 
rales et  s'appliquent  à  des  points  quelconques.  Si,  en  particulier,  on  les 
effectue  pour  le  centre  de  gravité,  on  pourra,  d'une  manière  très  simple, 
d'après  les  règles  du  n*  99,  passer,  des  moments  déterminés  par  rapport 
à  des  axes  quelconques»  passant  par  le  centre  de  gravité,  aux  moments 
par  rapport  à  des  axes  parallèles.  En  raison  des  facilités  que  donne  la 
construction  de  l'ellipse  d'inertie,  pour  la  détermination  des  moments 
quelconques,  on  commence  toujours  par  construire  cette  ellipse,  qui 
porte  le  nom  d'ellipse  centrale. 

Si  l'on  désigne,  sous  le  nom  d'antipôle  d'une  droite,  le  pôle  d'une  droite 

Fig.  167. 


symétrique  de  la  première  par  rapport  au  centre  de  l'ellipse,  le  moment 
SxyAP  (Tun  système  de  AP  pa7'  rapport  à  deux  axes  quelconques  est  égal  à  P, 
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multiplié  par  le  produit  de  la  dislance  z,  du  centre  de  gravité  â  tun  des 
axes^  par  la  distance  y,  de  r antipôle  de  cet  axe  à  tautre  ûwre,  c'est-à-dire 
que  Von  a  SxyAP  =x^ypP  ou  x^y^P,  si  y„  et  x,  représentent  les  distances  du 
centre  de  gravité  à  Faxe  des  x  et  celle  de  tantipôle  de  cet  axe  à  taxe  des  y. 
On  a,  en  effet,  diaprés  le  n*  99  : 

2  xyiP  =  (x,y„  +  C)P  =  x.  (yc+  |JP. 

La  distance  du  pôle  et  par  suite  de  Taniipôle  de  Taxe  des  y,  au  canire 

de  gravité  est  égale  à  — ,  k  désignant  la  distance  de  la  tangente  parallèle 

à  Taxe  des  y,  au  centre  de  gravité.  Si  Ton  mène  par  le  centre  de  gravité 
une  parallèle  à  Taxe  des  x^  la  distance  de  Tantipôle  à  cette  parallèle  est 

égaie  à  ^  .  car  <.„  a  : 


X, 


{]    ,       C     A'       C 


X^      Xff 


Far  suite  y„  -{ —  est  égal  à  la  distance,  mesurée  suivant  la  direction 

des  y^  de  Tantipôle  à  Taxe  des  x,  distance  que  nous  avons  désignée  par 
^p,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

La  construction  de  x^^l?  offre  le  meilleur  moyen  de  composer  des 
groupes  de  AP,  par  exemple  une  surface  principale  avec  d'autres  groupes 
ou  surfaces.  Pour  construire  les  deux  polygones  funiculaires,  on  suppo- 
sera, pour  le  premier,  les  masses  concentrées  au  centre  de  gravité,  et 
pour  le  second  à  Tantipôle  du  premier  axe.  Parfois  cependant,  lorsque 
le  centre  de  gravité  est  voisin  des  axes  et  que  x^  est  très  petit  ou  égal  à  0, 

cette  construction  n'est  plus  facilement  applicable,  parce  que  —  devient 

alors  très  grand  ou  oo.  On  peut  dans  ce  cas  recourir  par  divers  moyens 
à  une  construction  directe  des  GP.  La  proposition  suivante  peut  aussi 
être  très  utile. 

On  obtient  (x^*  +  ^*)P  ^l  (Xcy*  +  C)P  en  supposant  j  P  concentré  à  cha- 

que  extrémité  du  diamètre  conjugué  à  Taxe,  à  partir  duquel  les  x  sont  me- 
surés. On  a  en  effet  : 

Si  l'ellipse  centrale  d'un  système  de  aP  est  donnée,  il  est  très  facile. 
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à  l'aide  de  cette  proposition ,  de  construire  Tellipse  d'inertie  pour  un 
point  quelconque  et  réciproquement.  • 

Joignons  {fig.  168)  le  point  0  au  centre  S  de  Teliipse  centrale,  qui  est 


le  centre  de  gravité  du  système,  et  prenons  comme  axe  desx  la  ligne  qui 
réunit  ces  deux  points.  L'axe  des  y  étant  supposé  pai*allèle  au  diamètre 
conjugué  de  Tellipse  centrale,  nous  aurons  dans  l'égalité  : 

SryAP  =  {x,}/,  +  C,)P, 

G,  =  0,  parce  que  les  parallèles  aux  axes  menées  par  le  centre  de  gra- 
vité sont  des  diamètres  conjugués.  Par  suite,  y,  étant  nul,  SaryAP  est 
aussi  égal  à  0.   Les  axes  ainsi  choisis  sont  conjugués  dans  l'ellipse 
d'inertie. 
De  plus,  on  a  : 

^^=isy«AP  =  y;-  +  A»  =  A'. 

Les  deux  diamètres  conjugués  à  l'axe  des  x  sont  donc  égaux,  c'est-à- 
dire  que  les  deux  groupes  de  tangentes  parallèles  à  l'axe  des  x  coïnci- 
dent. Enfin,  on  a  encore  : 

a*=isx«AP=y,*+A^ 

La  construction  de  a  est  indiquée  sur  la  fig,  168;  a  doit  toujours  être 
plus  grand  que  x^.  Si  l'ellipse  d'inertie  et  le  centre  de  gravité  étaient 
donnés,  on  pourrait  tout  aussi  facilement  construire  A;'  =  a* — acc*. 

Les  diagonales  ponctuées  du  parallélogramme  circonscrit  à  l'ellipse 
d'inertie  sont  des  diamètres  conjugués;  ils  coupent  évidemment  l'ellipse 
«centrale.  Comme,  dans  deux  groupes  de  diamètres  conjugués  quelcon- 


380  MOMENTS  DES  FORGES  PARALLÈLES. 

ques,  les  deux  diamètres  de  Tun  des  groupes  sont  toujours  séparés  Tun 
de  Tautre  par  un  diamètre  de  l'autre  groupe,  il  en  résuite  que,  sur  deux 
diamètres  conjugués  quelconques,  il  y  en  a  toujours  un  qui  est  compris 
entre  les  diagonales  et  par  suite  qui  coupe  l'ellipse  centrale.  En  général, 
on  peut  dire  que,  sur  deux  diamètres  conjugués  quelconques,  il  y  en  a 
toujours  un  pour  lequel  les  points  d'application  des  aP  sont  situés  de 
part  et  d'autre  de  ce  diamètre,  car  si  tous  les  aP  se  trouvaient  compris 
dans  un  seul  et  même  angle  formé  par  deux  diamètres  conjugués,  tous 
les  xyiV  seraient  de  même  signe  et  ^xy^V  ne  pourrait  pas  être  nul. 

Nous  pouvons  résumer  de  la  manière  suivante  les  propositions  que 
nous  venons  de  développer. 

L* ellipse  centrale  d'un  système  (te  à?  a  detix  tangentes  parallèles  communes 
avec  toutes  les  ellipses  d'inertie. 

Les  diamètres  conjugués  au  diamètre  commun  des  deux  ellipses  sont  pa- 
rallèles. Le  centre  de  gravité  du  système  est  à  Fintérieur  de  toutes  les 
ellipses. 

Les  aP  ne  peuvent  être  tous  situés  dans  un  seul  des  angles  formés  par  deux 
diamètres  conjugués^  et^  sur  deux  diamètres  conjugués  quelconques,  il  y  en 
a  au  moins  un  qui  coupe  P ellipse  centrale, 

La  diff'érence  des  caiTés  des  longueurs  du  diamètre  commun  de  teUipse 
centrale  et  d'une  ellipse  d'inertie  est  égale  au  carré  de  la  distance  des  centres 
de  ces  deux  ellipses. 

Lorsque  le  centre  de  l'ellipse  d'inertie  s'éloigne,  dans  une  direction 
d'ailleurs  quelconque,  du  centre  de  gravité,  c'est-à-dire  du  centre  de 
l'ellipse  centrale,  le  diamètre  conjugué  à  cette  direction  reste  constant, 
tandis  que  le  diamètre  correspondant  à  cette  direction  est  toujours  égal  à 
V^e'  +  A',  x^  représentant  dans  cette  relation  la  distance  du  nouveau 
centre  au  centre  de  gravité,  et  k  étant,  comme  plus  haut,  la  longueur  du 
demi-diamètre  de  l'ellipse  centrale  correspondant  à  la  direction  de  x^,  Â 
mesure  que  la  distance  du  centre  de  l'ellipse  d'inertie  au  centre  de  gra- 
vité augmente,  le  contour  de  l'ellipse  d'inertie  se  rapproche  asymptoti- 
quement  du  centre  de  gravité. 

Si  l'on  choisit  une  droite  quelconque  comme  axe  des  y  et  que  l'axe  des 
z  doive  passer  par  le  centre  de  gravité  et  être  situé  de  telle  façon  que 
SyzP  soit  égal  à  0,  cet  axe  est  dans  l'ellipse  centrale  le  diamètre  conjugué 
à  la  direction  des  y. 

Si  toutes  les  forces  peuvent  être  groupées  de  telle  façon  que  tous  les 
points  d'application  des  forces  d'un  même  groupe  soient  sur  une  même 
droite,  et  que  ces  différentes  droites  soient  parallèles,  qu'en  outre  les 
points  d'application  de  la  résultante  de  chaque  groupe  àoient  aussi  situés 
sur  une  même  ligne  droite,  les  diamètres  de  l'ellipse  centrale  parallèles 
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à  ces  deux  droiles  sont  conjugués,  et  il  en  est  de  même  des  diamètres 
parallèles  de  toutes  les  ellipses  d'inertie,  dont  les  centres  sont  situés  sur 
un  de  ces  diamètres  de  Tellipse  centrale. 

Si  toutes  les  forces  peuvent  être  groupées,  de  telle  façon  que  les  centres 
des  ellipses  centrales  de  chaque  groupe  isolé,  soient  situés  sur  une  même 
droite  et  que  les  diamètres  conjugués  à  cette  droite  dans  toutes  les 
ellipses  soient  parallèles,  le  diamètre  parallèle  à  cette  direction  dans 
Vellipse  centrale  de  tous  les  systèmes  est  conjugué  à  la  ligne  des  centres. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  naturellement  aussi  au 
cas^  où  les  diamètres  conjugués  sont  perpendiculaires  les  uns  aux  autres 
et  sont  par  suite  des  axes  principaux  du  système. 
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Gomme  ^xyiP  ne  coniient  que  le  produit  de  deux  coordonnées,  on 
peut  étendre  immédiatement  à  l'espace  les  résultats  que  nous  venons 
d'obtenir.  Si  l'on  projette  parallèlement  à  l'axe  des  z  sur  le  plan  ory,  les 
points  d'application  de  tous  les  aP,  on  pourra  construire  dans  ce  plan 
une  ellipse  centrale  et  des  ellipses  d'inertie  quelconques.  Si  l'on  consi- 
dère toutes  ces  courbes  comme  les  directrices  de  surfaces  cylindriques, 
ayant  pour  génératrices  des  parallèles  à'I'axe  des  z,  on  pourra  appliquer 
à  l'espace  ce  que  nous  avons  dit  dans  les  trois  numéros  précédents  au 
sujet  des  moments  ^xyiP  (expression  dans  laquelle  on  peut  supposer 
X  =  y),  en  remplaçant  les  ellipses  par  les  cylindres  dont  nous  venons 
de  parler.  Gomme  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  spéciale  au  sujet 
de  la  position  et  de  la  direction  des  plans  xz  eiyx^  nous  pouvons  énoncer 
d'une  manière  générale  la  proposition  suivante  :  Si  l'on  forme,  par  rap- 
port à  tous  les  plans  d'un  faisceau  de  premier  ordre,  les  Sp'AP,  et  si 
Ton  mène  deux  plans  parallèles  à  chaque  plan  du  faisceau  aux  distances 

dti/-Sp'AP,  tous  ces  plans  enveloppent  un  cylindre  elliptique,  dont 

l'axe  coïncide  avec  celui  du  faisceau  de  plans.  Si  l'on  détermine  les  deux 
génératrices  situées  dans  le  plan  diamétral  qui  est  conjugué  au  plan 
par  rapport  auquel  les  p  sont  mesurés,  YlpqA?  sera  égal  au  produit  p^q^ 
des  distances  de  ces  génératrices  aux  plans  p  et  q,  multiplié  par  P.  Si 
l'intersection  des  deux  plans  décrit  un  faisceau  dans  le  plan  des  xy^ 
autour  de  l'origine  des  coordonnées,  toutes  ces  surfaces  cylindriques 
ont  deux  plans  tangents  communs,  savoir  ceux  qui  sont  parallèles  au 
plan  des  xy.  De  plus,  chacun  de  ces  cylindres  a  deux  plans  tangents 
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communs  avec  le  premier  cylindre  qui  a  pour  axe  Taxe  des  z.  Par  suite, 
toutes  ces  surfaces  cylindriques  enveloppent  un  ellipsoïde.  Si,  parmi  les 
plans  qui  passent  par  les  axes  des  cylindres,  on  en  choisit  un  quel- 
conque p,  et  si  Ton  détermine  la  génératrice  située  dans  le  plan  diamé- 
tral conjugué  à  ce  plan,  cette  génératrice  sera  tangente  à  l'ellipsoïde  à 
l'extrémité  du  diamètre  qui  est  conjugué  à  ce  même  plan  dans  Tellip- 
soïde.  Si  Ton  prend  un  second  plan  quelconque  à  partir  duquel  on 
mesurera  les  q^  Y^pq^V  sera  égal  à  P  fois  le  produit  pxq^  des  distances  à 
ces  mômes  plans  de  Tune  des  extrémités  du  diamètre,  qui  est  conjugué 
h  Tun  de  ces  plans. 

Si  Tun  des  plans  contient  le  diamètre  conjugué  à  l'autre.  Tune  des 
deux  distances  p^q^  est  nulle,  et  par  suite  on  a  "Lpq^V  =  0.  De  cette  ma- 
nière on  peut,  au  moyen  de  l'ellipsoïde  d'inertie,  déterminer  les  mo- 
ments S/7^aP  par  rapport  à  deux  plans  quelconques  passant  par  l'origine. 

L'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  centre  de  gravité  s'appelle  ellipsoïde 
central.  Si  cet  ellipsoïde  est  donné,  il  est  facile  de  passer,  de  deux  plans 
contenant  le  centre  de  gravité,  à  deux  plans  parallèles  passant  par  un 
point  quelconque.  Les  formules  du  n*  99  s'appliquent,  sans  aucune 
modification,  à  cette  transformation,  et  il  en  est  de  même  des  résultats 
que  nous  en  avons  déduits  au  n»  101.  Il  nous  paraît  inutile  de  répéter 
ces  formules;  par  contre,  nous  croyons  utile  d'énoncer  les  résultats 
auxquels  on  arrive,  en  les  étendant  aux  figures  de  l'espace  et  en  y  opé- 
rant les  modifications  nécessaires.  Par  analogie  avec  ce  qui  précède, 
nous  entendrons  par  antipôle  d'un  plan,  le  pôle  du  plan  symétrique  du 
premier,  par  rapport  au  centre  de  l'ellipsoïde. 

Le  moment  Sxy^P  d'un  système  de  aP  par  rapport  à  deux  plans  quel- 
ronques  xz  et  yz  est  égal  à  P  fois  le  produit  de  la  distance  x^  du  centre  dt* 
gravité  n  Vun  de  ces  plans  par  la  distance  Vp  de  Fantipôle  de  ce  plan  à  F  autre 
plan;  en  d'antres  termes,  on  a  SxyAP^=  x^y^P,  e^  =  XpyçP,  en  désignant 
par  y  g  la  distance  du  centre  de  gravité  au  plan  des  xz  et  par  Xp  celle  de  tan- 
tipôle  de  ce  plan  au  plan  des  yz.  Cette  somme  est  égale  à  0  pour  des  diamè- 
tres conjugués. 

1 

On  obtient  également  Sx*aP  et  SxyAP,  en  supposant  une  force  -  P  con- 

2 

centrée  à  chaque  extrémité  du  diamètre  qui  est  conjugué  au  plan,  à  partir 
duquel  les  x  sont  mesurés. 

^ellipsoïde  central  et  un  ellipsoïde  d'inertie  quelconque  peuvent  toujours 
être  enveloppés  par  une  surface  cylindrique. 

Les  plans  diamétraux  conjugués  au  diamètre  commun  des  deux  ellipsoïdes 
sont  parallèles  et  coupent  les  ellipsoïdes  et  les  surfaces  cylindriques  suivant 
les  deux  ellipses  de  contact  qui  sont  congruentes. 
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La  différence  des  carrés  des  longueurs  du  diamètre  commun  à  Vellipsotde 
d'inertie  et  à  FelUpsoîde  central  est  égale  au  carré  de  la  distance  des  centres 
des  ellipsoïdes. 
Le  centre  de  gravité  est  à  Vintérieur  de  tous  les  ellipsoïdes. 
Les  aP  ne  peuvent  être  tous  situés  dans  le  même  angle  de  deux  plans  dia- 
métraux, conjugués  dans  un  ellipsoïde  d* inertie ^  e/,  sur  deux  de  ces  plans ^ 
il  y  en  a  au  moins  un  qui  coupe  V ellipsoïde  central. 

Nous  entendons  ici  par  plans  diamétraux  conjugués  deux  plans  tels 
que  chacun  d'eux  passe  par  le  diamètre  conjugué  à  l'autre  plan. 

Si  Ton  suppose  que  le  centre  0  coïncide  d*abord  avec  le  centre  de 
gravité  S  et  s*en  éloigne  ensuite,  suivant  une  direction  quelconque  SO, 
Fellipse  conjuguée  à  cette  direction  se  meut  avec  lui;  deux  diamètres 
conjugués  quelconques  de  cette  ellipse  restent  parallèles,  conjugués 
entre  eux  et  ne  changent  pas  de  grandeur;  le  diamètre  situé  suivant  la 
direction  OS  est  le  seul  qui  varie  ;  la  longueur  de  ce  diamètre  doit  tou- 
jours être  égale  à  y^x^'  +  A*. 

Bien  que  ce  diamètre  aille  toujours  en  grandissant,  son  extrémité  se 
rapproche  de  plus  en  plus  du  centre  de  gravité  S,  car  \/ar/-|- A*  —  x^ 
diminue  lorsque  Xe  croît. 

Les  plans  tangents  aux  extrémités  de  ce  diamètre  coupent  le  cylindre 
qui  enveloppe  toutes  ces  ellipses  parallèles,  suivant  une  ellipse,  qui 
appartient  à  la  fois  à  la  série  des  ellipses  qui  ne  changent  pas  de  gran- 
deur et  à  la  série  des  ellipses  qui  engendrent  le  cylindre.  Si  Ton  projette 
cette  ellipse  du  centre  de  Tellipsoïde,  Tangle  solide  que  Ton  forme  ainsi 
renferme  toujours  Tun  des  diamètres  de  tous  les  groupes  possibles  de 
trois  diamètres  conjugués;  deux  de  ces  diamètres  peuvent  même  être 
situés  sur  la  surface  conique  qui  enveloppe  cet  angle  solide;  comme 
cette  surface  conique  coupe  Tellipsoîde  central,  suivant  deux  ellipses 
semblables  et  le  pénètre  entièrement,  il  en  résulte  que,  sur  trois  dia- 
mètres conjugués  d*un  ellipsoïde  d'inertie,  il  y  en  a  toujours  au  moins 
an  qui  rencontre  Tellipsoïde  central. 

Si  trois  diamètres  conjugués  doivent  être  déterminés  par  la  condition 
que  l'un  passe  par  le  centre  de  gravité,  centre  de  l'ellipsoïde  central,  et 
que  les  deux  autres  soient  situés  dans  un  plan  donné,  le  premier  de  ces 
diamètres  est  le  diamètre  conjugué  dans  l'ellipsoïde  central  à  la  direc- 
tion du  plan  donné,  et  tes  deux  autres  sont  parallèles  à  deux  diamètres 
conjugués  dans  ce  plan. 

Si  les  forces  aP  peuvent  être  groupées,  de  telle  manière  que  tous  les 
points  d'application  d'un  même  groupe  soient  en  ligne  droite,  que 
'  toutes  ces  lignes  droites  soient  parallèles,  et  qu'enfln  les  points  d'appli- 
cation des  résultantes  de  chaque  groupe  soient  situés  dans  un  même 
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plan,  la  direction  des  parallèles  et  la  position  de  ce  plan  sont  conjuguées 
dans  tous  les  ellipsoïdes  d^inertie,  dont  les  centres  sont  situés  ^r  une 
parallèle  aux  droites  de  direction  constante,  contenant  les  points  d'appli- 
cation et  menée  par  le  centre  de  gravité  de  tout  le  système.  Il  suflBt  de 
démontrer  cette  propriété  pour  l'ellipsoïde  central,  car,  d*après  ce  qui  a 
été  dit  plus  haut,  il  en  sera  de  même  pour  tout  ellipsoïde  dont  le  centre 
est  situé  sur  la  parallèle  dont  nous  venons  de  parler. 

Prenons  pour  plan  des  xy  le  plan  dans  lequel  sont  situés  les  points 
d'application  des  résultantes  de  chaque  groupe,  et  pour  axe  des  z  cette 
parallèle  menée  par  le  centre  de  gravité;  x  ei  y  seront  constants  pour 
toutes  les  forces  d'un  même  groupe.  En  outre,  dans  chaque  groupe, 
SzP  est  égal  à  0,  puisque,  par  hypothèse,  le  point  d'application  de  la 
résultante  est  situé  dans  le  plan  des  xy;  par  suite,  SxzP  etSyzP  sont 
nuls  pour  un  même  groupe,  et  par  conséquent  aussi  pour  Tensemble  du 
système.  Il  en  résulte,  d'après  ce  quia  été  dit  plus  haut,  que  l'ordonnéee  s, 
commune  à  ces  deux  sommes,  est  conjuguée  au  plan  des  xy. 

Si  toutes  les  forces  peuvent  être  groupées  de  telle  manière,  que  les 
points  d'application  d'un  même  groupe  soient  situés  dans  un  même 
plan  ayant  une  direction  constante,  et  que  les  points  d'application  des 
résultantes  de  chaque  groupe  soient  situés  sur  une  même  droite,  cette 
droite  est,  dans  l'ellipsoïde  central,  le  diamètre  conjugué  à  la  direction 
des  plans  parallèles.  Si,  en  effet,  on  choisit  cette  ligne  comme  axe  des  2, 
et  si  l'on  prend  pour  plan  des  ocy  un  plan  parallèle  à  la  direction  des  plans 
parallèles,  on  a,  par  hypothèse,  pour  chaque  groupe,  SxP  et  SyP  =  0; 
par  suite,  l'axe  des  z,  qui  passe  également  par  le  centre  de  gravité  (n*  59, 
p.  200),  est  dans  l'ellipsoïde  central  le  diamètre  conjugué  à  la  direction 
du  plan  des  ocy. 

Enfin,  si  les  forces  peuvent  être  groupées,  de  telle  manière  que  les 
centres  des  ellipsoïdes  centraux  de  tous  les  groupes  soient  situés  sur 
une  même  droite,  et  que  les  diamètres  parallèles  à  deux  diamètres  con- 
jugués à  cette  droite  dans  l'un  des  groupes  soient  aussi  conjugués  dans 
les  autres  groupes,  les  deux  diamètres  parallèles  à  ceux-ci,  dans  l'ellip- 
soïde central  de  tout  le  système,  seront  aussi  conjugués  par  rapport  à  la 
droite  qui  réunit  les  centres.  Cette  proposition  se  démontre  comme  la 
précédente. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  est  général,  quelles  que  soient  la 
position  et  la  direction  des  plans  et  des  lignes  dont  il  a  été  question; 
par  suite,  les  diverses  propositions  que  nous  venons  d'énoncer  s'appli- 
quent encore  lorsque  ces  plans  et  ces  lignes  sont  perpendiculaires  les 
uns  aux  autres.  Les  trois  diamètres  rectangulaires  de  l'ellipsoïde  d'inertie, 
s'appellent  les  axes  principaux.  Les  directions  des  axes  principaux  de 
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l'ellipsoïde  central  sont  conjugués  dans  chaque  ellipsoïde,  dont  le  centre 
esl  situé  sur  l*un  des  axes  principaux. 

Si  les  forces  peuvent  êtie  groupées  deux  à  deux,  de  telle  façon  que  les 
(lignes  qui  réunissent  leurs  points  d'application  soient  perpendiculaires 
à  un  plan  donné,  et  que  le  point  d'application  de  leitr'râsuUante  soit 
situé  dans  ce  plan,  la  perpendiculaire  à  ce  plan,  passant  par  le  ôentce 
de  gravité,  est  un  axe  principal  du  système. 

Si  les  fo/ces  peuvent  être  groupées  de  telle  façon>  qiïèies  points  ^a{)- 
plication  de  toutes  les  forces  appartenant  à  un  mdiâ^  uvome^  sa/t^M 
situés  dans  des  plans  normaux  à  une  même  droite,  rnnTrmant  i^cnTci 
ment  les  points  d'application  de  la  résultante  de  chaque  groupe,  cette 
droite  est  un  axe  principal  de  Tellipsoïde  central. 

Enfin,  si  les  forces  peuvent  être  groupées  de  telle  façon,  que  la  ligne 
qui  réunit  les  centres  soit  un  axe  principal,  dans  les  ellipsoïdes  centraux 
de  tous  les  groupes,  elle  est  également  un  axe  principal  de  l'ellipsoïde 
central  de  tout  le  système  ;  si  les  deux  autres  axes  principaux  sont  res- 
pectivement parallèles  dans  tous  les  ellipsoïdes  partiels,  ceux  de  l'ellip- 
soïde leur  sont  également  parallèles. 

Les  théorèmes  énoncés  en  dernier  lieu  se  réduisent  aux  suivants, 
quand  les  points  d'application  de  tous  les  AP  sont  dans  un  même  plan 
<  l'ellipsoïde  d'inertie  et  l'ellipsoïde  central  étant  alors  remplacés  par  des 
ellipses). 

Si  toutes  les  forces  aP  peuvent  être  groupées  de  telle  façon,  que  les 
centres  de  gravité  de  tous  les  groupes  soient  situés  sur  une  même  droite 
et  que  les  diamètres  conjugués  à  cette  droite,  considérée  comme  dia- 
mètre commun  de  tous  les  groupes,  soient  parallèles,  le  diamètre  con- 
jugué de  ce  diamètre  commun,  dans  l'ellipse  centrale,  sera  aussi  paral- 
lèle aux  premiers,  et  il  en  sera  de  même  dans  toutes  les  ellipses  d'inertie 
dont  les  centres  sont  situés  soit  sur  le  diamètre  commun,  soit  sur  le 
diamètre  conjugué  à  ce  diamètre  commun  dans  l'ellipse  centrale. 

Dans  le  cas  particulier  où  toutes  les  forces  aP  peuvent  être  groupées 
deux  à  deux,  de  telle  façon  que  les  droites  joignant  les  points  d'appli- 
cation des  forces  soient  parallèles  et  que  les  points  d'application  des 
résultantes  de  chaque  groupe,  soient  situés  sur  une  même  droite,  les 
diamètres  parallèles  à  ces  droites  sont  conjugués  dans  toutes  les  ellipses 
d'inertie,  dont  les  centres  sont  situés  sur  l'une  des  deux  parallèles  pas- 
sant par  le  centre  de  gravité.  Rien  n'est  changé  dans  ces  propositions, 
quand  les  deux  directions  sont  normales  entre  elles  ;  les  diamètres  con- 
jugués sont  alors  les  axes. 
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103.   SYSTÈME    DE    FORCES    PARALLÈLES,   DONT    LES    INTENSITÉS  SONT  PROPOR- 
TIONNELLES AUX  DISTANCEE  DE  LEURS  POINTS  d'APPUCATION  A  UN  PLAN 

Nous  Dous  proposons  d'appliquer  les  théories  que  nous  Tenons  de 
développer  au  système  de  forces  défini  dans  le  titre  de  ce  paragraphe. 

Soient  aP  des  constantes,  qu'il  suflSra  de  multiplier  par  les  distances 
respectives  des  points  d'application  à  un  plan,  mesurées  suivant  une 
direction  quelconque,  pour  qu'on  puisse  les  considérer  comme  des 
forces.  Il  est  clair  que  la  résultante  de  tout  le  système  est  égale  au 
moment  de  ces  constantes,  considérées  comme  des  forces,  par  rapport 
au  plan  donné.  Par  suite,  si  l'on  détermine  le  centre  de  gravité  de  ces 
constantes,  d'après  la  méthode  du  n*  97,  p.  363,  l'intensité  de  la  résul- 
tante du  système  sera  égale  à  xj?^  x„  étant  la  distance  de  ce  centre  de 
gravité  au  plan  donné  E,  mesurée  suivant  la  direction  donnée.  La  direc- 
tion des  forces  est  d'ailleurs  arbitraire,  mais  doit  rester  la  même  pour 
toutes  les  forces. 

Pour  déterminer  le  poiot  d'application  de  la  résultante,  supposons  ce 
point  d'application  relié  au. centre  de  gravité  des  aP,  centre  que  nous 
venons  de  déterminer.  Prenons  la  droite  qui  réunit  ces  deux  points 
comme  axe  des  z  et  le  plan  donné  E  comme  plan  des  xy.  L'intensité  de 
chaque  force  est  proportionnelle  au  produit  2AP,  alors  même  que  z  n'est 
pas  parallèle  à  la  distance  qui  détermine  l'intensité  de  chaque  force. 
Gomme  le  point  d'application  de  la  résultante  est  situé  par  hypothèse 
sur  l'axe  des  z,  et  par  suite  tout  à  la  fois  dans  les  plans  xz  et  yz,  Sy.siP 
et  Sx.zaP  seront  nuls.  Par  suite,  d'après  le  n*  102,  p.  384,  la  direction 
des  z  est  conjuguée,  dans  l'ellipsoïde  d'inertie  ayant  son  centre  à  l'ori- 
gine des  coordonnées,  à  la  direction  du  plan  E;  elle  est,  par  suite,  com- 
plètement déterminée.  Gomme  z  passe  par  le  centre  de  gravité,  il  en  est 
de  même  dans  l'ellipsoïde  central. 

Il  nous  reste  à  déterminer  la  position  du  point  d'application  sur  le 
diamètre  de  l'ellipsoïde  central,  conjugué  à  la  direction  du  plan  E. 

Gomme  le  moment  de  la  résultante  est  égal  à  la  somme  des  moments 
de  toutes  les  difTérentes  forces  par  rapport  au  plan  E,  nous  obtiendrons 
cette  distance,  en  divisant  cette  somme  des  moments  par  ta  résultante. 

La  somme  des  moments  est 

Sz'aP  =  z,  z,P  ; 

en  désignant,  comme  au  n'  101  (p.  378),  par  z^  et  z^  les  distances  au 
plan  E  du  centre  de  gravité  et  de  l'antipûle  de  ce  plan  dans  l'ellip- 
soïde central. 
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Nous  supposons  z,  et  z^  mesurés  suivant  la  direction  des  z. 

Nous  ne  diminuons  ainsi  en  rien  la  généralité  de  la  proposition, 

puisque  ces  distances  restent  proportionnelles  aux  distances  mesurées 

suivant  des  directions  quelconques. 
L'intensité  de  la  résultante  est  représentée  par 

SzAP  =  z^P. 

Par  suite,  la  distance  de  son  point  d'application  à  Torigine  des  coor- 
données est 

IF""' 

c'est-à-dire  égale  à  la  distance  du  plan  E  à  son  antipôle,  dans  le  sys- 
tème polaire  dont  l'ellipsoïde  central  est  la  surface  directrice. 

Par  suite,  nous  pourrons  dire  : 

Quandy  dans  un  système  de  forces  parallèles^  agissant  suivant  une  direc- 
lion  d'ailleurs  quelconque^  chaque  force  isolée  est  égale  au  produit  d'une 
constante  AP,  par  la  distance  de  son  point  d'application  à  un  plan  E,  me» 
surée  suivant  une  direction  quelconque,  et  quand,  traitant  ces  constantes 
comme  des  forces,  on  détermine  leur  centre  de  gravité  et  leur  ellipsoïde  cen- 
tral, l'intensité  de  la  résultante  de  ce  système  est  égale  à  la  somme  P  de  toutes 
ces  constantes,  multipliée  par  la  distance  de  leur  centre  de  gravité  au  plan 
E,  et  son  point  d'application  est  Pantipôle  du  plan  E  dans  le  système  polaire 
dont  Vellipsoîde  central  est  la  surface  directrice. 

Gomme  les  moments  statiques  et  les  moments  d'inertie  ont  pris  la 
place  des  forces  et  des  moments,  nous  pourrons  également  les  com- 
poser par  groupes,  d'après  les  règles  données  dans  les  numéros  précé- 
dents, au  moyen  des  ellipsoïdes  centraux  des  différents  groupes. 


104.  Noyau  d'un  corps 

Gomme  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  le  nombre  et  la  grandeur 
des  aP,  nous  pouvons  supposer  le  nombre  infini,  et  les  aP  eux-mêmes 
infiniment  petits  ;  les  propositions  développées  dans  les  numéros  précé- 
dents seront  encore  exactes.  Ges  propositions  peuvent  donc  s'appliquer 
immédiatement  à  des  corps,  dont  les  divers  éléments  sont  soumis  à  des 
forces  proportionnelles  au  produit  du  volume  de  chaque  élément  par  sa 
distance  au  plan  E.  On  pourra  déterminer  l'ellipsoïde  central,  comme  on 
a  détermina  celui  de  la  somme  des  aP. 

Si,  au  lieu  de  supposer  ^\&  le  plan  E  des  numéros  précédenis,  on  le 
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suppose  variable,  le  point  d'application  de  la  résultante  des  forces  se 
déplacera  également,  suivant  les  lois  de  la  relation  réciproque,  dans  le 
système  antipolaire  ayant  pour  surface  directrice  Tellipsoïde  central  des 
constantes  P,  et  le  point  d'application  restera  toujours  le  pôle  du  plan 
symétrique  à  Ë. 

Par  suite,  si  le  plan  E  décrit  un    le  point  d'application  de  la  résul- 

faisceau  de  plans  de  1*'  ordre  en       tante  décrira  une  droite; 

se  mouvant  autour  d'une  droite, 
Un  faisceau  de  plans  de  2*  ordre,  en    une  courbe  plane  du  2*  degré  ; 

enveloppant  une  surface  conique. 
Une  gerbe  de  1**  ordre,  en  passant    un  plan; 

toujours  par  un  point  fixe. 
Une  gerbe  de  2*  ordre,  en  envelop-    une  surface  du  2*  degré  ; 

pant  une  surface  du  2*  degré, 
Un  corps  quelconque,  enveloppe    la  surface  d'un  solide  auquel  on 

du  plan  E.  donne  le  nom  de  noyau. 

Lorsque  le  plan  E  est  situé  en  dehors  d'un  corps,  le  point  d'application 
est  situé  à  l'intérieur  du  noyau  de  ce  corps. 

Nous  allons  essayer  d'indiquer,  par  un  exemple,  quelle  est  la  signifi- 
cation de  ce  noyau. 

Si  nous  supposons  que  les  différents  éléments  d'un  corps  soient  soumis 
à  des  forces  attractives  émanant  d'un  plan,  et  dont  l'intensité  soit  pro- 
portionnelle à  la  distance  de  chaque  élément  à  ce  plan;  si  nous  suppo- 
sons, en  outre,  que  les  plans  attractifs  ne  puissent  jamais  pénétrer  dans 
l'intérieur  du  corps,  mais  qu'ils  puissent  simplement  être  tangents  à  ce 
corps,  le  noyau  sera  le  lieu  de  toutes  les  positions  du  centre  des  forces 
attractives,  et  ce  centre  ne  pourra  pas  sortir  du  noyau. 

Dans  la  suite  de  cet  ouvrage,  nous  aurons  très  rarement  à  considérer 
un  système  de  forces  dont  les  points  d'application  sont  dispersés  dans 
l'espace,  mais  nous  considérerons  ordinairement  des  systèmes  de  forces 
dont  les  points  d'application  se  trouvent  tous  dans  un  même  plan.  De 
même  que  nous  avons  supposé  plus  haut  que  les  éléments  d'un  corps 
étaient  soumis  à  des  forces  proportionnelles  à  leurs  distances  à  un  plan  E, 
nous  pouvons  également  considérer  les  éléments  d'une  surface  comme 
soumis  à  des  forces  proportionnelles  à  leurs  distances  à  un  axe  situé 
dans  le  plan.  C'est  le  cas,  par  exemple,  des  tensions  des  fibres  de  la  sec- 
tion d'une  poutre  chargée,  car  ces  tensions  sont  proportionnelles  aux 
distances  à  la  fibre  neutre.  Nous  terminerons  en  appliquant  ce  que 
nous  venons  de  dire  au  plan  et  en  particulier  à  l'exemple  dont  nous 
venons  de  parler. 
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105.  Système  de  forges  parallèles  agissant  sur  les  différents  éléments 

D*UNE    SECTION    PLANE,  ET    DONT   L'INTENSITÉ    EST  PROPORTIONNELLE    A   LA 
distance    DE    CES    ÉLÉMENTS  A    UN   AXE    NEUTRE.    NOTAU    DE   LA  SECTION. 


Pour  pouvoir  appliquer  plus  tard  les  résultats  que  nous  venons  de 
trouver  à  la  résistance  des  poutres,  nous  allons  donner  dès  à  présent  les 
indications  générales  nécessaires  à  la  détermination  de  cette  résistance. 
Toutes  les  fois  que  cela  sera  possible,  nous  prendrons  Taxe  de  la  poutre 
comme  axe  des  x;  par  suite,  cet  axe  se  trouvera  tout  entier  dans  le  plan 
des  xy.  Les  ordonnées  y  et  z  nous  serviront  à  la  détermination  de  la  sec- 
tion- Nous  placerons  l'origine  des  coordonnées  au  centre  de  gravité, 
nous  prendrons  comme  axe  des  z  la  parallèle  à  la  fibre  neutre,  et  comme 
axe  des  y  le  diamètre  conjugué  à  Taxe  des  z  dans  Tellipse  centrale. 
Soient  y^  l'ordonnée  de  la  fibre  neutre,  et  p  la  réaction  d'un  élément  de 
surface  AP  dont  l'ordonnée  y  est  égale  à  c,  La  réaction  de  la  fibre  dont 

la  distance  à  l'axe  neutre  est  égale  h  y^'\'y  sera  égale  à  ^ — ^p^P, 

if  H      I 

puisque  les  réactions  des  différentes  fibres  sont  entre  elles  dans  le  rap- 
port de  leurs  distances  à  l'axe  neutre. 
La  réaction  totale  est  par  suite  égale  à 

Remarquons  que  la  réaction  de  la  fibre  du  centre  de  gravité  est  égale  à 

Par  suite,  on  peut  dire  :  la  réaction  de  la  fibre  qui  passe  par  le  centre  de 
gravité,  et  qui  est  parallèle  à  Taxe  neutre,  est  la  même  que  si  la  réaction 
totale  Q  était  uniformément  répartie  suivant  toute  m  section. 
Le  moment  des  réactions  par  rapport  à  l'axe  des  z  est  égal  à 

^*F  est  comme  au  n*  99  (p.  371),  le  moment  d'inertie  de  la  surface  par 
rapport  à  l'axe  des  z,  qui  passe  par  le  centre  de  gravité. 
En  divisant  le  moment  par  la  force,  nous  obtiendrons  l'ordonnée  du 
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point  d'application  de  cette  force 


par  suite 


^^"Q"y: 


yj/q = **• 
Le  moment  V  z  •  ^''  ^  pAF  des  réattions  par  rapport  à  Taxe  des  y  est 

égal  à  zéro,  puisque  nous  avons  admis  que  cet  axe  passe  par  le  centre  de 
gravité,  ce  qui  donne  SzAF  =  0,  et  qu'il  est  conjugué  à  Taxe  des  z,  d'où 
il  suit  que  SyzÂF  =0.  Le  point  d'application  est  par  suite  situé  sur  Taxe 
des  y,  c'est-à-dire  sur  le  diamètre  conjugué  à  l'axe  neutre.  Gomme  l'or- 
donnée y^  de  cet  axe  est  aussi  celle  de  Tantipôle,  il  en  résulte  que  k 
point  d'application  de  la  réaction  est  rantipôle  de  Vaxe  neutre  par  rapport 
à  t ellipse  centrale  de  la  section.  Par  suite  cette  réaction  est  complètement 
déterminée. 

Fréquemment,  la  réaction  et  son  point  d'application  sont  donnés,  et  il 
s'agit  de  déterminer  la  tension  maxima  dans  la  fibre  e.  On  déduit  d'abord, 

du  point  d'application  donné,  l'ordonnée  de  la  fibre  neutre  y^=:  — ,  et 

y<i 

ensuite  de  la  première  des  relations  développées  plus  haut 


'  =  ('+F.)^('+^')f 


Q 

Si  l'on  pose  c  =  y^,  p  est  égal  à  2  - ,  c'est-à-dire  que  la  tension  suivant 

r 

la  droite  symétrique  de  taxe  neutre  par  rapport  au  centre  de  gravité  est  le 
double  de  celle  de  la  fibre  guipasse  par  le  centre  de  gravité. 

Si  y,  =  0,  yn  devient  oo,  et  p  est  constant  et  égal  à  - .  Par  suite,  si  Q  a 

son  point  d^  application  au  centre  de  gravité  y  ou  ce  qui  est  la  même  chose^  si 
Vaxe  neutre  coïncide  avec  la  droite  à  Finfini,  la  réaction  totale  Q  est  unifor- 
mément répartie  sur  toute  la  section. 

Si  y^=^cr^y  y  =  0,  c'est-à-dire  si  Q  est  égal  à  (S  ou  à  une  force  infini- 
nient  petite  située  à  l'infini,  taxe  neutre  passe  par  le  centre  de  gravité;  cet 
axe  divise  la  section  en  deux  parties,  dont  les  moments  statiques  sont 
égaux,  et  Q  se  réduit  à  un  couple. 

La  tension  dans  la  fibre  c  est  égale  à 

P.— ^tp- 
Si  l'on  construit  l'ellipse  centrale  pour  chacune  des  deux  portions  de 
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la  section  séparées  par  Vaxe  neutre,  les  antipôles  de  la  fibre  neutre  sont, 
dans  chacune  des  deux  ellipses  centrales,  les  points  d*application  des 
deux  forces  Q  qui  constituent  le  couple,  et  dont  Tune  produit  une  ten- 
sion, et  Tautre  une  compression.  Le  moment  JCt,  divisé  par  la  distance 
de  Tantipftle,  donne  la  grandeur  de  la  force. 

Si  deux  sections  sont  en  affinité,  il  en  est  de  même  de  toutes  les  lignes 
de  construction  qui  servent  à  la  détermination  de  Tellipse  centrale.  Les 
pâles  de  deux  axes  correspondants  se  correspondent  également  et  réci- 
proquement. 

Nous  avons  représenté  dans  la  fig.  169  le  cas  particulier  de  Taffinité 

Fig.  109. 


^  ^  -" — Jfc iîL. Ni 


Nï 


dans  lequel  les  deux  systèmes  ont  en  commun  un  point  à  Tinfini  et  1 
droite  h. 

Tous  les  points  correspondants  OPST  et  OjPjSjTj,  sont  situés  sur  les 
parallèles  qui  passent  par  le  point  oo,  et  toutes  les  droites  correspon- 
dantes, par  exemple,  les  tangentes  SP  et  S,Pj,  TP  et  T,P,,  ou  les  droites 
qui  réunissent  deux  groupes  de  points  correspondants,  se  coupent  en  A. 

Gomme  la  similitude  n^est  qu'un  cas  particulier  de  l'affinité,  tout  ce 
qui  vient  d'être  dit  s'applique  naturellement  aux  systèmes  semblables. 

Si  l'on  suppose  que  l'axe  neutre  varie,  la  position  du  point  d'applica- 
tion de  la  résultante  varie  également. 


Si  l'axe  neutre  décrit. 

Un  faisceau  du  1*'  ordre,  en  tour- 
nant autour  d'un  point. 

Un  faisceau  du  2*  ordre,  en  envelop- 
pant une  courbe  du  2*  degré, 

Le  contour  de  la  section,  en  enve- 
loppant ce  contour. 


le  point  d'application  de  la  résul- 
tante décrit; 
une  droite  ; 

une  courbe  du  2*  degré  ; 

le  contour,  noyau  de  la  section. 
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Lorsque  Taxe  neutre  est  situé  en  dehors  de  la  section,  le  point  d'ap- 
plication de  la  résultante  est  situé  à  Tintérieur  du  noyau.  L'exemple 
suivant  montre  quelle  est  la  signification  du  noyau.  Certaines  construc- 
tions, telles  que  les  murs,  par  exemple,  ne  peuvent  résister  que  suivant 
une  seule  direction.  Ainsi,  les  murs  ne  doivent  pas  être  soumis  à  des 
tensions  ;  ils  doivent  uniquement  supporter  des  pressions.  Pour  que  les 
assises  du  mur  ne  soient  réellement  soumises  qu*à  des  pressions,  il  faut 
que  la  résultante  de  la  charge  ne  sorte  pas  du  noyau.  Cependant,  alors 
môme  qu*il  en  serait  ainsi,  si  le  mur  était  trop  chargé  près  du  parement,  ' 
des  lézardes  pourraient  se  produire  sur  la  face  opposée. 


106.   FORMULES  DE  L*BLLIPSOÏDB  d'INBRTIE 


Soit  un  système  de  forces  parallèles  constantes,  poids  ou  masses,  AP<,  appliquées 
•ux  points  Xif/iZil  ;  il  s*agit  de  former  la  somme  des  produits  de  tous  les  AP  par 
les  distances  p  et  9  des  points  d*application  respectifis  à  deux  plans  passant  par 
un  centre  fixe  xmymZm'ii  soit  ZpgàF,  Cette  somme  est  ce  qu'on  appelle  le  moment 
centrifuge  (*)  par  rapport  aux  deux  plans.  Pour  cela,  nous  déterminerons  la  position 
de  deux  plans  li\^\^  ^'VC'l»  parallèles  aux  plans  donnés,  de  telle  façon  que  le  pro- 
duit des  distances  de  ces  deux  plans  par  rapport  au  centre  fixe,  multiplié  par 
SAP  =  P,  soit  égal  à  la  somme  cherchée. 

La  distance  du  point  XiytxA  au  plan  ^i)Cl  est 

«f  —  =  (a?,|  +  y<Ti  +  kC  +  1)  — . 
P  P 

La  distance  du  centre  fixe  à  ce  même  plan  est  : 

Om  —  =  {Xml  +  ym-n  +  «mC  +  1)  — . 
P  P 

Par  suite,  la  distance  du  point  i  au  plan  donné  qui  passe  par  le  centre  fixe  et 

auquel  le  plan  Ç  est  parallèle,  est  («^  —  om)  —  • 

P 

De  même,  la  distance  du  point  i  au  second  plan  donné  passant  par  le  centre  fixe 

sera  {ai  —  a»)  -^*  Les  coordonnées  ^y\^\,  ^'n'Vl  des  deux  plans  cherchés  deyront 

P 
par  suite  satisfaire  à  Téquation  de  condition  : 

(oti-  ««)  -  .  (a'i  —  a'm)  -  .  AP  =  dmOL'm  —,  P. 
P  P  PP 

Le  facteur  — :  est  commun  aux  deux  membres  de  cette  équation  et  disparaît.  Donc 
PP 
la  direction  suivant  laquelle  on  mesure  les  distances  p  et  q  est  indifférente;  il  suffit 

qu'elle  soit  constante  pour  chaque  plan. 


(•)  Le  moment  centrifuge  est  appelé  moment  e<mplexe  pu  les  géomètres  itilisnt. 
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Kéquation  se  réduit  à 


-  Ï((M  —  a^)  {d'i  —  tt  »)  AP  =  oima'^, 


1 

P 
OU 

en  désignant  par  oe  et  a'e  les  distances  du  centre  de  gravité  du  système  aux  deux 
plans  «  et  «',  soit  «e  =  o^^  +  lye^  -h  zcC  +  I9  et  de  même  pour  a'e. 

Ces  équations  ne  changent  pas  si  Ton  permute  les  deux  plans  ;  il  en  résulte  que 
k  et  ^v)'  ont  respectivement  les  mêmes  coefficients  que  ^'  et  l'ri.  Comme  d'ailleurs 
ces  quantités  n'interviennent  qu*à  la  première  puissance,  on  aura,  en  faisant 
^  n,  (;,  1  =  ^',  i\',  Cl  1«  les  équations  tangentielles  d'une  surfoce  du  second  degré, 
c'est-à-dire 

1 

-£(«<  — dm)"  AP  =  dm», 

Considérons  de  plus  près  cette  sur&ce.  ' 

Si  nous  prenons  un  second  plan  a'  parallèle  à  Çt)C1i  et  tel  que  +a'ii»  =  <»a||^ 
c'est-à-dire  si  nous  déplaçons  le  plan  Çi)^l  parallèlement  à  lui-même  de  manière 
que  le  centre  m  soit  situé  au  milieu  de  la  distance  entre  les  deux  plans,  les  coor- 
données du  second  plan  satisferont  aux  équations  précédentes.  Donc  le  centre  des 
moments  Xmymiml  est  aussi  le  centre  de  la  surface. 

Cette  surface  est,  comme  le  montre  la  deuxième  équation,  inscrite  dans  les  deux 
cènes  qui  ont  leurs  sommets  respectivement  au  centre  des  moments  et  au  centre  de 
gravité,  et  qui  enveloppent  la  surface  £oi*iAP  =  0.  Si  tous  les  àP  sont  de  même 
signe,  cette  dernière  équation  ne  peut  être  satisfaite  par  aucune  valeur  réelle  de 
|t)1;i,  et  les  deux  cènes  sont  par  suite  imaginaires;  le  centre  des  moments  et  le 
centre  de  gravité  sont  alors  situés  à  l'intérieur  de  la  surface  qui  est  un  ellipsoïde. 
Cet  ellipsoïde  s'appelle  ellipsoïde  d'inertie  quand  le  centre  m  est  arbitraire,  et 
ellipsoïde  central  quand  il  coïncide  avec  le  centre  de  gravité.  L'équation  de  Pellipsoïde 
central  est  : 

=  £a»iAP  =  2a«c. 
L'équation  d'un  autre  ellipsoïde  ayant  son  centre  au  point  Xnyninl  est  : 


1 
P 


-  Ea«,AP  =  2ac  at„. 


En  retranchant  cette  équation  de  celle  de  Pellipsoïde  ayant  pour  centre  le 
point  m,  on  obtient  l'équation  d'une  surface  du  second  degré,  qui  est  tangente  à 
tous  les  plans  tangents  communs  aux  deux  ellipsoïdes.  L'équation  de  cette  surface 
est  : 

<^(0im  —  0  =  0. 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  autres  (Xc=0  etom  —  ai»=:0.  La  première 
représente  le  centre  de  gravité;  la  seconde,  le  point  à  l'infini  de  la  droite  qui  Joint 
les  points  m  et  n ,  car  l'équation  om  —  an»  =  0  ne  contient  pas  de  terme  constant 
Nous  savions  déjà  que  tous  les  ellipsoïdes  d'inertie  sont  inscrits  dans  un  même  cène 
imaginaire  ayant  son  sommet  au  centre  de  gravité.  L'équation  om  —  «n  =  0  nous 
permet  de  dire  en  outre  :  Deur  ellipsoïdes  d'inertie  quelconques  correspondants  à  un 
tnéme  système  de  forces  constantes  àP  sont  inscrits  dans  un  cylindre  réel  dont  les  yéné" 
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ratnces  sont  parallèles  à  la  ligne  qui  joint  les  centres  des  deux  ellipsoides.  Ceux-ci  ne  te 
coupent  que  suivant  une  seule  courbe  du  second  degré  réelle» 

Ce  que  nous  venons  de  dire  8*applique  naturellement  à  Tellipsoïde  central  et  à  un 
autre  ellipsoïde  quelconque. 

Revenons  à  la  somme  LpqàF,  Kéquation 

peut  être  regardée  comme  Péquation  tangentielle  de  Tellipsoïde  d'inertie,  car  on 
n'a  qu'à  remplacer  dans  cette  équation  WC'l  par  ^v)Cl  pour  obtenir  Téquation  de 
l'ellipsoïde.  Par  suite,  si  Pon  considère  les  coordonnée»  li\^l  de  l'un  des  plans 
comme  des  constantes,  et  les  coordonnées  de  l'autre  plan  eomnie  des  variables, 
cette  équation  représentera  le  pâle  du  plan  ^v)Cl« 

Donc  :  Le  moment  centrifiige  de  forces  ÂP  parjrapport  à  deux  plans^  passant  par  le  centre 
de  Cellipsotde  cTinertie,  est  égal  à  la  somme  F  de  ces  forces^  multipliée  par  le  produit  de 
la  distance  à  l'un  des  deux  plans  donnés  d'un  plan  quelconque^  mené  parallèlement  à  ce 
plon^  et  de  la  distance  à  Vautre  plan  donné  du  pôle  de  ce  plan  parallèle. 

Ce  dernier  plan  pouvant  être  pris  à  une  distance  arbitraire  de  l'un  des  plans 
donnés,  on  aie  moyen  de  diviser  le  moment  centrifuge  par  une  longueur  quelconque. 
Si  on  le  suppose  tangent  à  l'ellipsoïde,  le  point  de  contact  sera  le  pâle  de  ce  plan. 
On  peut  donc  dire  : 

Le  moment  centrifuge  est  égal  à  P  multiplié  par  le  produit  des  distances,  par  rapport 
aux  deux  plans  donnés,  de  Vun  des  points  de  contact  des  quatre  plans  tangents  à  telHp^ 
sotde  que  Con  peut  mener  parallèlement  à  ces  deux  plans. 

Si  les  deux  plans  donnés  sont  des  plans  coi^ugués  de  Tellipsoïde,  chacun  de  ces 
plans  contient  le  pôle  de  tous  les  plans  parallèles  à  l'autre.  Donc  :  Le  moment  cen- 
trifuge, par  rapport  à  deux  plans  conjugués  de  Vellipsotde^  est  nul. 

Dans  la  plupart  des  cas,  on  se  contente  de  construire  Tellipsoïde  central,  et  Ton 
a  alors  à  déterminer  le  moment  centrifuge  par  rapport  à  deux  plans  quelconques  ne 
passant  pas  par  le  centre  de  l'ellipsoïde.  Menons  un  plan  ÇtiCI  parallèle  au  premier 
de  ces  plans  et  passant  par  le  centre  de  gravité  ;  alors  ac  =  0,  et  Péquation  du  pôle 
de  ce  plan  par  rapport  à  l'ellipsoïde  d'inertie  est  : 

-  2îa,a',AP  =  ««,«'c. 

Cette  équation  est  identique  avec  celle  de  Tantipôle  du  premier  plan  par  rapport 
à  Tellipsoïde  central.  En  effet,  Téq nation  générale  du  pôle  d'un  plan  quelconque 
Çti^I  par  rapport  à  Tellipsoïde  central  est  : 

^  Sa*  ot'i  AP  =  2ok; a'c 

Pour  que  cette  équation  représente  Tantipôle  du  premier  plan,  il  faut  prendre 
^TiCl  de  telle  façon  que  le  centre  de  gravité  se  trouve  à  égale  distance  de  ce  plan 
^T)(;i  et  du  premier.  On  aura  alors  évidemment  : 

ce  qui  rend  identiques  les  deux  équations* 

On  peut  donc  dire  :  Le  moment  centrifuge  d'un  système  de  forces  AP  par  rapport  à 
deux  plans  quelconques  est  égal  à  P  multiplié  par  le  produit  de  la  distance  du  centre  de 
gravité  à  fun  de  ces  plans  et  de  la  distance,  au  second  plan,  de  Vantipôle  du  pretmer 
par  rapport  à  Vellipsotde  central.  Quand  Vun  des  plans  passe  par  Pantipôle  de  foutre,  U 
moment  centrifuge  est  nul. 
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Il  résulte  en  outre  de  la  formule  : 

HoLi  -  am)  {a'i  —  a'm)  AP  =  (Oc  -  dm)  (i'c  -  a'^)  P  +  £(0.  -  Oc)  (a'»  -  a'c)  AP 

qui  est  identique  avec  celles  du  n»  99,  p.  371,  que  le  moment  centrifuge,  par  rapport 
à  deux  pians  quelconques^  est  égal  à  P  multiplié  par  le  produit  des  distances  du  centre 
de  gravité  à  ces  deux  plans,  plus  le  moment  centrifuge  du  même  système  par  rapport  à 
deux  plans  parallèles  aux  premiers  et  menés  par  le  centre  de  gravité. 

Les  propriétés  démontrées  subsistent  quand  les  deux  plans  se  confondent.  Dans 
ce  cas,  ZpqAP  devient  Sp'AP  et  s'appelle  moment  d'inertie.  Nous  pouvons  donc 
dire  : 

Le  moment  d'inertie  d'un  système  de  forces  AP  par  rapport  à  un  plan  passant  par  le 
centre  d'un  ellipsoïde  d'inertie  est  égal  : 

A  P  multiplié  par  le  produit  des  distances  au  plrni  donné  d*un  plan  quelconque  pa~ 
rallèle  à  ce  plan  et  de  son  pôle  par  rapport  à  ^ellipsoïde  d*inertie; 

Ou  à  P  multiplié  par  le  carré  de  la  distance  des  deux  plans  tangents  à  Vellipsolde 
d'inertie  parallèles  au  plan  donné; 

Ou  à  P  multiplié  par  le  produit  des  distancesy  nu  plan  donnée  du  centre  de  gravité  et 
de  Vantipôle  de  ce  plan  par  rapport  à  Vellipsoide  central; 

Ou  à  P  multiplié  par  la  somme  des  carrés  des  distances  du  centre  de  gravité  au  plan 
donné  et  à  un  plan  parallèle  tangent  à  Vellipsoide  central. 

Pour  les  applications  pratiques,  il  est  utile  de  développer  les  formules  qui  pré- 
cèdent. Posons  : 

a*  =  ^  SXi»  AP,      A  =  i  Zyi  z,  AP,      Xc  =  ^  Ixi  AP, 
6*=|2:y.»AP,      B  =  p£zia;,AP,      yc  =  p  ïyiAP, 
c«  =  -  Lz.«AP,      C  =  p  Sx.y.AP,      2c  =  p  ïz. AP. 
L'équation  tangentielle,  qui  nous  a  servi  de  point  de  départ,  sera  alors  : 

(a«—  tXcXni)^\'-\-{C~'Xmyc—Xcym)    ÇV  +  (B-r-Xmic—   XcZm)\^  —  3['m\ 

(C  —  ymXc^ycXm)l\^  +  (6*  —  2ycy«)7i  V  +  (A  —  ymZc  —  yeZm)rSJ  —  ym^ 

(B— I«Xc  — Z«Xm);^+(A  — Zm^c  — Zcym)    ^V  +  (c»  - 2ZcZm)ÇÇ' —  «mC 

—      Xm     V  —      ym        ti'  —         Im    Ç'— 1 

=  0. 

Si  l'on  veut  déterminer  le  moment  centrifuge  du  système  par  rapport  à  deux  plans 
passant  par  le  point  Xin.Vm'ml)  on  calculera  les  valeurs  des  différents  coeâicients  de 
l'équation  précédente,  et  on  substituera  ces  valeurs  dans  l'équation.  Cela  fait,  on 
déterminera  les  cordonnées  ^t^^I,  ^'t^'^'I  de  deux  plans  parallèles  aux  plans  donnés 
de  façon  à  satisfaire  à  cette  équation,  et  le  moment  cherché  sera  égal  à  P  multiplié 
par  le  produit  des  distances  du  centre  des  moments  à  ces  deux  plans,  c'est-à-dire, 
en  mesurant  les  distances  normalement  : 

(XmÇ  -h  y«TJ  +  «mC  +  1)  (a^mÇ'  +  ^mV  +  «mC  +  1)  *-^  P. 

PP 

Si  l'on  fait  Xmymim\^  xcycZc\,  on  obtient  l'équation  tangentielle  de  l'ellipsoïde 
central,  savoir  : 

(C  —  «ycXc)Ti$'  4-  (6«  —  ^c^)  7|T|'  +  (A  —  2yc2c)ïi;  —  yen  -f 
(B  ^2zcXc)XM  +  (A  -2zcyc)U'+  (c«  -2zc«)  Ç^'-  ZcC- 

—     Xc   ^'         —      yc   V  -  2c      ;'-     1  =  0. 
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Si  Ton  transporte  rorifpne  des  coordonnées  au  centre  de  gravité,  on  aura 
xcyeicl  =  0,  et  l'éqoation  de  Tellipsoïde  d'inertie  devient  : 

CtjÇ'  +  6«7iV  +  Aîi;'  -  ymri  + 

BCÇ'  +  AW  +  c«K'  -  z^C  - 

—  a^Ç'  -  ymV  -  zmr:  -      1=0. 

Enfin,  si  Torigine  des  coordonnées  est  le  centre  des  moments,  on  doit  faire 
J'mym  Zm  =  0,  ot  on  Obtient  la  forme  la  plus  simple  de  l'ellipsoïde  d'inertie  : 

a^V  +  CÇV  +  BÇ;'  + 
b;^'4-  4;V  +  c«îiV  =  1. 
Comme  Xmy^^M  =  0,  le  moment  centrifuge  se  réduit  alors  simplement  à 

Les  deux  plans  Çttiî^I,  Ç'V^'l,  qui  servent  à  déterminer  le  moment  centrifuge, 
étant  parallèles  aux  plans  donnés,  on  connaît  les  rapports  de  leurs  coordonnées,  qui 
sont  respectivement  proportionnelles  aux  coordonnées  des  deux  plans.  Par  suite, 
l'équation  tangentielle  contient  deux  indéterminées,  et  l'on  peut  pi'endre  arbitrai- 
rement l'un  des  deux  plans,  par  exemple  Çti^I.  Substituant  alors,  dans  l'équation, 
à  la  place  de  Ç'tj'Ç',  >$'Xtj').Ç',  on  obtient  une  équation  du  premier  degré  en  X,  d'oîi 
Ton  déduit  facilement  la  valeur  de  X.  A  chaque  valeur  de  X,  correspondent  deux 
groupes  de  coordonnées  satisfaisant  à  l'équation. 

Si,  au  lieu  d*un  moment  centrifuge,  on  veut  déterminer  un  moment  d'inertie,  on 
substitue  dans  Téquation  à  la  place  de  ^rX  et  Ç'VC',  XÇ  =  XÇ',  Xti  =  Xîj',  XÇ  =  XÇ'.  et 
Ton  obtient  une  équation  du  second  degré  en  \  qui  détermine  la  position  d'un  plan 
tangent  à  Tellipsoïde,  dont  la  distance  au  plan  donné  fera  connaître  le  moment 
d'inertie  chercbé. 

Si  Ton  calcule  de  cette  manière  les  coordonnées  d'un  plan  tangent  et  qu'on  les 
substitue  dans  l'une  des  équations  tangentielles,  Péquation  ainsi  obtenue  représen- 
tera le  point  de  contact,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  remarquer. 

Lorsqu'on  veut  se  servir  de  ces  équations  pour  construire  un  ellipsoïde,  il  con- 
vient de  calculer  les  équations  des  points  de  contact  des  trois  plans  tangents  pa- 
rallèles aux  plans  coordonnés.  Ainsi,  pour  le  plan  tangent  parallèle  au  plan  ^z,  t] 
et  C  sont  nuls,  et  ^  est  donné  par  l'équation 

(a*  —  2XcXm)  l*^2xm^  =  l, 
d'où 

en  désignant  par  Wx  la  valeur  positive  ou  négative  du  radical.  En  substituant  cette 
valeur,  ainsi  que  celles  de  t)  et  ^  =  0,  dans  Téquation  tangentielle  générale,  on 
obtient  l'équation  du  point  de  contact,  savoir  : 

+  [fC  —  Xmyc  —  Xcym)  (Xm  +  Wx)  ~  ym(««  —  2XcXmW 
+  [(B  -  X«»ïc  —  XcZm)  (Xm  +  WJ  —  ««(«*  "  ^cXj]<: 

On  obtient  de  la  même  manière  l'équation  du  point  de  contact  du  plan  tangent 
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parallèle  au  plan  zx,  soit  : 


[(A-ymXc-yc2«)(ym  -h  W,)  — Zm(^  -2yrym)]C'+(ym+ W,)W,  =  0. 

Wt  =  ±  v/^  —  2yeym  +  ym«. 


ou 


Enân,  pour  le  plan  xy^  on  a  l'équation 

[Îb  -  ZmXc  -  «cOîm)  (jTm  +  W.)  -  «•  (c«  -  2ScZm)] Ç'  +  (c«  —  2ZeZm)  W,C'  + 
L(A  -  Zmye  -  Zcym)  («m  +  W.)  -  ym(c*  -  2Zc  J«)]i;'  -  («m  +  W.)  W,  =  0, 

OU  

W,  =  ±:  Vc»  —  2ZcZm  +  2m«. 

Ces  trois  équations  des  points  de  contact  se  simplifient  fort  peu  pour  Pellipsoïde 
central,  et  nous  pouTons  nous  dispenser  de  les  écrire  de  nouveau  dans  ce  cas.  Au 
contraire,  elles  se  simplifient  beaucoup  pour  Pellipsoïde  d'inertie  dont  le  centre 
coïncide  avec  Torigine  des  coordonnées;  elles  deviennent  en  effet  : 

a  a 

C  C 

Le  dernier  terme  de  ces  équations  étant  dz  1,  les  coefficients  de  V  r^'  ^\  pris  avec 
leurs  signes  ou  changés  de  signes,  sont  les  coordonnées  des  points  de  contact. 
En  coordonnées  cartésiennes,  Téquation  générale  de  Tellipsoïde  est  la  suivante  : 


0  = 


ou  bien 


a«                 ''2XeXm,  C  - 

Xmye  —   Xcymt  B  — 

■XmZc 

— 

XcZmt 

—  arm. 

X 

C—ymXc-  ycx^y  6« 

'-2ycym^  A  — 

■ym 

Zc 

— 

ycZm^ 

—  ym, 

y 

B  —  ZmXe  —    ZcXmj  A  — 

Zmye  —    Zcymi  C» 

— 

2ZcZmy 

~"2m, 

z 

—        Xm^ 

-     y«, 

— 

^mi 

-1. 

1 

*» 

y» 

*, 

1, 

0 

0  = 

• 

a*  c   B  Xc  XmX 
c   b^  A  ycymy 

B    A    c*    Zc  2m  2 

xc  yc  Zc  \   l    1 

OCmymZnl    0     0 

X   y    z    10    1 

t 

Nous  n*écrirons  pas  la  forme  particulière  de  cette  équation  pour  Tellipsoïde  cen- 
tral; on  Tobtient  en  faisant  Xmym2ml=^cycZcl.  Mais  nous  écrirons  la  forme  de 
l'équation  pour  Tellipsoïde  d'inertie  correspondant  à  Torigine,  forme  qui  se  simplifie 
beaucoup,  et  que  Ton  obtient  en  £Eûsant  a;«y«»2m  =  0,  savoir  : 


0  = 


a*C  B  X 
C  l^Ky 
B  Ac«  z 
X  y  z  \ 
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Si,  au  lieu  de  considérer  des  systèmes  dans  Tespace,  on  considère  des  systèmes 
plans,  le  mode  de  démonstration  du  numéro  précédent  reste  le  môme;  on  n*a  qu*à 
remplacer  les  mots  ellipsoïde  et  plan  tangent  par  ellipse  et  tangente.  Noos  pouvons 
dès  lors  nous  dispenser  de  répéter  les  propositions  générales  que  nous  avons  dé- 
montrées pour  l'espace  ;  nous  nous  bornerons  à  écrire  les  formules  correspondantes 
au  plan,  et  que  Pon  obtient  en  faisant  C  et  2  =  0. 

Tous  les  moments  dans  le  plan  peuvent  être  représentés  au  moyen  des  cinq  con- 
stantes suivantes  : 

a«  =  isj:.«AP,      C  =  pLar,y,AP,      6«  =  ixy,«AP,      arc  =  i2XfAP,      ye^^ly^P- 

L'équation  tangentielle  de  Tellipse  d'inertie  correspondante  à  un  centre  de  mo- 
ments arm^m  lest 

(a«  —  2a:<.Xm)Ç^'+(C  — iCmyc—  arcym)ÇV  —  ««^  + 

(C  —  ywXc  —  VcXm)  tiV  -h  (6*  —  2ycym)ri'i\'  —  y^^ji  — 

-        Xm      h'  —        ym  —1=0. 

Si  on  détermine  deux  droites  parallèles  aux  deux  droites  données  et  dont  les  coor- 
données satisfassent  à  cette  équation,  le  moment  centrifuge  par  rapport  aux  deux 
droites  données  (qui  passent  par  le  point  x^yml)  sera 

{Xml  +  Vm-n  +  IKXmV  +  »mV  +  1)  ^  P. 

pp 
L'équation  de  Tellipse  centrale  est 

(a«-    2x«)U'H-C-2avryc)IV-a:cÇ-|- 
(C  -  2ycXe)7)Ji'  +  Â«—  2yc^  )TriV  —  yen 
—       xc    V         —    yc       V—     1=0. 

Si  Ton  prend  Torigine  des  coordonnées  au  centre  de  gravité  du  système,  Péqua 
tion  d'une  ellipse  d'inertie  quelconque  est  : 

aHV  +  C(^Ti'  4-  l'îi)  +  6«tiV  -  Xm(^  +  5')  -  ym{r\  +  t^O  =  1. 

Enfin,  Téquation  tangentielle  d'une  ellipse  d'inertie  dont  le  centre  coïncide  avec 
Torigine  des  coordonnées  est  : 

«nr  +  C(Çii'  +  ^'Tï)4-^«tlV=l. 

Si  Ton  détermine  deux  droites  dont  les  coordonnées  satis&ssent  à  cette  équation^ 
le  moment  centrifuge  par  rapport  à  deux  droites  parallèles  passant  par  l'origine 
sera  : 

Enfin,  si  l'on  pose 

W,  =±  Va*  -  2XeXm  +  X>m, 

W»  =±:  \/6*-2ycym  +  yV 
les  équations  des  points  de  contact  des  quatre  tangentes  que  l'on  peut  mener  à 


MOMENTS  d'inertie   DE   LIGNES. 


399 


l^ellipse  dUnertie  parallèlement  aux  axes  coordonnées  seront  : 

[(C  —  X».yc  —  Xcym)  {Xm  +  Wib)  —  ym(a*  —  2XcXm)]'l\'  =  6 

[(C  —  ymxc--yex^)(ym  +  W,)  -  x^{b*  —  2yeym)]^'  + 

Dans  le  cas  de  Tellipse  d'inertie  dont  le  centre  coïncide  avec  Torigine,  ces  équa- 
tions deviennent  : 

«Ç'  +  -V±1=0, 
a 

5ç'+6V±l  =  0. 
o 

L'équation  générale  de  Pellipse  d'inertie  en  coordonnées  cartésiennes  est  : 


0  = 


a« 


^2XcXmy  C  —  Xmyc  —    Xcym,  —  Xm,  X 


OU 


C— ymyc—  ycymy  **            —^ycVm,  —1, 

—        Xm,                       —        ym,  —Il 

«1                         y,       1. 

y 

1 

0 

0  = 

a*    C     XeXm  X 

C    à^  ycym  y 
Xe  yc   l   l     1 
a^  y-  1  0     0 
X    y    1  0     1 

L'ellipse  d'inertie  correspondante  à  l'origine  des  coordonnées  est 

0=+ 


€flC 

X 

C 

A» 

y 

X 

y 

1 

ou 


î!    •    2^^?  4.?!=:l_^. 


fl' 


««6«  "^  6« 


a*6« 
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CHAPITRE  IV 


CONSTRUCTION  DE  L'ELLIPSE  CENTRALE  ET  DU  NOYAU 

DE  FIGURES  PLANES 


106.     CONSTRUCTION     DE     L*ELLIPSB    CENTRALE    ET    DU    NOTAU     DE     FIGURES 

PLANES 


Gomme  l'ellipsoïde  central  et  tous  les  rapports  des  moments  d'une 
surface  ou  d'un  volume  sont  donnés  graphiquement  par  Tellipse  cen- 
trale et  analytiquement  parles  moments  statiques  et  les  moments  centri- 
fuges, nous  déterminerons  cette  ellipse  et  cet  ellipsoïde  pour  les  surfaces 
et  les  volumes  les  plus  simples,  et  nous  montrerons  ensuite  comment 
on  peut  les  construire  pour  des  surfaces  ou  des  volumes  irréguliers. 

Nous  entendons  par  lignes,  surfaces  ou  volumes  simples,  ceux  pour 
lesquels  la  position  de  deux  éléments  conjugués  passant  par  le  centre 
de  gravité  peut  être  déterminée  a  prtori\  et  pour  lesquels  la  longueur  ou 
la  surface  d'éléments  parallèles  peut  être  représentée  par  une  fonction 
simple  de  leurs  distances  normales.  Dans  ce  cas,  le  calcul  ou  plutôt  la 
construction  des  résultats  calculés  une  fois  pour  toutes,  est  plus  simple 
que  la  méthode  purement  graphique. 

Par  suite,  si  Ton  choisit  le  diamètre  conjugué  aux  éléments  parallèles 
comme  axe  des  y  et  si  Ton  désigne  par  z  l'élément  parallèle  qui  repré- 
sente une  longueur  ou  une  surface,  on  aura,  en  prenant  pour  les  inté- 
grales les  limites  de  la  surface  ou  du  volume,  suivant  qu'il  s'agira  d'une 
surface  ou  d'un  volume,  les  relations  suivantes 

La  surface  ou  le  volume  sera  r=  J  zdy 

Le  moment  statique  =  J  y  zdy 

Le  moment  d'inertie  (y\  +  k^)lzdy  =  J y*zdy 
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f  vzdy 
et  comme  y,  =  T  ,%  le  carré  du  demi-diamètre  mesuré  perpendicu- 
lairement à.y  sera  égal  à 

Jzdy       [fzdy)  ' 

Si  Ton  prend  pour  origine  des  z  Télément  parallèle,  qui  passe  par  le 
centre  de  gravité,  le  dernier  membre  deviendra  : 

S  zdy 

Enfin  si  deux  z^  également  éloignés  de  cet  élément  parallèle  ont  la 
même  valeur,  on  peut  limiter  l'intégration  à  une  moitié  de  la  surface 
ou  du  volume,  parce  que  la  division  du  demi- moment  dHnertie  par  la 
demi-surface,  ou  du  moment  d'inertie  total  par  la  surface  totale,  conduit 
au  même  résultat. 


109.   MOMENTS   d'inertie   DE  LIGNES 

a)  Moments  d'inertie  d'une  ligne  droite. 

Nous  supposons  la  ligne  droite  uniformément  chargée  ;  par  suite  son 
poids  sera  proportionnel  à  sa  longueur;  nous  représenterons  cette  lon- 
gueur, y  compris  le  poids,  par  /.  Le  centre  de  gravité  de  la  droite  est  par 
suite  situé  en  son  milieu,  et  son  moment  d'inertie  par  rapport  à  une 
perpendiculaire  élevée  en  son  milieu  sera  : 

L'axe  de  l'ellipse  centrale,  qui  coïncide  avec  la  direction  de  la  ligne^ 
est 

a=-î-Z=0,2889/. 

Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  la  droite  elle-même  et  égal  à  0,  et 

Tellipse  centrale  se  réduit  à  deux  points  situés  sur  la  droite  ;  leur  dis- 

/ 
tance  au  milieu  de  cette  droite  est  égale  à  — = .  Chaque  tangente  de  l'el- 

lipse  centrale  passe  par  un  de  ces  deux  points  et  dans  tous  les  calculs 

i6 
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1 

de  moments  on  peut  supposer  le  poids  -  /  concentré  en  un  de  ces  points. 

À 

'  Supposons  maintenant  la  ligne  occupant  une  position  quelconque 
dans  le  plan  ;  soient  y^  z^  et  y,  z,  les  coordonnées  de  leurs  extrémités,  le 
moment  centrifuge  par  rapport  à  des  parallèles  aux  axes  des  coordon- 
nées, passant  par  le  milieu  de  la  ligne,  sera  égal  à  : 

i 


i 


et  par  rapport  aux  axes  eux-mêmes  : 

[j  (y.  +  Vi)  (2. + ^i)  +  Î2  (yt  -  Vi)  (*t — ^i)] 

=  g(2y,2i  +y,  z,+y,z,  +  2y,2,)/. 

On  en  déduit  les  moments  dMnertie  en  posant  y  =  z  et  Ton  a  finale- 
ment : 

A  =  g(2y,3,+y,z,+y,z,  +  2y,z,), 


b)  Moments  d'inertie  dn  périmètre  d'un  triangle. 

Le  centre  de  gravité  de  ce  périmètre  peut  être  déterminé  de  deux 
manières  différentes,  soit  que  Ton  suppose  le  poids  de  chaque  côté  con- 
centré en  son  milieu,  soit  que  Ton  suppose  la  moitié  du  poids  de  deux 
côtés  concentrés  en  leurs  points  d*intersections. 

En  suivant  la  dernière  méthode,  on  pourrait,  d'après  la  fig,  16,  p.  12, 
partager  chaque  côté  du  triangle,  de  telle  façon  que  les  segments  soient 
entre  eux  dans  le  rapport  inverse  des  poids  concentrés  à  leurs  extrémités, 
poids  qui  sont  proportionnels  aux  sommes  des  côtés  adjacents,  par 
suite  à  a  +  é,  6  -j-c,  c  +  a.  Les  trois  lignes  qui  joignent  les  points  de 
division  aux  sommets  opposés  du  triangle  se  coupent  au  centre  de  gra- 
vité S.  En  supposant  le  poids  de  chaque  côté  concentré  en  son  milieu, 
on  obtient  une  construction  plus  simple  et  plus  élégante.  Si  Ton  réunit 
les  trois  points  milieux  des  côtés,  on  détermine  un  triangle  (pointillé 

.  —  sur  la  fig.  170) ,  dont  les  côtés  sont  la  moitié  de  ceux  du  grand 

triangle  et  sont  par  suite  proportionnels  aux  poids  concentrés  aux  sommets 
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opposés.  Si  l'oDCOTnposedeuxdes  poids  agissant  aux  extrémités  d'un  c6té, 
leur  résultante  partagera  ce  cAté  en  deux  segments  qui  seront  entre 
Gux  dans  le  rapport  des  cAtés  adjacents.  Par  suite,  la  ligne  qui  joint  la 
point  d'application  d'une  de  ces  résultantes,  au  milieu  du  cAté  opposé 
du  grand  triangle,  partage  en  deux  parties  égales  l'angle  du  triangle 

Kg.no. 


pointillé.  Donc  le  centre  de  gravité  du  périmètre  d'un  triangle  est  k  centre 
du  cercle  inscrit  dans  le  triangle,  dont  les  sommets  coïncident  avec  les  points 
milieux  des  côtés  du  triangle  donné. 

Pour  déterminer  d'une  façon  précise  les  points  où  les  droites,  qol 
réunissent  le  centre  de  gravité  S  à  un  sommet,  coupent  le  cAté  opposé 
à  ce  sommet,  nous  menons  par  chaque  sommet  du  grand  triangle  des 
parallèles  aux  deux  bissectrices  des  angles  du  petit  triangle  qui  sont 
voisins  de  ce  sommet.  Deux  de  ces  parallèles,  menées  par  des  sommets 
difiérents  du  grand  triangle,  déterminent,  avec  deux  cAtés  de  ce  grand 
triangle,  un  quadrilatère  semblable  au  quadrilatère  que  ces  mêmes 
cAtés  forment  avec  les  deux  bissectrices  correspondantes   du    petit 
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triangle.  Par  suite,  la  ligne  qui  projette,  du  point  d*intersection  de  ces 
deux  côtés,  Tintersection  des  deux  parallèles  aux  bissectrices,  passe  par 
le  centre  de  gravité  et  ce  centre  est  situé  au  milieu  de  cette  ligne,  le 
rapport  de  similitude  des  deux  quadrilatères  étant  2  à  i.  Les  parallèles 
aux  bissectrices  ont  été  construites  directement  comme  troisièmes  côtés 
des  triangles  isoscèles,  formés  par  chaque  angle  extérieur  et  le  côté 
adjacent.  Les  sommets  extérieurs  de  ces  triangles  ne  tombent  pas  dans 
les  limites  de  la  figure  ;  mais  nous  avons  indiqué  quelles  sont  les  lon- 
gueurs interceptées  sur  les  prolongements  des  côtés.  Cette  construction 
du  centre  de  gravité  est  toujours  la  plus  simple.  Les  six  parallèles  aux 
bissectrices  forment  un  hexagone,  dont  les  côtés  opposés  sont  égaux 
deux  à  deux,  et  ont  une  longueur  égale  au  double  de  chacune  des  lignes 
joignant  le  centre  de  gravité  aux  milieux  des  côtés  du  triangle,  lignes 
auxquelles  les  côtés  de  Thexagone  sont  respectivement  parallèles.  Le 
centre  de  gravité  est  le  centre  de  Thexagone  et  les  lignes  qui  réunissent 
les  sommets  de  Thexagone  aux  sommets  du  triangle,  sont  des  diago- 
nales. 

Les  segments,  suivant  lesquels  le  côté  c  est  divisé  par  la  ligne  S  (ab)^ 
sont  respectivement,  savoir  le  segment  adjacent  au  côté  a  : 

ô+c  s — a 

e  =  — : —  .c 


en  désignant  par 

la  somme  des  trois  côtés;  et  le  segment  adjacent  au  côté  b 


s-f-c 


.c. 


Il  nous  paraît  inutile  d'indiquer  quelles  sont  les  expressions  analogues 
des  segments  des  autres  côtés. 

Pour  déterminer  les  segments  sur  S  (a6),  désignons  la  longueur  de 
cette  ligne  par  /  et  nous  aurons,  en  prenant  S  comme  origine  des  coor- 
données, pour  rordonnée  du  côté  c  : 

H^  +  à)    ,_«  — ^  , 
a-^-b-^c  2s 

L'ordonnée  du  sommet  {ab)  sera  : 

8—C  8+C 
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Enfin  Tordonnée  de  la  ligne  qui  joint  les  milieux  de  a  et  6  sera  : 

2  2s  2»  *  ■ 

Le  moment  d'inertie  du  triangle  par  rapport  à  une  parallèle  à  c  pas- 
sant par  S  est  égal  à  : 

Pour  construire  A,,  demi-hauteur  de  Tellipse  centrale,  mesurée  sui- 
vant la  direction  de  /,  nous  mettrons  son  expression  sous  la  forme  sui- 
vante : 

s  —  c  J\ 


'  2s      \6    ^2s   / 


Si  Ton  remarque  que  la  somme  des  deux  facteurs,  suivant  lesquels  nous 

2 
avons  décomposé  A*,,  est  égale  à  -  /,  on  en  déduit  que  A,  est  l'ordonnée 

2 
en  S  d'un  demi-cercle,  décrit  sur  la  longueur  -  /  adjacente  à  c,  parce 

s  ~^  c 
que  l'ordonnée  de  c  est  égale  à      .    /.  Nous  avons  effectué  sur  la  fig.  ilO 

la  construction  de  A,  et  de  A,  et  nous  avons  désigné  par  ces  lettres  les 
extrémités  des  ordonnées.  En  rabattant  ces  ordonnées  sur  les  /  corres- 
pondants, on  obtient  les  points  suivant  lesquels  les  /  sont  coupés  par  les 
tangentes  parallèles  aux  côtés. 

Il  est  intéressant  de  se  demander  si  l'ellipse  centrale  coupe  le  péri- 
mètre du  triangle.  Gela  résulte  des  inégalités  suivantes. 

et  celles-ci  dépendent  elles-mêmes  de  : 

6^2s    >    2s     ' 
ou 

Si  les  trois  côtés  du  triangle  sont  de  longueurs  inégales,  le  plus  grand 

des  côtés  sera  toujours  plus  grand  que -s  et  le  plus  petit  sera  plus  petit 
que  celte  même  quantité. 


j 
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Par  suite  le  plus  grand  côté  d'un  triangle  est  toujours  coupé  par  F  ellipse 
centrale  de  son  péinmètre^  et  le  plus  petit  ne  Fest  jamais. 

Si  un  côté  a  pour  longueur  -  s,  ce  côté  est  tangent  à  Fellipse  centrale. 

o 

Ce  dernier  cas  se  présente  dans  la  fig.  170  pour  le  côté  b  qui  est  tan- 

1 

gent  à  Tellipse  ;  A,  est  dans  ce  cas  égal  à  -  /*  et  Ton  n*a  pas  besoin  de 

o 

construction  spéciale  pour  le  déterminer. 

Les  règles  que  nous  venons  d'énoncer  sont  générales  et  s'appliquent 
également  aux  triangles  isoscèles.  Si  les  côtés  égaux  sont  plus  grands 
que  le  troisième  côté;  ils  sont  coupés  tous  deux  par  Tellipse  centrale  et 
le  troisième  côté  ne  Test  pas.  C'est  l'inverse  qui  a  lieu  dans  le  cas 
contraire. 

Dans  les  triangles  équilatéraux,  l'ellipse  centrale  coïncide  avec  le 
cercle  inscrit. 

Les  trois  groupes  de  tangentes  que  nous  avons  construites  suffisent 
pour  qu'on  puisse  dessiner  l'ellipse  centrale  ;  néanmoins,  pour  compléter 
l'étude  de  la  question,  nous  déterminerons  encore  le  moment  d'inertie 
par  rapport  à  /  et  le  moment  centrifuge  par  rapport  aux  axes  /  et  à  la 
parallèle  à  c  passant  par  S. 

Le  moment  d'inertie  par  rapport  à  l'axe  /  est  égal  à  : 

(«-a)(,-i) 

Pour  construire  la  hauteur  k^  de  l'ellipse  centrale,  mesurée  suivant  la 
direction  des  c,  nous  mettrons  ft,  sous  la  forme  : 

^f        «  —  ^      «  —  à 
3A%  =  — T—  c  .  — ;—  c. 

Les  deux  facteurs  du  second  membre  représentent  les  longueurs  des 
segments  suivant  lesquels  /  partage  la  ligne  c,  par  suite  v^3  k^  est,  dans 
le  demi-cercle  décrit  sur  c  comme  diamètre,  Tordonnée  élevée  au  point 
de  séparation  des  deux  segments,  ainsi  que  l'indique  la  fig,  170. 

Pour  obtenir  A:,,  il  suffit  de  réduire  cette  ordonnée  dans  le  rapport  : 

\/3  _       1  97 

1   ""0,57734  ""56* 

Nous  avons  opéré  cette  réduction,  au  moyen  du  rapport  des  sinus,  sur 
la  ligne  ^  k^  qui  correspond  au  côté  a  et  qui  est  la  plus  longue,  et 
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nous  avons  obtenu,  ainsi  que  Tindique  la  figure,  k^k^k^.  En  portant  ces 
longueurs  k  des  deux  côtés  des  /  et  suivant  la  direction  des  côtés,  nous 
obtiendrons  trois  autres  groupes  de  tangentes.  Les  six  groupes  de  tan- 
gentes ainsi  construites  suffisent  amplement  pour  représenter  Tellipse 
centrale;  dans  la  fig,  170,  nous  avons  tracé,  au  lieu  de  Tellipse,  le  poly- 
gone formé  par  ces  tangentes  et  circonscrit  à  Tellipse.  On  peut  encore 
déterminer  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  au  moyen  du  moment 
centrifuge.  Ce  moment  par  rapport  à  /  et  à  une  parallèle  à  c,  passant  par 
S,  est  égal  à  : 

rd    (s  — aie       /     (s  — a)  1     ,   T     cl    (s  —  b)c  ,    /     s— ô  1, 

As  ^  I  —  •  -^ ^ • c  la  •+-  I  —  — '  • — • c  I  o 

l2s   2(s-}-c)      12     s  +  c    J     ^  L     2s   2(sH- c)^12    s  +  c  J 


(5  —  c)l  fs—b       _  1   \    _  (g  —  b)cH 
"'"       2«       \s  +  c'^"~2  7^""    6(s-f-c)   ' 


D'après  le  n*  109  (p.  402),  le  moment  centrifuge  d'une  ligne  droite  est 

en  effet  égal  à  la  longueur  de  celte  droite  multipliée  par  la  somme  des 

1 

produits  des  coordonnées  du  milieu  de  la  ligne,  augmentée  du  —  de  la 

\^ 

somme  des  produits  de  la  différence  des  coordonnées  des  extrémités. 

Ce  dernier  produit  est  nul  pour  la  ligne  e,  parce  que  la  différence  des 

ordonnées  est  nulle  suivant  la  direction  des  /. 

Nous  mettrons  A  sous  la  forme  : 

2(s  +  c)      3s 
c  = c  —  -  c  est  l'abscisse  du  milieu  de  la  ligne  c  par  rap- 


2(s  +  c)  s  +  c         2 

c  c 

port  à  /;  ^  /  est  égal  aux  deux  tiers  de  l'ordonnée  --/  de  la  ligne  qui 

A       A 

joint  ces  milieux  de  a  et  6.  Par  suite,  pour  obtenir  t  ®*  r»  abscisses  et 

ordonnées  des  points  de  contact,  nous  portons,  à  partir  du  pied  de  chaque 

V3  i,  A  et  A:  sur  le  côté  du  triangle  vers  le  sommet  le  plus  éloigné,  et 

2  c 

-  r-  sur  la  perpendiculaire  à  ce  côté;  nous  joignons  l'extrémité  de  cette 

dernière  longueur  aux  extrémités  de  A  et  A:  et  par  le  milieu  de  chaque 

côté,  c'est-à-dire  par  l'extrémité  de  :r: r»  nous  menons  des  parallèles 

2(s  +  c) 

à  ces  deux  lignes  de  jonction,  qui  déterminent  sur  \j^k  les  longueurs 

A     A 

T  et  -T-.  Dans  la  fig,  170,  ces  longueurs  sont  si  petites  qu'on  peut  à  peine 

les  distinguer. 
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Nous  avons  encore  à  construire  le  noyau  central  du  triangle.  L'or- 
donnée de  TantipAle  du  c6té  c  est  égale  à  : 

"         2s  125*  2«  6         2s 

elle  est  par  suite  égale  à  l'ordonnée  du  tiers  supérieur  de  la  longueur  /. 
Donc  les  sommets  du  noyau  central  du  périmètre  d'un  triangle  sont  situés 

2 

aux  ^de  la  hauteur  du  tfnangle. 

Toutefois  ces  sommets  ne  sont  pas  situés  sur  les  lignes  /,  mais  sur 

celles  qui  joignent  S  aux  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  aux 

A. 

côtés,  et  qui  déterminent  avec  /,  sur  ces  tangentes,  les  segments  -7-  que 

nous  venons  de  construire.  Sur  la  fia.  170,  le  segment  -7-  a  encore  une 

A       A 

longueur  appréciable;  mais  les  segments  t-  et  7-  sont  si  petits,  que  le 

n^       n^ 

noyau  central  semble  mal  dessiné.  Le  noyau  central  pardt  être  semblable 

au  triangle  et  avoir  des  dimensions  moitié  plus  petites  ;  mais  ce  n'est  là 

qu'une  approximation,  et  les  côtés  correspondants  convergent,  bien  que 

cette  convergence  n'apparaisse  que  peu  dans  la  fig,  170. 


110.    ELLIPSE  CENTRALE   ET  NOYAU   DES  FIGURES  LIMITÉES  PAR  DES  DROITES 

a)  Ellipse  centrale  et  noyau  du  parallélogramme. 

Les  parallèles  aux  côtés,  passant  par  le  centre  de  gravité,  sont  des  dia- 
mètres conjugués. 

y  =  é  est  constant;  si  Ton  désigne  par  h  la  hauteur  du  parallélo- 
gramme, on  a  : 

1  .^ 


{     bz*dz 
•  =  i^r =  .1  A' =(0,2887*)». 


h 

Ah  12 

V   bdz 

Le  procédé  le  plus  rapide  pour  déterminer  Tellipse  centrale  consiste 
à  porter  directement  la  longueur  0,2887A,  comme  hauteur  normale 
de  la  demi-ellipse  {fig.  171);  mais  si  Ton  tient  à  construire  directe- 
ment cette  longueur,  on  décrira  un  demi-cercle  sur  la  demi-hauteur 
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du  parallélogramme  comme  diamètre;  la  corde  qui  a  pour  projection 


Fig.  171. 


1  h  (voir  fig.  171)  est  la  demi-hau- 
6 

teur  de  Tellipse,  car  elle  a  pour  carré 

6       2  12 

Le  moment  d'inertie  par  rapport 
au  diamètre  b  est  naturellement  égal 
à: 

12 


Si  Ton  choisit  un  côté  comme  axe,  on  a,  pour  la  distance  à  cet  axe  du 
centre  de  toutes  les  forces,  ou  du  sommet  correspondant  du  noyau  : 


k*      \         -^  h*      1         \ 
^       yc      2  ^h        2    ^6 


La  demi-hauteur  du  noyau  est  donc  égale  au  -  de  la  hauteur  du 

parallélogramme.  Par  suite,  ce  noyau  occupe  dans  le  parallélogramme 
le  tiers  moyen. 

Les  deux  sommets  correspondants  à  deux  côtés  parallèles  sont  natu- 
rellement situés  sur  le  diamètre  conjugué  parallèle  aux  deux  autres 
côtés.  Gomme  les  diagonales  de  tout  quadrilatère  circonscrit  à  une 
courbe  de  second  degré  sont  conjuguées,  il  en  résulte  que  les  tangentes 
aux  points  oti  la  courbe  rencontre  une  des  diagonales  sont  parallèles  à 
l'autre  diagonale.  Ces  points  de  la  courbe  sont  eux-mêmes  déterminés 
par  cette  condition,  qu'ils  forment  une  division  harmonique  avec  un 
sommet  du  parallélogramme  et  le  point  de  rencontre  de  la  diagonale  avec 
le  côté  correspondant  du  noyau;  le  milieu  de  la  ligne  qui  les  joint  doit 
d'ailleurs  coïncider  avec  le  centre  de  la  courbe.  Le  demi-diamètre  qui 
réunit  ces  deux  points  (voir  fig.  171)  est  par  suite  égal  à  la  distance  du 
centre  de  la  courbe  au  point  d'intersection  de  deux  demi-cercles,  dont 
l'un  serait  décrit  sur  la  distance  des  points  à  diviser  harmoniquement, 
c'est-à-dire  sur  la  distance  du  sommet  du  parallélogramme  au  côté  du 
noyau,  comme  diamètre,  et  l'autre,  sur  la  distance  du  centre  de  ce 
cercle  au  centre  de  la  courbe;  car  les  points  d'intersection  de  deux 
rercles,  qui  s^  coupent  normalement  avec  une  droite  passant  par  le 
rentre  de  Tun  d'eux,  forment  toujours  une  division  harmonique. 

Du  reste,  on  peut  porter  directement  ce  diamètre  sur  la  figure,  parce 
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1 

qu*il  est  coupé  par  le  côté  du  noyau  au  —  de  la  longueur  totale  d  de  la 
diagonale,  et  qu*on  a  par  suite  : 


Le  demi-diamètre  sera  donc  : 


=  Vn^=«' 


2044</. 


Si  Ton  trace  encore  les  huit  tangentes  passant  par  les  sommets  du 
parallélogramme  (et  il  suffit  d*en  construire  une,  puisque  toutes  les 
autres  sont  symétriques),  on  obtient  en  tout  16  tangentes,  que  Ton  a 
tracées  sur  la  fig,  i7i,  à  la  place  de  Tellipse. 

Si  le  parallélogramme  devient  un  carré,  les  deux  diamètres  conjugués 
sont  égaux  et  sont  perpendiculaires  Tun  à  Tautre;  Tellipse  devient  un 
cercle;  il  en  est  naturellement  de  même  pour  tous  les  profils  en  forme 
d'étoiles  ou  de  croix,  qui  sont  symétriques  par  rapport  à  quatre  dia- 
mètres formant  entre  eux  des  angles  de  45*. 

6)  Ellipse  centrale  et  noyau  du  triangle. 

La  droite  qui  joint  un  des  sommets  au  milieu  du  côté  opposé,  et  la 
parallèle  à  ce  côté,  passant  par  le  centre  de  gravité,  sont  des  diamètres 
conjugués.  Si  l'on  désigne  par  xz  la  longueur  d'une  bande  située  à  une 

Fig.  178." 


»      •'     / 


S'Kh 


à-"'         :^^^:^ 


distance  s  du  sommet  (cette  distance  étant  mesurée  parallèlement  à  h), 
on  aura  pour  le  carré  de  la  demi-hauteur  de  Tellipse  : 
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V   xz*dz        /\   xz'dz\         j>  .  , 

En  appliquant  cette  formule  à  Tun  des  deux  demi-triangles  séparés 

par  la  médiane  considérée,  la  hauteur  de  Tellipse  centrale  de  ce  demi- 

1 

triangle  sera  7^  A*j  ;  pour  obtenir  le  rayon  de  gyration  de  ce  même  demi- 

10 

triangle  par  rapport  à  la  médiane,  il  suffit  d'ajouter  à  cette  quantité 

/l     \*  1 

(-AJ  ,  puisque  cette  médiane  passe  à  une  distance  ~  A,  du  centre  de 

gravité  du  demi-triangle. 

Par  suite,  le  carré  de  la  demi-hauteur  de  Tellipse  par  rapport  à  la  mé- 
diane est  : 


( 


Â  +  §)**'='^^*'  =  ^®'*^^^*'^*- 


Si  Ton  reproduit  les  conclusions  que  nous  avons  tirées  au  para- 
graphe a),  on  en  déduit  que  la  distance  au  centre  de  gravité  du  côté  du 
noyau  qui  correspond  au  sommet  du  triangle  et  qui  esl  par  suite  pa- 
rallèle au  côté  opposé  à  ce  sommet,  est  égale  à  : 

et  la  distance  au  centre  de  gravité  du  sommet  du  noyau  qui  correspond 
à  un  côté  est  égale  à  : 

-*-A'       4 

11  12  1 

Si  Ton  remarque  en  outre  que  ^  et  yr-  sont  le  7  de  -  et  de  - ,  on  en 

o       12  4        3  o 

conclut  que  le  noyau  est  un  triangle  semblable  au  triangle  donné  et 

semblablement  placé  par  rapport  au  centre  de  gravité,  et  que  le  rapport 

1 

de  similitude  des  deux  figures  est  -. 

4 

On  peut  construire  V/TgA'  et  \/^A\ ,  comme  nous  l'indiquerons  à 

propos  du  trapèze  à  bases  parallèles. 

Dans  la  construction,  chaque  côté  donne  quatre  tangentes  à  Tellipse; 
'^i  par  chaque  sommet,  on  mène  encore  les  deux  tangentes  à  Tellipse 
d'inertie,  on  obtient  18  tangentes,  qui  ont  été  tracées  sur  la  %.  172  à  la 
place  de  Tellipse. 
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c)  Ellipse  centrale  et  noyau  du  trapése. 

On  obtient  deux  diamètres  conjugués  en  prenant  la  droite  qui  joint  les 
milieux  des  deux  c6tés  parallèles  et  la  parallèle  à  ces  côtés,  passant  par 
le  centre  de  gravité. 

Partageons  le  trapèze,  par  une  diagonale,  en  deux  triangles  dont  les 
surfaces  seront  égales  hak  el  bh  (fig.  173).  Les  centres  de  gravité  de  ces 


x1k 


Fig.  173. 


V 


r  y* 


\ 


deux  triangles  sont  au  tiers  de  A,  et  leur  distance  est  partagée  par  le 
centre  de  gravité  du  trapèze,  dans  le  rapport  inverse  de  a  et  de  6,  en 
sorte  que  ces  distances  sont  égales  à  : 


a  +  6    3 


•  -  A     et 


a 


a  +  b    3 


•  Ia. 


Le  moment  d'inertie  des  deux  triangles  ou  du  trapèze  par  rapport  au 
diamètre  parallèle  aux  côtés  parallèles  est  par  suite  égal  à  : 

Si  Ton  divise  ce  moment  par  la  surface  (a  +  ô)A,  on  obtient  : 
Pour  construire  k,  nous  le  mettrons  sous  la  forme  : 


U 


=v^ 


*'+ 


ab 


■  h*. 
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Décrivons  un  demi-cercle  sur  la  hauteur  h  comme  diamètre  {fig.  173). 
Chacun  des  côtés  du  triangle  isoscèle  inscrit  dans  ce  demi-K^erçle  est 
égal  à  : 


..C=Y/iA'. 


L'ordonnée  de  ce  cercle  qui  correspond  au  point  d'intersection  des 
diagonales  du  trapèze  est  égale  à  : 


=\fû 


Par  suite,  en  prenant  une  longueur  A^Bf  égale  à  AB,  nous  obtien- 
drons en  B,G  la  longueur  3ft. 

Le  tiers  de  cette  longueur  est  égal  à  la  demi-hauteur  de  Tellipse  cen- 
trale. 

Cette  construction  est,  sous  tous  les  rapports,  plus  simple  que  le 

calcul  ;  il  n'est  pas  difficile  de  l'apprendre  par  cœur  et  de  l'appliquer  au 

1 
triangle,  où  AB=:0  et  A=-  A^C,  et  au  parallélogramme  où  A^B^  est  égal 

ô 

à  AO,  c'est-à-dire  au  rayon  du  cercle. 

Pour  obtenir  la  longueur  du  diamètre  parallèle  aux  côtés  parallèles, 
formons  avec  le  trapèze  un  triangle,  ayant  son  sommet  en  D  \le  point  D 
tombe  en  dehors  des  limites  de  la  figure),  et  pour  déterminer  le  k  cor- 
respondant, déformons  la  figure  de  manière  que  les  côtés  parallèles  de- 
viennent perpendiculaires  au  diamètre  qui  les  partage  en  deux  parties 
égales  ;  nous  obtiendrons  ainsi  un  trapèze,  qui  sera  en  affinité  avec  le 
trapèze  donné  et  dont  la  demi-longueur  d'axe  est  égale  à  la  moitié  de  la 
longueur  du  diamètre  de  ce  trapèze  (et  non  pas  de  la  demi-hauteur) 
d'après  le  n*  105  (p.  391).  Si  l'on  désigne  par  h  la  hauteur  du  trapèze 
transformé,  on  a  pour 


La  hauteur 


la  surface 


Du  grand  triangle.  Da  petit  triangle. 

bh  ah 

b  —  a  b  —  a' 

_      b^h  a*h 

b  —  a  b  —  a' 


,  -,.     ^.        i    b'k  1    a'k 

le  moment  d  mertie  -=:  - 


6A  — a         66  — a 
lé*  — a*       1 


par  suite  A*  =  g  ^^—j,  =  1^"^'  +  *')» 

ou  A  =  0,4082  )/a^  '+  b\ 
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Le  plus  simple  sous  tous  les  rapports  est  de  construire  y'a* + ô%  comme 
on  Ta  indiqué  sur  la  fig.  173.  On  peut  alors  ou  bien  prendre  directement 

les  0,4082  de  cette  longueur,  ou  bien  construire  4  /i  /^t  i  ^t\   comme 

le  montre  la  figure.  On  peut  construire  de  la  môme  manière  la  hauteur 
de  Tellipse  centrale  au-dessus  d*un  des  côtés,  qui  divisent  en  deux  parties 
égales  le  triangle. 

On  ne  peut  pas  en  général  déterminer  d'une  manière  simple,  comme 
pour  les  figures  précédentes,  la  position  des  sommets  et  des  côtés  du 
noyau  central  ;  le  procédé  le  plus  commode  consiste  d^ns  la  construc- 
tion des  polaires  des  sommets  du  trapèze  symétrique.  Il  faut  remarquer 
que  les  sommets  correspondants  aux  côtés  parallèles  doivent  se  trouver 
sur  le  diamètre  conjugué  qui  divise  en  deux  parties  égales  le  trapèze. 
Les  sommets  qui  correspondent  aux  deux  autres  côtés  sont  situés  sur 
les  polaires  du  point  symétrique  de  D. 

d)  Calcul  des  moments  des  polygones. 

Comme  suite  du  n*  95  c  (p.  351)  et  pour  servir  de  base  au  calcul  des  moments  cen 
triAiges  des  polygones  en  général,  nous  allons  calculer  d'abord  les  moments  pour 
des  trapèzes  compris  entre  deux  ordonnées  consécutives  du  périmètre  d'un  poly- 
gone. En  procédant  exactement  comme  au  numéro  cité,  on  obtient  pour  les  mo- 
ments du  second  degré  : 

1 

^w  =  12  (y«  -  yi)  [(%'i  +  ^yiVt  +  y*«)«i  +  (y'i  +  «vi^i  +  %'«)*Jt 
1 

3W«  =  ^  (y, - yj)(x»,  +  ^y%^  +  z^t:^^  +  **«)  =  5  ^('•i  +  ^'«)- 

En  ayant  égard  à  ce  que  nous  avons  dit  au  n<>  99  (p.  371),  ces  moments  peuvent 
être  mis  sous  la  forme  suivante  : 

m^=Fy.Zc+  '\-^(^'^^'''  fa-».)(y,-y.)'  =  FYycz  +  A), 
On  en  déduit,  pour  les  dimensions  de  TeUipse  centrale  : 
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La  concordance  de  ces  résultats  avec  ceux  du  n""  110  (p.  413)  est  évidente.  Il  ré- 
sulte en  outre  de  Texpression  de  Fordonnée  du  point  de  contact,  savoir  : 

A_    H  —  tj    ^ 

que  ce  point  de  contact  est  situé  sur  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  ordonnées 
Z]  et  f  !• 

Les  valeurs  ci-dessus  de  S^lyySRysSRu  permettent  d^obtenir  les  équations  des 
ellipses  d'inertie  de  différents  polygones. 

Calculons  d^abord  les  moments  d*un  triangle.  Soient  y^z^^  Vt^t^  y^H  ^^  coor- 
données des  sommets.  Le  moment  centrifuge  du  triangle  s^obtiendra  simplement  au 
moyen  de  la  sommation  des  moments  des  trois  trapèzes  entre  les  ordonnées  ZyZfy. 

Soit: 

F  = 


y\  «1 

1 

y%  H 

1 

y%H 

1 

le  double  de  la  surfoce  du  triangle.  Si  Ton  regarde  comme  positif  le  sens  123,  le 
signe  du  trapèse  compris  entre  les  ordonnées  ^i  et  y^,  et  par  suite  celui  de  la  sur- 
face -  (yt  — yOUt  +  M  doit  être  pris  négativement  Le  signe  de  ce  trapèze  déter- 
mine  celui  des  deux  autres.  On  a  par  suite  à  ûdre  la  somme  des  moments  des  itd^ 
pèzes-(yj  — yt)(2t  +  %),  2(yî-yi)(«i  +  «8)  et  ^  (y,-y,)(«t  +  «i).  Onobtient  :  ^ 

3R,.  =  ^  F[(?yi  +  y,  +  y,)5t  +  (vi  +  2y«  +  yi)«s  +  (yi  +  yt  +  2ys)«j 
=  J2  F[^c«c  +  yi^i  +  ytH  +  y%H\ 

yc  et  zc  désignant,  comme  précédemment,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité. 

Quant  aux  moments  ^yy  et  ^Rbm,  on  les  obtient  très  simplement  en  faisant 
y  =  js.  Posons  : 

S». = (2yi  +  yj + ys)*!  +  (yi  +  2yf  +  ys)*«  +  (yi  +  yt  +  2yi)2s 
=  yi«i  +  yi««  +  yth  +  ^yc^cy 

s,,=2(y*i  +  y*t  +  y«t  +  vxVi  +  yiyt +yiyi)  =  y'i  +  y*«  +  y's  +  Vc 
Tw= y*i  +  y\  +  y's  -  3y«c. 

Les  dimensions  de  Pellipse  dUnertie  et  de  l'ellipse  centrale  seront  données  par  les 
équations  : 

6*=  aWyy  :  F=  ^  Svv=  y'c  +  ^  Tyy^y^c  +Af, 

A=  3R,s  :  F  =  ~Sy,  =  ycxc+  j^ '^»' =  ^^'^  +  ^' 
c«  =  aJl«  :  F=  1  S..  =  3»o  +  g  T„  =  z«c  +  Ar*. 

Si  Ton  fait,  dans  ces  formules  y,  =  z,  =  y,  =  0,  z^  =  ^zi,  c'est-à-dire  si  Ton 
prend  comme  axes  des  coordonnées  un  côté  du  triangle  et  la  droite  qui  joint  le  mi- 
lieu de  ce  côté  au  sommet  opposé,  on  obtient  : 

y«  =  ôy«»     2c  =  0,     A  =  0. 
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t  donc  conjuguAs  par  mpport  à  l'ellipse  centrale.  On  a  en 


*»=-T«  =  ^(.'.  +  .-^  = 


~  12    "       18 

ae  qui  concorde  complètemeat  avec  les  résultats  trouvés  (p.  411  b). 

Les  moments  dUnertie  des  polygooon  de  plus  de  trois  cAtés  s'obtiendront  en  Iki- 
sant  la  somme  des  moments  des  triangles  suivant  lesquels  on  peut  décomposer  ces 
polygones.  Uaia  le  di^veloppement  général  de  ces  momeuls  en  Tonction  des  coor- 
données «st  trop  compliqué  pour  trouver  place  ici. 


111.    ELLIPSE   CENTRALE   ET  ROïAU   DE  FIGURES  PARABOUQDES 

ET    ELLIPTIQUES 

a)  Ellipu  central*  ot  noyan  d'an  ugment  paraboUqu. 

Le  diamètre  conjugué  à  la  corde  de  l'arc  de  parabole,  ei  la  parallèle  à 
cette  corde,  passant  par  le  centre  de  gravité  du  segment,  forment  deux 
diamètres  conjugués. 

Pour  déterminer  le  diamètre  de  l'ellipse  centrale  correspondant  au 
diamètre  de  la  parabole,  on  se  sert  de  l'équation  de  la  parabole 


y  =  \/p.z\ 


Par  suite,  pour  une  longueur  de  segment  égale  à  A,  on  ^(loiTfig.nX): 
\  \pz^dî         \j„VP  z^dz  / 
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Pour  déterminer  la  hauteur  de  Tellipse  normalement  à  6,  on  met  Té- 
quation  de  la  parabole  sous  la  forme 


y 


-(-S). 


en  prenant  pour  axes  coordonnés  la  corde  et  le  diamètre  b  (la  coor- 
donnée y  étant  parallèle  à  6).  On  a  par  suite 

La  distance  au  centre  de  gravité  du  sommet  du  noyau,  qui  correspond 
à  la  corde  de  la  parabole,  est  égale  à  : 

—  —  ^    —A  — —A 
I  6  ■"  2  *  175     ""  35   * 


Les  points  extrêmes  de  la  corde,  considérés  comme  points  de  la  pa- 
rabole, correspondent  aux  tangentes  de  Tellipse  du  noyau  qui  se  cou- 
pent en  ce  sommet. 

Comme  toutes  les  tangentes  à  la  parabole  sont  extérieures  à  Tellipse 
centrale,  tous  les  points  du  périmètre  du  noyau  correspondants  à  ces 
tangentes  sont  à  Fintérieur  de  Tellipse  centrale;  la  partie  courbe  du 
noyau  ne  peut  donc  appartenir  qu'à  une  ellipse,  qui  doit  passer  par  le 
centre  de  Tellipse  centrale,  c'est-à-dire  par  le  centre  de  gravité,  parce 
que  la  droite  à  Tinfini  est  tangente  à  la  parabole. 

A  la  tangente  à  la  parabole,  passant  par  le  sommet,  correspond  un 
point  de  Tellipse  du  noyau,  dont  la  distance  au  centre  de  gravité  est 
égale  à  : 

—  —  2    —  b  —  ^b 
îô~"5*  175     ""35    • 

Les  distances  entre  le  noyau  et  le  segment  sont  d'une  part  : 

V5       35       IJ  ' 
et  d'autre  part  : 

\5       35       7/    ' 

et  le  noyau  n'occupe  dans  l'intérieur  du  segment  que  les  -  de  sa  lar- 
geur. 

27 
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Les  autres  dimensions  du  noyau  se  déterminent  de  la  manière  la  plus 
commode  au  moyen  de  Tellipse  centrale. 


b)  Ellipse  centrale  et  noyau  d'un  triangle  parabolique. 

Nous  désignons  sous  le  nom  de  triangle  parabolique,  la  surface  com- 
prise entre  deux  tangentes  à  la  parabole  et  Tare  de  parabole  qui  s'étend 
d'un  point  de  contact  à  l'autre  (voir  fig,  174). 

Le  diamètre  de  la  parabole  qui  passe  par  le  point  d'intersection  des 
tangentes  et  qui  coïncide  avec  le  diamètre  du.  segment,  et  la  parallèle  à 
la  tangente  au  sommet,  menée  par  le  centre  de  gravité,  sont  des  dia- 
mètres conjugués. 

On  arrive  à  déterminer  de  la  manière  la  plus  simple  les  longueurs  des 
diamètres,  en  considérant  le  triangle  parabolique  comme  la  différence 
entre  le  triangle  formé  par  les  deux  tangentes  et  la  corde  du  segment  de 
parabole,  et  ce  segment  lui-même. 

Si  nous  désignons  par  F  la  surface  du  triangle  parabolique,  celle  du 
segment  sera  égale  à  2F  et  celle  de  tout  le  triangle  égale  à  3F. 

De  plus,  le  centre  de  gravité  est  situé,  d'après  le  n*  96  (p.  357),  au 
cinquième  de  la  base  mesuré  à  partir  du  sommet.  Gomme  la  largeur  du 
segment  est  aussi  égale  à  celle  du  triangle  parabolique  et  par  suite  égale 
à  b,  la  distance  du  centre  de  gravité  de  ce  dernier  à  celui  du  triangle 
total  sera  : 

5  3  15    ' 

et  celle  de  ce  centre  au  centre  de  gravité  du  segment  : 

U-lb  =  ib. 

5  5  5 

Le  moment  du  triangle  total  est  par  suite  égal  à  : 


[4(^*)'+(è*}>^- 


et  celui  du  segment  est  d'après  à)  égal  à  : 


fê-+(i')> 


Si  Ton  divise  la  différence  de  ces  deux  moments  diiieriie,  par  h  sw- 
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face  F  du  triangle  parabolique,  on  obtient  : 

Le  moment  par  rapport  au  diamètre  de  la  parabole  a  une  forme  plus 
simple,  parce  que  les  trois  centres  de  gravité  sont  située  sur  ce  diamè- 
tre ;  on  obtient  pour  Texpression  de  ce  moment 

En  déterminant  le  noyau,  on  n'a  pas  à  se  préoccuper  de  Tare  de  pa- 
rabole, parce  que  toutes  ses  tangentes  coupent  le  triangle  et  que  par 
suite  aucune  d'elles  n'est  à  l'extérieure  de  l'ellipse  centrale.  Le  noyau 
est  par  suite  le  môme  que  celui  du  triangle  total. 

La  distance,  au  centre  de  gravité,  du  côté  qui  correspond  à  l'intersec- 
tion des  tangentes  est  égale  à  : 

ÎtB'   •5^  =  70^ 

et  la  distance  de  ce  même  côté  au  sommet  de  la  parabole,  qui  est  dis- 

1 
tant  du  centre  de  gravité  de  -  ^  est  égale  à  : 

\ï       70  ~  14/ 

La  distance  au  centre  de  gravité  du  sommet  correspondant  à  la  corde 
est  égale  à  : 

Enfin  la  distance  au  sommet  du  triangle  parabolique  est  égale  à  : 

\5       35  ~  7/ 

On  détermine  les  autres  éléments  du  noyau,  de  la  manière  la  plus 
commode,  au  moyen  de  la  construction  graphique. 

En  général  on  considère  toutes  les  parties  courbes  des  profils,  qu'elles 
soient  concaves  ou  convexes,  comme  des  arcs  de  parabole  ;  d'habitude 
il  suffît  de  dessiner  à  vue  d'œil  les  ellipses  centrales  que  nous  venons  de 
construire,  pour  pouvoir  apprécier  la  petite  longueur  dont  il  faut  dé- 
placer le  centre  de  gravité  pour  la  détermination  des  moments  d'inertie. 


+ 
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'  Quant  au  noyau  central,  on  en  fait  peu  usage,  car  il  suffit  de  consi- 
dérer combien  ses  dimensions  sont  faibles,  pour  comprendre  que  rem- 
ploi de  ces  profils  paraboliques,  dans  les  constructions^  est  défavorable  au 
point  de  vue  de  la  résistance. 

c)  Ellipse  centrale  et  noyau  dn  trapèse  parabolique. 

Comme  suite  du  n*  96  d  (  p.  358  ),  nous  calculerons  les  moments  dHnertie  de  la 
fig,  163  (p.  358;.  En  conservant  la  définition  et  la  valeur  de  y,  telles  qu'elles  sont 
données  dans  ce  numéro  en  fonction  de  z,  on  obtient  de  la  maniône  suivante  le  mo- 
ment d'inertie  !iRyy  par  rapport  à  la  base  du  trapèze,  le  moment  d*inertie  WImm  par 

rapport  à  la  ligne  médiane  et  le  moment  centrifuge  Wy.  par  rapport  à  ces  deux 
axes. 

3)î«       1  C+i    ,^        1  /«^  .   1    \       13         2  ^       2 

A[(,,,|,).!^-|,,]_..5^ 

(i  g 

Posona,  pour  simplifier  -  =:  f,  ^  s=2;  nous  obtiendrons,  i>our  les  élémenU  <le 
l'ellipse  d'inertie,  les  expressions  : 

**     3R..       ,     1/,     1        1  «\ 

?=-W   -'••  =  31^-^-12 «•)' 

A»      SW„      V.»       4  j^  1    ,        1     -,   1  «        1     -      /.   .    1   ^        1      \» 

=-:(-^)^â(^^[(-l#.lr)-(..i.)]^ 

Nous  avons  construit  ces  grandeurs  fig,  175  et  176.  La  construction  du  centre  de 
gravité  {fig.  175)  est  identique  avec  celle  de  la  fig.  163  (p.  358).  Pour  obtenir  les  rap- 
ports  cJes  sinus  des  différents  y  et  ô,  nous  avons,  sur  la  fig.  176,  décrit  une  demi- 
circonférence  avec  2f  comme  rayon,  puis,  d'une  extrémité  de  diamètre  2/;  nous 
avons  porté  les  cordes 

5^'    S'''    5^'    ''^    ^f'9.    ^r-l9' 
En  joignant  les  extrémités  de  ces  cordes  à  l'autre  extrémité  du  diamètre  2'",  on 
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obtient  les  rapports  de  sinus 


ÏSY,     5«,     gY,     2«,     T"  =  1«5T»      Y'  =  1-5Y. 


10 


6 


1 


En  portant  sur  le  rayon  ^d  les  longueurs  /  et  ^  la  distance  des  points  ainsi  ob- 


Plg.  175. 


Kg.  176. 


Mfr 


;     .'/-'If  Vu     1 


— * 


^r" 


fr'4 


j'f  /::->'^Cl 


au 


61 


tenus  au  diamètre  tf  est  égale  à  r  d/  et  -  8/:  En  portant  ces  mêmes  longueurs  sur 

le  rayon  -  <•  on  obtient  les  distances  87  =  --  8*/  et  Vf-=.  ->  }^f. 
•^      6  12  12    ' 

En  portant  la  longueur  /  sur  le  rayon  r',  la  distance  du  point  obtenu  à  la  verti- 
cale 2/" est  t''=  (1  —  5  ï)^*  Nous  avons,  sur  la  /l^.  176,  retranché  de  cette  distance 

la  longueur  «7  =  r^  8»/,  et  obtenu  : 


12 


t=(x-\,-'L^y 


Un  demi-cercle  décrit  sur  2'  et  -  /  intercepte  la  longueur  k  sur  la  verticale  conmie 
le  montre  la  figure. 

La  distance  du  point  /  de  la  verticale  au  rayon  -f"  est  égale  à  ^7=  (  1  —  -  y  )  A 

Nous  avons  porté  cette  longueur  sur  le  rayon  rr  y,  puis  nous  Tavons  rabattu  sur 

rhorisontale  passant  par  Textrémité  du  point  ainsi  obtenu.  La  distance  de  Textré 
mité  de  cette  horixontale  à  la  verticale  sera  alors ,  d'après  la  fig,  15  (p.  10), 
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[l  —  -YJ^I  +  ï^y)/''  En  retranchant  ô^de  cette  longueur,  on  obtient: 

Enfin,  en  portant  ô'/sur  le  rayon  -  S,  la  distance  de  Textrémité  à  la  Terticale  est 

C 

y ,  comme  le  montre  la  figure. 

Pour  obtenir  A,  nous  avons  d'abord  multiplié  i"f  par  B"  en  b[K)rtant  S'Y  sur  la 
verticale  et  construisant,  au  moyen  d*un  rayon  et  de  deux  parallèles,  une  figure 

fi"  et  fi"*  semblable  k  f  et  fh".  Nous  avons  ensuite  porté  -  f  sur  la  verticale,  et 

multiplié  trois  fois  par  le  rapport  de  sinus  i  ce  qui  nous  donne  -  y'*/'  =-fl— -yj  /", 

4  /3    \» 
comme  Tindique  la  figure.  Il  faudrait  encore  y  ajouter  ^  IrT  ]  /":  inais  cette  der- 
nière quantité  n*est  pas  susceptible  d'être  construite;  le  calcul  montre  qu'elle  serait 

représentée  par  ^  de  millimôtre;  aussi,  nous  n*en  avons  pas  tenu  compte.  E^  re- 

4  A* 

tranchant  de  -  f  7  ^^  longueur  d"*/"  déjà  construite,  on  obtient  —  ;  ajoutant  f  à  cette 

ô  ' 

dernière  longueur  et  décrivant  un  demi-cercle  sur  la  somme,  on  obtient  h  comme 
on  le  voit  sur  la  figure. 

Menons,  aux  distances  A  et  A;  du  centre  de  gravité,  fig.  175,  des  parallèles  aux 
côtés  du  trapèze;  ces  droites  seront  tangentes  à  Tellipse  centrale  et  formeront,  par 

suite,  un  parallélogramme  circonscrit  à  cette  courbe.  D'après  le  n*  100  (p.  375),  les 

C       C 
points  de  contact  sont  situés  aux  distances  t*  ot  t*  des  diamètres  parallèles  aux  côtés 

du  parallélogramme,  et,  comme  C  est  positif  dans  le  cas  actuel,  ces  distances  doi- 
vent être  prises  dans  le  sens  positif  des  coordonnées.  Nous  avons  construit  ces  deux 
distances,  dans  la  position  qu'elles  doivent  occuper,  au  moyen  des  longueurs  connues 

et  déjà  construites  /  et  y,  et  obtenu  ainsi  deux  points  de  contact.  Les  deux  autres 

points  de  contact  sont  symétriques  de  ceux-ci.  Ces  quatre  points  de  contact  sont  les 
sommets  d'un  parallélogramme  inscrit,  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  diagonales 
du  parallélogramme  circonscrit.  Il  est  facile,  au  moyen  des  quatre  tangentes  et  de 
leurs  points  de  contact,  de  construire  Tellipse  centrale. 

Nous  avons  aussi  construit,  sur  la  fig,  175,  le  noyau  central.  Les  quatre  côtés  reo- 
tilignes  sont  les  antipolaires  des  quatre  sommets  du  trapèze  parabolique.  Comme  la 
parabole  qui  forme  un  côté  de  ce  trapèze  passe  par  deux  sommets  du  trapèze  et  par 
le  point  d'intersection  (à  Tinfini)  des  deux  côtés  parallèles,  où  elle  est  tangente  à  la 
droite  à  l'infini,  la  section  conique  correspondante  à  cette  parabole  sera  tangente 
aux  antipolaires  des  deux  sommets  et  à  la  ligne  qui  joint  les  deux  sommets  du  no3rau 
correspondants  aux  côtés  parallèles  du  trapèze,  et  en  outre  elle  passera  par  le  pôle. 
Ce  pôle  est  le  point  de  contact  de  la  ligne  de  jonction  et  la  direction  de  celle^i  est 
conjuguée  à  la  direction  des  côtés  parallèles.  Dans  les  deux  figures,  à  ^intersection 
de  deux  tangentes,  correspond  la  ligne  qui  réunit  leurs  points  de  contact  La  para- 
bole étant  située  complètement  en  dehors  du  trapèze  et  ne  passant  que  par  deux  de 
ses  sommets,  la  section  conique  correspondante  est  située  tout  entière  à  Tintérieur 
du  trapèze  et  n'est  tangente  qu'à  deux  de  ses  côtés;  c'est  par  conséquent  une 
ellipse. 

Il  est  évident  que  les  formules  développées  pour  les  moments  d^inertie  du.  trapèze 
parabolique  coniiennent  aussi  celles  du  triangle  parabolique.  (Yçir  b) . 

é 


OD  a 
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d)  Moments  d'inertie  de  surfaces  limitées  par  des  ellipses 

et  des  paraboles. 

L'équation  d'une  section  conique  à  centre  peut  toii^ours  être  mise  sous  la  forme  : 

2  =  cy  +  c±  V«(y— *)'  +  R. 
Si,  par  exemple,  on  prend  Téquation  générale  : 

0  =  Oi  1  y*  +  2a„ys  +  a„i«  +  2ai,y  +  «fl,t  s  +  Ott» 

t'ii'  Ofs'  fl'a*  Aj$  ^iA$$ 

Cela  posé,  si  Von  considère  une  surface  limitée  par  deux  ordonnées  z,  par  un  arc 
de  la  courbe,  et  par  l'axe,  on  trouve,  pour  la  surfaœ  F,  les  moments  statiques  M», 
M,,  et  les  moments  d'inertie  ÛKyy,  3)?»,,  3Ws,,  les  expressions  suiTantes,  dans  les- 
quelles w  désigne  le  radical  ±  \/a(y  —  6)«  +  R,  qui  entre  dans  la  valeur  de  «  : 

F  =  ydy=-xy*+cy+\wdy; 
My  =  \yzdy  =  -  ty»  +  -  cy^  h  V  ywe/y  ; 
M«  = -\zWy  =  ^(xy  +  c)»  +  xWdy  +  c\wdy  +^\tt>»dy; 

gWy,==i\yj»rfy  =  iTV  +  5CTy»  +  jC»y«  +  Tyu;di/  +  c^î^«rfy  + 

Nous  avons  laissé  de  côté  les  constantes  dans  ces  formules,  car  il  est  clair  que 
toutes  les  intégrales  doivent  être  prises  entre  les  limites  des  coordonnées  extrêmes. 
Il  convient  toutefois  de  remarquer  qu'entre  ces  limites  Tare  de  courbe  ne  doit  pas 
passer  par  rinilni. 

Si  les  deux  axes  sont  conjugués  par  rapport  à  la  section  conique,  on  aura 
c  =  t  =  0,  et  les  moments  se  réduisent  aux  derniers  membres  des  expressions  ci- 
dessus.  En  intégrant  e^  mettant  des  accents  pour  éviter  la  confusion,  nous  aurons 

(*  1  1  1         Cdv 

M  =  --rc  -  W<^  ==  g  ay»-(x^y«  +  -  (a6«  +  R)y, 

3R',r,=«  i\yio«rfy  =  i  «y*  -  1  a6y»  +  J  (aô»  +  R)y», 
m'^  =  i  \My  =  ^  {2w^  -  3R) (v  -  ^)c«  +  g  R*^^- 


i» 


DBS  rOKCM  PAULLftLBS. 


L'inUgrale  ^R\— ,  que  noua  avons  comarrée  d&na  las  formules  précédente*, 

u'Mt  antre  chose  que  la  iurftice  compriae  entre  Turc  et  lea  deux  r&yooi  qui,  da 
centre  de  la  courbe,  projettent  lea  extrémités  de  cet  arc.  Un  élément  de  ceUe  lur- 
bce  #at  en  effet  : 


;  [(!,-6)rf«.-»rfl,]=  —  [»(tf-*)»-«']rftf  = 


L'eiproBBiou  de  cette  surikce  est  différente  suivant  qu'il  «'agit  d'une  eltipw  oi 
d'une  hirperbole.  Dsiw  le  caa  de  l'ellipse,  a  est  négatif  et  R  est  positif,  et  l'on  a  : 


i^V 


-  arcsio 


V-5^  (y  -  *)  =  —7m  M«  COB  ~. 


I>ea  arcs  &  introduira  dana  ces  Ibrmulas  sont  complètement  déterminés  par  les 
signes  des  sinus  et  des  cosinus.  L'arc  est  égai  à  léro  pour  g  —  b  =  Q,  ¥>  =  ^: 

égala  j  pour  y  — 6  =  1/ —-,  vi  =  0;  égal  ait  pour  y =A  =  0,  a^—^ti,  étendu 

3 
égal  *  s  '  ponr  y 


les  différents  cas  qui  peuvent  se  préseuler  pour  l'ellipse;  les  extrémités  de  chaqae 
arc  sont  désignées  par  lea  numéros  1  et  2,  placés  de  telle  porte  que  le  numéro  î 
suive  le  numéro  1,  lorsqu'on  parcourt  la  courbe  dans  le  sens  positif,  indiqué  par  les 
Qiches.  lies  surfaces  positives  sont  hachorém,  et  les  surbces  négatives  pointillées; 
les  formulas  écrites  plus  haut  donnent  la  différance  des  moments  des  deut  surfaces. 
Dans  le.casderh}rpsrbole,  otia  est  positif  et  oii  R  peut  avoir  un  signe  qnelconqie, 


l'inlégrale^RX^est 


2     >       î^ 
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Dans  cette  intégrale,  le  plus  grand  des  deux  termes  v^(y  —  6)  et  w  change  de 
signe  quand  on  passe  d'une  branche  de  l'hyperbole  à  Tautre.  Si,  par  exemple,  R  est 

positif,  w  est  toujours  plus  grand  que  V>(y  —  à)  et  est  imaginaire  entre  +  yR  et 

—  v^R  ;  w  change  par  conséquent  de  signe  en  passant  de  +  ^R  à  —  ^R,  c'est-à-dire 

d*une  branche  de  Thyperboie  à  Tautre.  Si,  au  contraire,  R  est  négatif,  sfôky  —  6)  est 

plus  grand  que  w,  (y  —  b)  est  imaginaire  entre  +  V/ «t  —  V/ et  change 

de  signe  en  passant  d*une  branche  de  la  courbe  à  Tautre.  Q  en  résulte  que  Texpres- 

sion  ^ly  -^b)  -\-w  change  toujours  de  signe  en  passant  d*une  branche  à  Pautre, 
et  que»  lorbqu^on  substitue  les  coordonnées  de  deux  points  pris  sur  les  deux  bran- 
ches de  rhyperbole  dans  Pexpression  : 

\/â{yt^b)  +  Wi 

dont  le  logarithme  est  égal  à  la  différence  des  logarithmes  à  calculer,  le  résultat 
est  négatif,  c'est-à-dire  que  son  logarithme  est  imaginaire.  Par  conséquent,  lors- 
qu'on prend  comme  limites  des  intégrales  entrant  dans  les  formules,  les  coordonnées 
de  deux  pointq  non  situés  sur  la  même  branche  de  Thyperbole,  le  résultat  est  une 
quantité  imaginaire;  il  fout  donc  prendre  des  points  appartenant  à  la  même 
branche. 
Les  fig.  178  et  179  montrent  quelles  sont,  dans  le  cas  de  Phyperbole,  les  surfaces 

Fig.  179. 


dont  les  moments  sont  donnés  par  les  formules  précédentes,  quand  les  coordonnées 
du  point  2  sont  prises  comme  limites  supérieures,  et  celles  du  point  1  comme 
limites  inférieures  des  intégrales.  Ces  figures  n*exigent  aucune  explication;  on  voit 
que  les  relations  sont  plus  simples  que  dans  le  cas  d'arcs  elliptiques. 

Dans  la  pratique,  on  a  rarement  à  déterminer  les  moments  de  surfaces  limitées 
par  des  trapèzes  irréguliers,  mais  seulement  de  segments  de  courbes  limités  par 
une  ou  deux  parallèles  à  un  axe  de  coordonnées. 

On  pourrait  déterminer  ces  moments,  en  substituant  dans  les  formules  développées 
plus  haut,  les  coordonnées  (yj  +  iw),  (y,  —  w)  ;  tous  les  membres  contenant  vo  à  une 
puissance  paire  disparaîtraient.  Mais  il  est  plus  simple  de  traiter  ce  cas  directe- 
ment. On  a  d*une  manière  générale  : 

\  Virfy  \     ,  z^'^dz  =  -  \  [xy  +  c  -f  w;»»  —  (xy  +  c  —  w)'''\yidy 

=  -  \  [niVf  +  c)'»-^  +  (^V^y  +  c)*-»tc»  +  ...Jy.rfy. 
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On  obtient  par  smte  : 

F  =  2  V  lody  =  (y-6)to  H-rV -j^, 

M»  =  2  ^  ywrfy  =  |j  UT»  +  A(y- A)»  +  6R  \  ^, 
■  t/ 

M,  =  2  ^  (xy  -j-  c)mdy  =  xMy  +  cF, 


«/ 


aï»  =  2  \  y»iorfv  =  |j  6to»  +  i  (»»»  +  4«6«  -  R)  (y  -  A)»» 

3R^  =  2  ^  (Ty  +  c)«yiwfy  =  xMy^  +  cM„, 

«y 

3R«  =  2  \  (Ty  +  cYwdy  +  ?  \  u;»rfy  =  x^My„  +  2TrMy  +  c»F 
+  ^  (2u;  +  3R)(y-6i«;  +  j  R»\  J. 

Dans  ces  intégrales^  les  w  sont  supposés  positifs,  et  on  ne  doit  substitaer  par 
suite  que  des  limites  positives.  On  ne  doit  par  conséquent,  dans  -ce  cas,  Jamais 
trouTer  entre  ces  limites  un  point  pour  lequel  w  soit  nul.  Si  donc  un  soncimet  se 
trouve  sur  Tare  de  courbe  qui  limite  la  surface  considérée,  ce  sommet  doit  être 
nne  extrémité  de  Tare.  Les  coordonnées  de  ces  points  sont  données  par  la  condition  : 


10  =  0, 


— v?. 


Ces  coordonnées  ne  sont  réelles  que  si  R  et  a  sont  de  signes  différents,  c*est-à>dire 
pour  des  ellipses  et  des  hyperboles  qui  coupent  en  des  points  réels  le  diamètre 
ty  +  c  =  0.  En  substituant  ces  coordonnées  comme  limites  dans  les  formules  précé- 
dentes, tous  les  termes  disparaissent  à  Tezception  de  \      . 

Par  suite  de  la  manière  dont  nous  avons  établi  ces  formules,  elles  ne  s'appliquent 
pas  aux  surfaces  négatives;  il  en  résulte  que,  dans  le  cas  de  Tellipse,  les  limites  de 

l'arc  qui  entre  dans  Texpression  de  \       ne  peuvent  pas  être  prises  dans  toute  Té- 

tendue  du  cercle,  mais  seulement  entre  —  ^,  0  et  +  ^.  Il  n*en  est  naturellement 

pas  ainsi  dans  le  cas  de  Thyperbole. 
En  divisant  Mi  par  F,  on  obtient  : 

zc  =  xy,-^c, 

d*où  il  résulte  que,  dans  le  cas  que  nous  examinons,  le  centre  de  gravité  de  la  sur- 
face est  toujours  situé  sur  le  diamètre  ty  -f-  c  =  0. 

Les  dimensions  des  ellipses  centrales  des  segments  ne  peuvent  pas  être  exprimées 
d*une  manière  générale.  Cela  n*est  possible  que  lorsque  las  surfaces  sont  fermées  à 
distance  finie,  c'est-à-dire  dans  le  cas  d'ellipses.  Nous  poserons  dans  ce  cas,  pour 
obtenir  les  dimensions  cherchées  t,  c,  6  =  0,  et  nous  obtiendrons  : 

My,  M,.  3)J„=0. 
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Les  diamètres  conjugués  de  Tellipse  centrale  sont  par  suite  : 

en  désignant  par  a|  et  6|  les  longueurs  des  diamètres  de  l'ellipse  donnée.  Il  résulte 
de  là  que  Tellipse  d*inertie  et  Tellipse  donnée  sont  semblables,  et  que  le  rapport  de 

similitude  est  -  . 
z 

Il  en  est  naturellement  de  même  du  noyau;  i  étant  toujours  égal  à  A,  la  demi- 
hauteur  de  l'ellipse  du  noyau  sera  : 

i   ~"    fl,    ""4    ** 

Les  dimensions  de  Tellipse  du  noyau  sont  donc  égales  au  quart  des  dimensions 
correepondanteè  de  Pellipse  donnée,  et  à  la  moitié  dé  celles  de  Téllipse  d^inertie. 

Si  Tellipse  donnée  est  un  cercle  de  rayon  r,  Pellipse  dMnertie  et  Tellipse  du  noyau 
seront  aussi  des  cercles  dont  les  rayons  seront  respectivement  : 

1  ,     1 

jr     et     jr. 

Le  moment  dUnertie  d'un  anneau  compris  entre  deux  ellipses  semblables  est  : 

en  désignant  par  F  la  surface  de  Tellipse  extérieure,  et  par  a^  et  a,  les  longueurs 
de  deux  diamètres  correspondants  de  Tellipse  extérieure  et  de  Tellipse  intérieure. 
Nous  aurons  par  suite  : 


—  a», a\  •  — - 

.,       4     '       A     ^    a\       1     . 

*'  = :;; =  jM  +  «N  • 
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Nous  avons  vu  au  n*  83  (p.  303),  que  lorsqu'il  s'agit  de  composer  deux 
forces  seulement,  il  existe  une  construction  plus  simple  que  celle  qui 
consiste  à  relier  ces  deux  forces  par  un  polygone  funiculaire.  Il  en  est 
de  même  lorsqu'il  s'agit  de  déterminer  le  moment  d'inertie  de  deux  sur- 
faces, par  rapport  au  centre  de  gravité. 

Soient  AF,  et  âF,  les  deux  surfaces;  employons  les  notations  du  n*  99 
(p.  371),  et  désignons  parar.y,,  x,AF,,  y,AP,,  (jr\  +  *\.)AF,  (a:,y<  +  C,)F, , 
[y^i  i-  h^ii^it  les  coordonnées  des  centres  de  gravité  et  les  moments  de 
ces  surfaces.  Nous  désignerons  par  F  la  somme  des  deux  surfaces  et  les 
sommes  de  moments  par  les  mêmes  notations,  sans  indices. 
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Construisant  d*abord  le  centre  de  gravité,  d'après  le  n*  83,  nous  au- 
rons : 

.r.AF,  +  x,AF,  =  0, 
et 

AP,  _   AF,   _       F       __  F 

en  désignant  par  /  la  distance  de  ces  deux  centres  de  gravité,  mesurée 
suivant  Taxe  des  x.  Si  Ton  substitue  les  valeurs  de  aF^  et  aF,  que  Ton 
tire  de  ces  équations,  dans  Téquation  des  moments  par  rapport  à  Tun 
des  deux  axes,  Taxe  des  y  par  exemple,  on  obtient  : 

A*  =  J;  UA  +  *',)AP.  +  (^%  +  *'.)4P.l  =  7  [^.^.(«,  -  X.) 

formule  que  Ton  peut  aussi  déduire  directement  du  n*  99  (p.  371). 

Nous  remarquerons,  d'après  les  données  admises  dans  nos  calculs, 
que  x^  doit  être  négatif;  tous  les  membres  de  celte  dernière  équation 
sont  par  suite  positifs  et  faciles  à  construire. 

Décrivons,  sur  la  ligne  /  qui  joint  les  deux  centres  de  gravité,  un 
demi-cercle;  menons,  par  le  centre  de  gravité  total,  l'ordonnée  m,  et  joi- 
gnons son  extrémité  aux  deux  extrémités  du  diamètre  par  les  lignes  m^ 

et  m,;  nous  aurons  m  =  V — ^j^t'»  w»i  =  ^ — te,  ;  m,  =  VSj"-  Bï^ftn  si,  à 
partir  du  point  i ,  nous  portons  k^  àur  m, ,  la  perpendiculaire  abaissée  de 
l'extrémité  de  k^  sur  /,  sera,  par  suite  de  la  similitude  du  triangle,  égale 
à: 


On  obtient  de  la  môme  manière  en  portant  k^  sur  m,  la  hauteur 

Si  Ton  porte  une  de  ces  longueurs  *i  l/y*!  sur  une  perpendiculaire 

menée  à  l'extrémité  de  m,  on  obtient  comme  hypothénuse  du  triangle 

y  k  'x 

rectangle  ainsi  formé,  la  longueur  W  m*  -|-  -î— ?,  En  portant  à  l'extré- 
mité de  cette  nouvelle  ligne,  sur  une  perpendiculaire,   la  longueur 
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■'\r?- 


on  obtient  : 


=\/- 


X, 


•^1^1  H"  I  ^1 


fi  it  » 


ainsi  que  Tindique  la  figure. 
Gomme  la  construction  de  Aj  i/y  et  k^  \/"t~*  "®  dépend  que  des 

angles  formés  par  m,  et  m,  avec  /  et  que  ces  angles  ne  varient  pas  quand 
les  rapports  x^  :  x,  restent  constants,  il  suffit  d'effectuer  une  seule  fois 
la  construction  de  la  fig,  480.  Il  vaut  mieux  se  servir  de  la  droite  qui 

Pig.  180. 


joint  les  centres  de  gravité  eux-mêmes,  parce  que  c'est  celle  qui  donne 
la  figure  la  plus  grande.  Pour  construire  la  valeur  de  h  correspondante 
à  une  autre  direction,  celle  des  y,  par  exemple,  on  projette  suivant  cette 
direction  la  longueur  m  préalablement  rabattue  sur  m;  puis,  à  l'extré- 
mité de  la  projection,  on  porte,  sur  des  perpendiculaires,  les  lon- 
gueurs h^  \/-r  6t  Â,  i/ — p  construites  au  moyen  des  angles  mj  et 

Pour  construire  les  moments  {x^y^  +  C,)aP, -f  (a:^, -|-C,)aP,  ,  nous 
tranfîformons  les  surfaces  x^i  -|-  G,  en  c,.A,  soit  en  employant  les  coor- 
données de  l'antîpôle,  soit  directement  par  une  construction  graphique, 
et  nous  obtiendrons  par  la  substitution  des  valeurs  de  ^F^  et  aP,  : 

G 

Mais  y  est  la  distance,  mesurée  sur  la  tangente  k,  du  point  de  contact 

A 
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de  celle  langcnte  au  diamèlre  parallèle  à  la  tangenle  A;  il  suffit  donc  de 

construire   -y^  et  — j^— î^,  ce  que  l'on  peut  faire  de  diverses  manières. 

Dans  la  fig.  180,  cette  construction  a  été  effectuée,  en  portant  '\-c^eni 
suivant  une  direction  quelconque,  -[-c,  en  2  parallèlement  à  cette  di- 
rection; les  lignes  qui  joignent  les  extrémités  de  r,  à  2  et  de  c,  à  I  dé- 

C 

terminent  sur  m,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  assurer,  la  longueur  -, 

à  l'aide  de  laquelle  Tellipse  est  maintenant  complètement  détermi- 
née. 

Dans  les  grandeurs  que  nous  venons  d'additionner,  tous  les  A:,aP  ont 
été  pris  positifs.  En  ce  qui  concerne  les  signes  C,  il  faut  remarquer  que  C 
a  le  même  signe  pour  des  surfaces  situées  entre  les  angles  opposés  par  le 
sommet,  formés  par  les  axes  et  des  signes  contraires  pour  des  surfaces 
situées  entre  les  angles  adjacents.  Les  surfaces  situées  entre  des  angles 
correspondants  formés  par  des  axes  parallèles  ont  également  le  même 
signe.  En  faisant  attention  à  ces  remarques,  on  voit  immédiatement 
sur  la  figure,  si  les  moments  doivent  être  ajoutés  ou  retranchés.  S'il 
fautajouter  les  moments,  les  deuxe  doivent  être  portés  sur  le  même  côté 
de  la  droite  qui  réunit  Içs  centres  de  gravité;  s'ils  sont  de  signes  con- 
traires, il  faut  les  porter  sur  des  côtés  opposés.  Les  deux  cas  ont  été  in- 
diqués sur  la  figure,  et  distingués  l'un  de  l'autre  par  les  notations  +  c, 

et  — ^f  T  6st  du  côté  de  la  longueur  correspondant  à  -{-e^. 

Les  constructions  que  nous  venons  de  développer  permettent  de  dé- 
terminer très  rapidement  les  moments  des  cornières  et  des  fers  à  Ti 
lorsqu'on  peut  négliger  les  petites  courbures  des  angles.  La  fig.  180  n'a 
pas  été  faite  pour  un  de  ces  cas,  parce  que  les  C  sont  nuls,  quand  les 
côtés  des  rectangles  partiels  sont  parallèles,  et  sont  très  petits,  quand  ils 
sont  presque  parallèles,  comme  c'est  le  cas  ordinaire.  Notre  démonstra- 
tion n'aurait  par  suite  pas  pu  être  effectuée  sur  cet  exemple.  Si  Ion 
veut  tenir  compte  des  courbures  aux  sommets,  on  appliquera  les  con- 
structions du  n"  116. 
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On  a  cherché  à  calculer  approximativement  le  moment  d'inertie  des 
figures  annulaires  à  mince  paroi  en  considérant  ce  moment  comme  la 
différenlielle  du  moment  de  la  surface  totale.  Par  exemple,  dans  le  cas 
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i 

(l*iin  rectangle  creux,  dont  le  moment  total  est  —  bc*,  on  a  employé  la 

formule 

^  (3ée»rfc  +  c'rfé) 

dans  laquelle  db  et  de  représentent  les  différences  des  largeurs  et  des 
hauteurs  du  rectangle  plein  et  du  rectangle  vide. 

Le  moment  d'inertie  d'une  figure  annulaire  à  mince  paroi  est  approxi- 
mativement 


\.y^ds  =  k^ 


où  k  est  la  hauteur  de  Tellipse  centrale  du  contour  par  rapport  à  son 

centre  de  gravité,  et  e  Tépaisseur  de  la  paroi. 
■% 
Soit  W*c/F  le  moment  d'inertie  d'une  figure  annulaire;  la  différen- 
tielle de  cette  intégrale,  par  rapport  à  ses  limites,  ne  sera  en  général 
sensiblement  égale  à  ft'cs  et  ne  donnera  une  valeur  approchée  du  mo- 
ment, que  si',  dans  les  deux  intégrales  eVy'rfs  et  WrfF,  les  ordonnées  y 

sont  prises  par  rapport  au  même  axe,  c'est-à-dire  si  cet  axe  passe  à  la 
fois  par  le  centre  de  gravité  de  la  surface  annulaire  et  par  le  centre  de 
gravité  de  la  surface  entière.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  et  si  les  deux  axes 
sont  distants  de  y^,  l'erreur  pourrait,  dans  le  cas  où  il  ne  se  produirait 
aucune  compensation  particulière,  atteindre  y'^es,  et  être  ainsi  assez 
considérable  pour  que  ce  procédé  de  calcul  ne  pût  être  considéré  comme 
approximatif.  En  général ,  la  coïncidence  des  axes  n'a  lieu  que  pour  les 
figures  symétriques;  il  peut  toutefois  en  être  ainsi  pour  d'autres  figures, 
par  suite  de  compensations  fortuites. 

Si  cette  condition  est  satisfaite,  il  faut  en  outre  que  l'accroissement 
des  limites  de  l'intégration  dans  l'intégrale  qui  représente  la  surface 
donne  une  surface  dont  le  contour  soit  à  une  distance  constante  e  du 
contour  de  la  surface  primitive.  Cette  seconde  condition  n'est  satisfaite 
approximativement,  en  coordonnées  parallèles,  que  pour  les  surfaces 
dont  le  contour  est  sensiblement  parallèle  aux  axes,  et,  en  coordonnées 
polaires,  pour  les  surfaces  dont  le  contour  est  sensiblement  normal  aux 
rayons  vecteurs  menés  par  le  centre  de  gravité,  c'est-à-dire  pour  les 
cercles,  les  polygones  réguliers  d'un  nombre  de  côtés  assez  considé- 
rable, et  les  ellipses  dont  l'excentricité  est  faible  et  pour  lesquelles  par 
suite  les  accroissements  des  axes  diffèrent  peu.  Quand  ces  deux  condition  s 
ne  sont  pas  satisfaites,  on  ne  peut  pas  en  général  considérer  la  difPéren  • 
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tîelle  totale  de  \y'</P  comme  une  valeur  approximative  de  e\y*ds.  La 

différence  sera  d'autant  plus  considérable  que  la  distance  entre  les  cen- 
tres de  gravité  de  la  figure  pleine  et  de  la  figure  annulaire  est  plus 
grande,  et  que  l'angle,  que  la  direction  du  contour  fait  avec  l'axe,  à  partir 
duquel  on  mesure  les  y,  est  plus  ouvert. 

Pour  mieux  expliquer  ces'  relations,  nous  allons  calculer,  d'après  les 
différentes  méthodes,  le  moment  d'inertie  d'un  triangle  isocèle  creui 
ayant  une  base  très  petite. 

Soit  {fig.  181)  le  triangle  donné,  dont  la  base,  la  hauteur  et  les  cQlés 

K>K.  <si-       égaux  ont  pour  longueurs  moyennes  6,3,  48  et  48,1.  Les 

dimensions  correspondantes  du  profil  intérieur  sont  plus 

petites  de  jrr,  et  par  suite  égales  à  S,58,  43,2,  43,29:  cellfs. 

du  profil  extérieur  sont  plus  grandes  àe —,  et  par  suite 

égales  à  6,82,  S2,8  et  52,91.  L'épaisseur  de  la  paroi,  me- 
surée normalement  au  contour,  est  constante  et  égale  à 

-^  =  0,38)28;  elle  n'est  que  le  —  de  la  base  et  le  —  de  la 

hauteur  du  petit  triangle,  c'est-à-dire  assez  petite  pour  qu'on 
puisse  considérer  la  surface  annulaire  comme  étant  k  mince 
paroi,  par  rapport  aux  autres  dimensions  de  la  figure.  En 

outre,  le  rapport  -  de  la  base  à  la  hauteur  offrirait  une  sla- 

bihté  suffisante  pour  une  poutre. 

It  est  facile  de  prévoir  àpriori  le  résultat  du  calcul,  et  de 
reconnaître  qu'en  calculant,  comme  une  différentielle,  le 
moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  parallèle  à  la  base 
menée  par  le  centre  de  gravité,  on  commettrait  une  erreur 
considérable.  En  effet,  la  distance  entre  les  centres  de  gra- 
vité du  triangle  entier  et  de  l'anneau,  mesurée  perpendicu- 
lairement à  cet  axe,  est  très  grande ,  car  le  premier  centre 
de  gravité  est  situé  au  tiers  de  la  hauteur,  et  le  second  esl 
sensiblement  au  milieu.  En  outre,  les  deux  cfités  du  triangle 
forment  un  angle  très  ouvert  avec  la  base.  Si,  au  contraire, 
\  on  prenait  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  la  hauteur  du 

'  triangle,  on  obtiendrait  une  bien  plus  grande  approximation, 

car  les  deux  centres  de  gravité  sont  situés  sur  cette  hauteur,  et  les  deux 
cdtés  du  triangle  forment  avec  celle-ci  des  angles  très  petits. 
Calculons  d'abord  Va  valeur  exacte  du  moment.  Nous  aurons 
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F  =  3,41  X  52,8   2,79  X  43,2  =  180,048  —1 20,528  =  59,52  ; 
M^  =  180,048  X  17,6  — 120,528  X  14,98125  =  1363,184  ; 
y,  =  1363,184  x  50,52  ==  22,i*029 

y^  _  17^6  =  5,3029  ;  y,  —  14,98125  =  7,92165 

SW„  =(5,3029*+-^  X52;8)x  180,048  -  (7,92165*  +— X43;2*)120,528 

lo  lo 

=  32948,92  —  20059,77  =  12889,1 

Ù)î„  =  \  (3;4rxl80,048—2779'xl20,528)=348,94— 156,37=192,57. 
6 

Comparons  à  ces  valeurs  exactes  l'expression  e\y^ds  prise  comme  pre- 
mière approximation.  Considérons  pour  cela  la  surface  annulaire  comme 
concentrée  sur  le  contour  moyen.  La  surface  est  comme  précédemment 

F  =  2(48,1  +  3,1)  X  0,58125  =  51,2  X  1,1625  =  59,52. 

Pour  les  autres  moments,  on  n'a  qu'à  substituer  les  valeurs  a = 6 =48,1  ; 
c=6,2  ;  s  =  102,4  dans  les  équations  du  n*  109  (p.  402).  On  obtient 

^  (»  -  0  (»  +  3c)  ^  96,2  Xl2fx48jx  0,58125 

^  12s  12X102,4 

=  12686 


s{l-à){s-b)c^  102,4  X  54,3  X  6,2   X  0,58125 

^*"=  Q/,    .    ^vt X  0,58125  = , 

3(«+^)*  3X108,6 

=  190,7. 

On  voit  que  le  centre  de  gravité  du  contour  moyen  est  à  une  distance 
égale  à  22,547  +  5  X  0,58125  -  21,707  =  1,13  du  centre  de  gravité  vé- 

1 

niable;  Terreur  est  ainsi  de  -— ,  ce  qui  est  déjà  assez  sensible.  La  va- 

40 

..  Jl 

60 
1 
—  ,  de  la  valeur  véritable. 

Ces  difTérences  proviennent  de  ce  que  la  longueur  des  côtés  du  triao- 
gte  extérieur,  et  surtout  des  côtés  latéraux,  diffère  notablement  de  la 
longueur  des  côtés  correspondants  du  triangle  intérieur,  ce  qui  fait  que 
les  centres  de  gravité  des  côtés  du  triangle  annulaire  ne  sont  pas  situés 
sur  le  contour  moyen. 

28 


leur  approchée  de  3)?^^  diffère  de  203,  soit  —,  et  celle  de  3)î„  de  1,9  ou 


i 
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Calculons  enfin  les  moments  comme  des  différentielles  des  moments 
de  la  surface  entière.  Nous  aurons 

3R„  =  rf(  i  *  A')  =  (^^  *(3  bdA  +  kdb) 


vif.  18t. 
I 


—  t 


3,1 


<>4 


.A. 


=  -7^  (6.2  X  9,6  + 144  X 1 ,24)  =  190,66. 
^„  ne  diffère  de  sa  véritable  valeur  que  de  i  ,9i  soit  de 


,  timdis  que  ^yy  diffère  de  2444,  c'est  à-dire  de  près  de 


100 


-,  et  ne  peut  par  suite  nullement  être  considéré  comme 
5 

une  valeur  approchée.  On  peut  facilement  se  rendre  compte 
de  celte  grande  différence  en  construisant  la  figure  à  la- 
quelle se  rapportent  les   moments  que  nous  venons  de 

calculer. 

i 

Gomme  le  moment  —  bh*  par  rapport  au  centre  de  gra- 


vite  est  un  moment  central 


'  'ik''') 


ne  pourra  être  un 


3Jt 


moment  central  que  si  -^  (^  +  db)(h  +  rfé)'  en  est  aussi  un. 

oo 

Par  suite,  si  nous  ne  conservons  que  les  premières  puis- 
sances de  db  et  de  dh,  les  différentielles  des  moments  don- 
nent le  moment  de  la  surface  annulaire,  comprise  entre 
deux  triangles,  dont  les  dimensions  sont  déterminées  par  bh 
d'une  part,  b-\-db,  h-i-  dk  de  l'autre,  et  dont  les  centres  de 
gravité  coïncident,  La  fig.  182  représente  le  triangle  annu- 
lairCi  dont  les  moments  d'inertie  sont  donnés  par  les  diffé- 

rentielles;  la  hauteur  de  la  base  est  ~àh  =  3,2,  et  celle  de  la  pointe  est 

2 

^dh=  6,4,  au  lieu  de  0,58125  et  9,01775.  On  voit  par  là  que  la  surface 

de  la  petite  base  se  trouve  considérablement  augmentée,  ce  qui  aug- 
mente d'autant  plus  le  moment  que,  d'après  le  n'  109  b  (p.  405),  le  plus 
petit  côté  d'un  triangle  ne  coupe  jamais  l'ellipse  centrale.  Au  contraire, 
le  moment  d'inertie  de  ce  triangle,  par  rapport  à  la  hauteur,  concorde 
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complèteinenl  avec  le  moment  véritable,  parce  que  toute  parallèle  à  la 
hauteur  intercepte  des  s^ments  égaux  sur  les  fig.  181  et  182. 

Les  résultais  de  cet  exemple  confirment  ce  que  nous  avons  dit  au 
commencement  de  ce  numéro,  et  nous  pouvons  en  tirer  cette  conclu- 
sion pratique  que,  dans  le  cas  de  surfaces  annulaires,  on  ne  doit  pas  consi- 
dérer les  différentielles  des  moments  des  surfaces  entières  comme  donnant  des 
valeurs  suffisamment  approchées  des  moments  véritables. 


114.   PLANIMÉTRB    DES   MOMENTS 

M.  le  professeur  Amslera,  dans  le  premier  volume  de  l'année  1856  du 
journal  de  la  société  des  sciences  naturelles  de  Zurich,  fait  connaître  la 
construction  d'un  planimètre  qui  donne,  par  un  procédé  mécanique, 
analogue  à  celui  du  planimètre  décrit  au  n'  27  (p.  119),  la  surface,  le 
moment  statique  et  le  moment  d'inertie  d'une  figure,  dont  on  suit  le 
contour  au  moyen  d'une  pointe. 

Un  instrument  de  ce  genre  a  été  construit,  avec  quelques  améliora- 
tions importantes,  pour  le  Polytechnikum  de  Zurich,  et,  sous  cette 
nouvelle  forme,  il  rend  de  grands  services.  Nous  allons  en  donner  une 
courte  description  et  en  faire  connaître  la  théorie. 

L'instrument  consiste  (fig.  183)  en  un  chariot  monté  sur  deux  roues 


assujetties  à  suivre  la  rainure  d'une  règle,  de  telle  sorte  que  le  chariot  ne 
peut  se  déplacer  qu'en  ligne  droite  parallèlement  à  lui-même.  Sur  le 
chariot  est  montée  une  roue  dentée  à  axe  vertical,  qui  peut  être  mise  en 
mouvement  par  un  bras  faorizontal,  Jl  l'extrémité  duquel  est  fixée  la 
pointe  traçante. 
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La  roue  dentée  n*a  pas  partout  le  même  rayon  ;  mais  elle  est  formée 
de  deux  parties,  dont  les  rayons  ont  des  longueurs  qui  sont  entre  el!es 
dans  le  rapport  de  3  à  2.  Sur  cette  roue  engrènent  deux  roues  plus  pe- 
tites, dont  le  rayon,  qui  est  le  même  pour  les  deux  roues,  est  le  tiers 
du  plus  grand  rayon  de  la  roue  centrale,  et  par  suite  la  moitié  de  Tautre 
rayon.  Les  axes  des  trois  roues  dentées  sont  situés  dans  un  plan  perpen- 
diculaire à  la  direction  de  la  règle;  ils  laissent  le  plus  de  jeu  possible 
pour  le  déplacement  du  bras  de  la  roue  centrale,  mais  ne  permettent  pas 
le  rabattement  de  ce  bras  dans  l'autre  sens.  Le  bras  de  la  roue  se  trouve 
ainsi  toujours  du  même  côté  du  chariot. 

A  la  tige  qui  porte  la  pointe  est  adaptée  une  roulette  dont  Taxe  est 
parallèle  à  celui  de  cette  tige.  Gomme  Tautre  extrémité  de  la  tige,  qui 
est  fixée  sur  le  chariot,  décrit  une  ligne  droite,  c'est-à-dire  une  figure 
dont  la  surface  est  nulle,  le  chemin  parcouru  par  la  roulette,  multiplié 
par  la  longueur  de  la  tige,  donnera,  d'après  le  n*  26  (p.  118),  la  surface  F 
de  Ja  figure  décrite  par  la  pointe. 

^  chacune  des  petites  roues  dentées  est  aussi  adaptée  une  roulette. 
Lorsque  la  pointe  est  située  sur  la  parallèle  à  la  règle  que  décrit  l'autre 
extrémité  de  la  tige,  c'est-à-dire  le  centre  de  la  roue  principale,  l'axe  de 
la  roulette  adaptée  à  la  petite  roue  en  contact  avec  le  rayon  2  est  per- 
pendiculaire à  la  direction  de  la  règle  ;  l'axe  de  l'autre  roulette  est  pa- 
rallèle à  cette  même  direction.  Dans  une  position  quelconque  de  la 
pointe,  si  on  appelle  <p  l'angle  de  la  tige  et  de  la  règle,  les  axes  des  deux 
roulettes  forment  des  angles  de  90*-|-  2<p  et  3ç  avec  la  règle.  La  fig.  184 
montre  ces  relations. 

L'instrument  est  construit  et  équilibré  d'une  manière  très-ingénieuse. 
Le  cadre,  qui  porte  les  trois  roues  dentées,  n'est  pas  réuni  d'une  ma- 
nière fixe  au  chariot,  mais  au  moyen  d'une  charnière,  et  il  est  équilibré 
au  moyen  d'un  contre-poids,  de  manière  que  les  deux  roulettes  adap- 
tées aux  petites  roues  exercent  une  pression  douce  sur  le  papier.  La  tige 
qui  porte  la  pointe  est  de  même  fixée  sur  la  roue  centrale,  au  moyen 
d'une  charnière,  et  son  propre  poids  sert  à  presser  la  pointe  contre  le 
papier.  Enfin,  une  troisième  charnière  relie  la  roulette  de  la  tige  à  celle 
tige,  et,  comme  le  poids  de  cette  roulette  ne  suffirait  pas  pour  exercer 
une  pression 'convenable  sur  le  papier,  cette  pression  est  légèrement 
augmentée  au  moyen  d'un  ressort.  Les  longueurs  respectives,  données 
aux  différentes  charnières  sont  combinées  de  façon  que,  sans  nuire  à  la 
rigidité  de  l'appareil,  les  trois  roulettes  et  la  pointe  soient  maintenues 
constamment  en  contact  avec  le  papier  et  que  cependant  le  pression 
soit  assez  douce  pour  laisser  toute  la  facilité  désirable  au  mouvement 
de  la  pointe,  que  la  main  doit  pouvoir  diriger  sans  effort  suivant  le 
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contour  de  la  flgure;  ce  problème  de  mécanique  pratique,  qui  n'est 
certainement  pas  facile,  a  été  résolu  ici  d'une  manière  à  la  fois  simple  et 
élégante. 

Recherchons  maintenant  quel  est  le  chemin  parcouru  par  chaque  rou- 
lette, lorsque  la  pointe  décrit  une  figure  fermée  de  surface  P. 

Soi^it  b  la  longueur  de  la  tige,  «,  le  périinëtre  de  la  roulette  fixée  sur 
cette  tige,  et  a,  le  nombre  des  rotations  effectuées  par  cette  roulette, 
c'est-à-dire  a,  «,  le  chemin  parcouru. 

La  surface  de  la  Sgure  sera  alors,  d'après  le  n*  36  (p.  118]  : 
F  =  »,(«,*). 

Gomme  «,  doit  donner  la  surface  de  la  flgure,  il  convient  d'adopter 
pour  u,  et  b  des  dimensions  telles  que  le  produit  u,^  soit  égal  à  l'unité 
de  surface,  soit,  dans  le  cas  de  l'instrument  que  nous  avons  sous  les 
yeux,  1  décimètre  carré. 

Pour  obtenir  les  chemins  a,u,  et  a,u,  parcourus  par  les  deux  autres 
roulettes,  imaginons  par  la  pensée  que  les  axes  de  ces  roulettes  aient  une 

Pig.  114. 


longueur  b.  L'extrémité  de  chaque  axe  décrira  une  courbe  que  nous 
avons  indiquée  par  un  trait  pointillé  sur  la  fig.  184,  et  les  surfaces  de 
ces  deux  courbes  seront  respectivement  a,(«,A)  et  «,(b,ô). 
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Appelons  z  la  largeur  variable  de  la  figure  donnée  mesurée  parallèle- 
ment à  la  réglette,  et  désignons  de  la  même  manière  la  largeur  des  deux 
autres  figures.  Cette  largeur  z  sera  la  même  dans  les  trois  figures  pour 
des.  positions  simultanées  des  tiges.  Les  ordonnées  y^ ,  y, ,  y,  des  extré- 
mités de  ces  tiges  par  rapport  à  des  axes  parallèles  à  la  règle  et  menés 
par  les  centres  des  trois  roues  sont,  pour  une  valeur  donnée  de  f  : 

y,  =  6sin<p, 

y,  =  6sin(90' -f  2<p)  =  6cos2f  =  6(1  — 2sin*<p)  =  6  —  ^, 

y^  =  6  sin  3<p  =  6(3  sin  cp  —  4  sin*  cp)  =  3y, fp, 

0 

Les  surfaces  des  trois  figures  sont  par  suite  : 

/»  A  "^  A 

(6m,)  ^  J  îrfy,  =  3  J  .-rfy.  -  ^  \  y\zdy,  =  3F  -  J?  «î„. 


«» 


On  a  donc  en  définitive  : 

F  =  «,(««,), 
M,  =  —  o,  f-  «'«!,)  , 

Les  termes  entre  parenthèses  ne  dépendent  que  des  dimensions  de 
rinstrumcnt  et  sont  par  suite  des  coefficients  constants  pour  un  môme 
appareil.  Dans  le  cas  de  notre  instrument,  on  a  : 

F  =  ût,, 
My  =  0,4485  a,, 
3Ky,  =  0,7753  a,  —  0,2633  a, . 

Pour  obtenir  le  changement  de  signe  de  M^,  on  a  simplement  numé- 
roté les  divisions  de  la  seconde  roulette  en  sens  inverse  des  divisions 
des  deux  autres. 

Une  fois  l'instrument  construit,  une  petite  correction  de  la  longueur  b 
de  la  tige  a  permis  de  rendre  k  produit  bu^  rigoureusement  égal  à  1; 
et  rpn  a  ensuite  déterminé  les  autres  coefficients,  en  appliquant  Tin- 
strument  à  des  figures  dont  la  surface  et  les  moments  étaient  connus.  On 
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peut  inversement,  lorsque  ces  coefficients  sont  connus»  en  déduire  les 
dimensions  rigoureuses  des  différentes  parties  de  Tinstrument.  Des  équa- 
tions 

i  6*tt,  ==  0,7753      et      Amj=:1, 
oh  tire  :     * 

6  =  1,7610,      «,  =  i  =  0,5678      et      rf,  =  ^=0,1808, 

(/,  étant  le  dianièlre  de  la  première  roulette.  Nous  appellerons  de  même 
d^  et  (/,  les  diamètres  des  autres  roulettes,  et  nous  aurons  : 

b^u  0  4485 

3(-fe6»«.)  _      _      3 X 0,2633       _  .      rf  _n  irh 

TÔÂ^Ô        •       1,7610X0,7753  "  ®'*^®^  '      '^*  -0,1841. 

Dans  ces  différentes  équations,  Tunité  de  longueur  est  le  diamètre. 

Les  erreurs,  que  Ton  peut  commettre  avec  cet  instrument,  sont, 
comme  pour  le  planimètre  polaire,  plutôt  des  erreurs  absolues  que  des 
erreurs  relatives.  On  ne  peut  compter  sur  Texactitude  de  la  millième 

partie  du  périmètre  de  la  roulette,  en  faisant  la  lecture  au  vernier.  A 

1 

cette  erreur  absolue  correspond,  pour  F,  —  de  centimètre  carré,  quelle 

lu  • 

que  soit  d^ailleurs  la  grandeur  de  la  surface.  Pour  ^yy.  Terreur  absolue 
correspondante  est  de  tôVôX^*  =  *^X^»^*>  Terreur  relative,  que  Ton 
peut  commettre  sur  ce  moment,  est  égale  à  celle  que  Ton  peut  com- 
mettre sur  la  surface,  multipliée  par  (t  )  »  *  étant  le  rayon  de  gyration. 

ce  dernier  rayon  étant,  pour  les  pièces  métalliques  isolées  que  Ton  a  à 
considérer  dans  la  pratique,  plus  petit  que  1  décimètre,  on  voit  que 
Terreur  relative  sur  le  moment  d'inertie  est  en  général  beaucoup  plus 
grande  que  sur  la  surface.  Néanmoins,  le  degré  de  précision  que  Ton 
peut  obtenir  est  encore  beaucoup  plus  considérable  que  celui  qui  affecte 
la  détermination  des  coefficients  de  résistance,  c'est-à-dire  que  le  degré 
de  précision  qui  sert  de  base  aux  constructions  métalliques.  L'emploi  du 
planimètre  pour  la  détermination  des  moments  d'inertie  peut  donc  offrir 
des  avantages  marqués  dans  la  pratique. 

Si  la  position  du  centre  de  gravité  de  la  section  dont  on  s'occupe  n'est 
pas  connue  à  l'avance,  on  déterminera  d'abord  les  moments  pour  yn 
axe  choisi  approximativement,  de  façon  à  passer  aussi  près  que  possible 
du  centre  de  gravité.  On  calculera  alors  au  moyen  de  ces  moments  et 
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en  se  servant  de  la  règle  à  calcul  la  distance  du  centre  de  gravité  à  Taxe 
d*après  Téquation  : 


Pour  avoir  le  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  axe  passant  par  le 
centre  de  gravité,  on  se  servira  de  Téquation  : 

M' 

3»    =3)1    —  ^. 

Au  moyen  de  deux  ou  trois  de  ces  moments,  on  pourra  construire 
l'ellipse  centrale  et  déterminer  ainsi  le  moment  d'inertie  par  rapport  à 
un  axe  quelconque  passant  par  le  centre  de  gravité. 

M.  Amsler  nous  a  montré  récemment  un  nouveau  planimëtre  des  mo- 
ments qui  est  très  simplifié,  et  dont  le  prix  sera  beaucoup  moins  élevé 
que  celui  de  l'instrument  que  nous  venons  de  décrire.  Mais  ce  nouveau 
planimètre  exige  trois  opérations  séparées  pour  déterminer  la  surface  et 
les  deux  moments. 

Gomme  il  ne  nous  a  pas  été  possible  de  faire  préparer  une  figure  pour 
accompagner  la  courte  description  que  nous  allons  donner,  le  lecteur 
voudra  bien  y  suppléer  en  combinant  la  fig,  84  (p.  H9)  et  la  fig.  184, 
comme  nous  allons  l'indiquer. 

La  lige  OB  de  la  fig.  84  porte  à  son  extrémité  la  roue  principale  dont 
le  centre  coïncide  avec  le  point  B  ;  un  arrêt  permet  de  fixer  la  roue  sur 
la  tige,  ou  au  contraire  de  la  laisser  tourner  librement  sur  son  axe.  Dans 
ce  dernier  cas,  la  roue  ne  fonctionne  pas. 

La  tige  AB  porte  en  G  une  petite  roue  dentée  qui  engrène  avec  la  roue 
précédente,  et  dont  le  diamètre  est  la  moitié  du  diamètre  de  celle-ci. 
Gette  roue  peut  aussi  être  fixée  ou  rendue  libre  sur  la  tige;  elle  porte 
Tunique  roulette  de  l'instrument. 

Si  cette  roue  est  fixée  et  la  roue  en  B  rendue  libre,  on  a  le  planimètre 
ordinaire;  la  roulette  de  la  roue  G  décrit  un  chemin  proportionnel  à  la 
surface. 

Si  on  relie  l'extrémité  A  de  la  tige  AB  à  un  chariot  qui  glisse  le  long 
d'une  règle,  comme  dans  la  fig,  184,  et  qu'on  fixe  la  roue  principale  sur 
la  tige  OB,  on  obtient  une  disposition  analogue  à  celle  qui,  dans  la 
fig.  184,  sert  à  la  détermination  des  moments  statiques.  Le  nombre  de 
tours  qu'effectue  la  roulette,  lorsque  le  point  0  décrit  le  contour  d'une 
figure,  est  proportionnel  au  moment  statique. 

Enfin,  si  on  relie  la  tige  OB  au  chariot  et  qu'on  fixe  la  roue  B  sur  cette 
tige,  mais  dans  une  autre  position  que  précédemment,  ce  qu'on  obtient 
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au  moyen  de  l'arrêt  et  de  rainures  particulières,  la  roulette,  portée  par  la 
petite  roue,  décrit  un  chemin,  qui  est  proportionnel  à  la  somme  du  mo- 
ment d'inertie  et  du  produit  de  la  surface  par  une  constante. 

Les  formules  pour  la  surface  et  le  moment  statique  sont  identiques  à 
celles  que  nous  avons  établies  plus  haut;  mais  la  formule  relative  au 
moment  d'inertie  s'établit  d'une  manière  un  peu  différente.  Imaginons 
qu'au  centre  de  la  petite  roue  soit  fixée  une  tige  de  longueur  a,  et  déter- 
minons les  figures  fermées  que  décrivent  les  extrémités  de  cette  tige. 
L'aire  de  la  figure  décrite  par  le  centre  n'est  pas  égale  à  0  comme  dans 
la  fig^  184,  où  cette  figure  est  une  ligne  droite;  mais  elle  a  une  certaine 
valeur,  que  nous  devons  déterminer. 

Désignons  par  y\  les  ordonnées  de  cette  figure  et  par  a,  la  distance  des 
centres  des  deux  roues.  Les  ordonnées  des  courbes  décrites  par  les 
extrémités  de  la  tige  idéale  a  seront  : 

y,  =  asin3(p  — a,sin(p=  ^3  rb-^jy  — 4^, 

y,=a,sin(p=^y(*). 

On  en  déduit  : 

rfy.  =  [(3±5)-12yrfy,      et     rfy',  =  ^' rfy. 

Les  aires  des  figures  décrites  seront  par  suite  : 


(3±^\f  — 1|*«F      et      -*P. 
\         aj         or  a 


On  reconnaît  facilement  que  ces  deux  aires  sont  décrites  en  sens  in- 
verse l'une  de  l'autre,  et  l'on  a  dès  lors,  pour  le  chemin  parcouni  par  la 
roulette  (celle-ci  étant  placée  sur  a,)  : 

12 

OsflM,  =  3F r*'Fi 

CL 

d'où 

Gomme  nous  ne  possédons  pas  ce  nouvel  instrument,  nous  ne  don- 
nerons pas  le  calcul  inverse  des  dimensions  au  moyen  des  constantes. 


(•)  Dans  ces  formules,  il  faut  prendre  le  signe  +  ou  le  si^ne  —  selon  que  la  rou- 
lette sera  placée  sur  a,  ou  sur  son  prolongement. 
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On  voit  que  la  signification  des  constantes  s'est  un  peu  modifiée,  mais 
que  la  forme  de  la  formule  est  restée  la  môme. 

Ce  nouveau  planimètre  des  moments  est  plus  simple  et  plus  maniable 
que  le  premier  instrument  à  trois  roulettes  que  nous  avons  décrit.  Mais 
les  opérations  à  effectuer  sont  beaucoup  plus  longues,  et  Ton  peut  se 
demander  si  les  résultats  sont  aussi  exacts.  N'est-il  pas  à  craindre  qu'a- 
près avoir  successivement  fixé  et  rendu  libres  les  roues  et  les  tiges  de 
l'appareil,  les  différentes  parties  ne  reviennent  pas  exactement  à  .leurs 
positions  primitives  ?  Ce  qui  est  certain,  c'est  que,  pour  le  planimètre 
ordinaire  (fig.  84),  les  instruments  dont  toutes  les  parties  sont  fixes  don- 
nent des  résultats  bien  plus  exacts  que  ceux  dont  la  longueur  de  la  tige 
peut  être  modifiée,  pour  changer  la  base  de  réduction. 

il5.    ELLIPSE  CENTRALE  ET  NOYAU  d'uN  PROFIL  DE  RAIL. 

Le  moyen  le  plus  simple  pour  déterminer  le  moment  d'inertie  et  par 
suite  le  rayon  de  gyration  d'un  profil  limité  par  une  courbe  irrégulière 
consiste,  comme  nous  l'avons  indiqué  au  n*  98  (p.  367),  à  décomposer  la 
figure  en  bandes  parallèles  ou  trapèzes  et  à  former  le  moment  du  second 
degré  de  chaque  élément. 

Pour  expliquer  les  constructions  à  effectuer  dans  ce  cas,  nous  pren- 
drons comme  exemple  le  profil  de  rail  de  la  PI.  XII, ,  dont  nous  avons 
déjà  déterminé  le  centre  de  gravité  par  un  procédé  analogue,  au  n*  96 
(p.  361).  Nous  reprendrons  la  question  au  point  où  nous  l'avons  laissée 
dans  ce  numéro. 

Nous  avons  vu  que  les  segments  ^z"  de  l'horizontale  passant  par  le 
centre  de  gravité  sont  proportionnels  aux  moments  simples  yAP  des  tra- 
pèzes élémentaires  ;  pour  obtenir  les  moments,  il  faut  multiplier  ces  seg- 

1 

ments  par-az\,  =  F  =  47,76  cent,  carrés.  Considérons  par  suite  la 

2 

droite  z"  comme  un  polygone  des  forces,  dont  les  composantes  sont  re- 
présentées par  les  segments  Az",  et  regardons  ces  composantes  comme 
agissant  suivant  la  direction  des-  médianes  horizontales  des  différents 
trapèzes.  Nous  pourrons  ainsi  construire  un  second  polygone  funicu- 
laire, ayant  ses  sommets  sur  ces  horizontales.  Ce  polygone  a  la  forme 
d'un  S,  et  ses  côlés  interceptent,  sur  l'horizontale  passant  par  le  centre 
de  gravité,  des  segments  proportionnels  aux  moments  des  az".  Pour  ob- 
tenir les  moments  eux-mêmes,  on  n'a  qu'à  multiplier  les  segments  par 
là'distâncé  c  du  pôlë^du  nouveau  polygone  dés  forces  à  là  droite  sTOn 
aura  ainsi  : 
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Mais  on  a  déjà,  d'après  le  n"  96  (/  (p.  356)  : 

par  suite, 

i 

-  Fc^z'"  =  y'AF. 

Il  résulte  de  la  forme  en  S  du  second  polygone  funiculaire,  que  tous 
les  àz^  sont  de  même  signe,  des  deux  côtés  de  Thorizontale  passant  par 
le  centre  de  gravité,  ce  qui  doit  être  puisque  y*  ne  change  pas  de  signe 
quand  y  change  de  signe.  Les  différents  Az'^  donnent  par  suite  une 
somme  z^i  telle  que  : 

i  " 

0 

Dans  la  pratique,  on  n'a  jamais  à  faire  usage  de  la  valeur  complète  du 
moment  d'inertie  avec  ses  quatre  dimensions,  mais  seulement  de  cette 
valeur,  divisée  par  des  surfaces  ou  des  lignes. 

Si  l'on  veut  construire  la  hauteur  de  Tellipse  centrale,  on  doit  diviser 
le  moment  d'inertie  par  la  surface  F  ;  c'est  pour  ce  motif  que  nous  avons 

pris  le  produit  des  deux  premières  bases  -  az\  ^  égal  à  un  sous-multiple 

i 

de  la  surface,  soit  -  F.  Si  l'on  veut  déterminer  le  moment  de  résistance 

2 

on  doit  diviser  le  moment  d'inertie  par  la  distance  ^,  au  centre  de  gra- 
vité, de  la  fibre  la  plus  éloignée.  Nous  avons,  par  suite,  pris  sur  la 
PI.  XII, ,  comme  distance  du  second  pôle  à  la  ligne  des  z'\  la  distance 
du  sommet  du  champignon  au  centre  de  gravité  du  rail.  On  n'a  ainsi, 
pour  effectuer  les  divisions,  qu'à  laisser  de  côté  les  facteurs  correspon- 
dants. 

Nous  résumons  ci-après  les  formules  des  moments  obtenus  au  n'^^d, 
et  que  nous  venons  de  construire,  en  indiquant  les  facteurs  dans  l'ordre 
suivant  lequel  ils  se  présentent  comme  bases  de  transformation  : 


2AF  =  az'  =  F, 
^y'iF  =  a  '^z\c  •  z'"  =  ^Y^cz\ 


2 

n 


A'  =  2y'*F:F  =  5<'- 
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Quand  la  construction  graphique  a  pour  but  de  déterminer  les  mo- 
ments des  forces  agissant  sur  une  section  et  que  la  fibre  neutre  coïncide 
avec  Taxe,  lieu  des  centres  de  gravité  des  sections,  la  force  agissant  sur 
un  nombre  quelconque  d'éléments  de  la  section  et  son  moment  ont 
pour  valeurs,  d'après  le  n*  105,  en  y  faisant  y^  =  0  : 

p  étant  Teffort  auquel  est  soumise  la  fibre  à  la  distance  c. 

Dans  toutes  ces  sommes,  les  limites  des  z  doivent  naturellement  con- 
corder avec  celles  des  éléments  auxquels  se  rapportent  les  forces  et  les 
moments  considérés.  F^  et  z^  s'étendent  aux  n  bandes  ou  éléments  de 
la  section,  soit  19  dans  l'exemple  du  rail,  et  sont  des  constantes  dans  les 
formules  précédentes.  P„  est  l'aire  de  la  section  du  rail,  et  pF^  la  force  à 
laquelle  cette  section  pourrait  résister,  si  elle  était  soumise  à  des  efforts 
uniformes  p  dans  toutes  ses  parties.  Cette  force  joue,  dans  les  expres- 
sions de  Q  et  de  &,  le  rôle  d*une  base  de  réduction,  et  -  z'^  est  le  bras 

du  levier,  suivant  lequel  cette  force  doit  agir,  pour  produire  un  moment 
égal  à  celui  que  l'on  obtient  réellement. 
Lorsqu'on  a  achevé  la  construction  des  polygones  funiculaires,  on 

1 

construit  h  en  ajoutant  la  longueur  -  c  à  z"',»,  et  en  décrivant  une  demi- 

circonférence  sur  la  somme;  l'ordonnée  correspondante  au  point  de 

1 

séparation  des  segments  r  r  et  z'^^  est  la  hauteur  h  de  l'ellipse  centrale. 

Pour  déterminer  les  moments  par  rapport  à  l'axe  vertical  du  rail,  nous 
pouvons,  d'après  le  n»  101  (p.  378),  regarder  la  demi-surface  de  chaque 
bande  comme  concentrée  aux  extrémités  du  diamètre  conjugué  à  cet 
axe;  on  peut  encore,  puisque  l'axe  vertical  est  un  axe  de  symétrie 
sur  lequel  sont  situés,  par  suite,  les  centres  de  toutes  les  ellipses  des 
bandes,  considérer  la  surface  totale  de  chaque  bande  comme  con- 
centrée à  une  extrémité  du  diamètre.  Pour  les  bandes,  qui  peuvent 
être  regardées  comme  rectangulaires,  la  longueur  du  diamètre  est  égale 


\/l=»- 


57735  de  la  largeur  totale  de  la  bande.  Pour  les  bandes  qui 


ne  peuvent  être  assimilées  à  des  rectangles,  par  exemple  pour  la  pre- 
mière, qui  est  parabolique,  nous  avons  dû  construire  directement  l'ellipse 
d'inertie.  Nous  avons  numéroté  les  extrémités  des  diamètres;  les  à^nx 
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polygones  funiculaires  doivent  avoir  leurs  sommets  sur  les  verticales 
passant  par  ces  extrémités. 

Pour  la  construction  des  premiers  polygones,  nous  avons  utilisé  le 
polygone  des  forces  déjà  construit.  Les  côtés  du  polygone  funiculaire 
sont  perpendiculaires  aux  rayons  correspondants  issus  du  pôle  Oj  et 
aux  côtés  du  polygone  qui  a  servi  à  la  construction  du  centre  de  gravité. 
Les  segments  z"  interceptés  sur  Taxe  vertical  du  rail  par  les  côtés  du 
premier  polygone  funiculaire  forment  le  polygone  des  forces  du  second 
polygone  funiculaire.  Nous  avons  pris  le  pôle  0,  à  la  distance  c'  de  la 
fibre  la  plus  éloignée,  située  à  l'extrémité  du  patin.  Les  côtés  extrêmes 
de  ce  'polygone  interceptent,  sur  Taxe  du  rail,  la  longueur  z'*',,.  La 

résistance  transversale  du  rail  sera,  par  suite,  égale  à  -  (pP)  z'*,,.  Pour 

construire  la  longueur  k  de  Taxe  horizontal  de  l'ellipse,  nous  avons 

i 

décrit  une  demi-circonférence  sur  ^  c  etz'*,,,  placés  à  la  suite  Tun  de 

l'autre  et  pris  l'ordonnée  correspondante  au  point  de  séparation  de  ces 
deux  segments. 

Si  on  décrit,  sur  les  axes  d'une  ellipse,  deux  cercles  concentriques,  et 
qu'on  considère  le  segment  intercepté  entre  ces  deux  cercles  sur  un 
diamètre  quelconque,  comme  la  diagonale  d'un  rectangle,  dont  les  côtés 
sont  parallèles  aux  axes,  le  sommet  de  ce  rectangle,  compris  entre  le 
diamètre  considéré  et  le  grand  axe  est  toujours  situé  sur  l'ellipse,  et  le 
rayon  qui,  du  centre,  projette  le  quatrième  sommet,  est  parallèle  à  la 
normale.  Nous  avons  utilisé  cette  propriété  bien  connue  de  l'ellipse, 
pour  construire,  PI.  12,,  l'ellipse  centrale  et  le  noyau.  Nous  avons  indiqué 
aussi  la  construction  de  l' antipolaire  m  du  point  M,  et  de  Tantipôle  N  de 
la  droite  n. 

Du  centre  de  gravité  S,  nous  décrivons  deux  cercles  concentriques 
avec  A  et  A:  pour  rayons,  et,  sur  le  segment  du  rayon  SM  compris  entre 
ces  deux  cercles,  nous  construisons  un  triangle  rectangle  ayant  ses 
côtés  parallèles  aux  axes.  Le  sommet  de  ce  triangle  est  situé  sur  la  dia- 
gonale d'un  rectangle  dont  le  troisième  sommet  U  est  situé  sur  SM  et  sur 
l'ellipse,  et  dont  le  quatrième  sommet  T  donne  la  direction  ST  de  la 
normale.  L'antipolaire  m  coupe  SM  à  la  dislance  SU  :  SM  de  S.  Pour 
construire  cette  longueur,  nous  portons,  perpendiculairement  à  SM, 
SU'=  SU,  et  la  perpendiculaire  en  U'  à  UM  donne,  par  son  intersection 
avec  le  prolongement  de  SM,  un  point  de  l'antipolaire  m,  qui  est,  comme 
la  tangente  en  U,  perpendiculaire  à  ST. 

Pour  construire  l'antipôle  de  la  droite  n,  nous  menous,  de  S,  une  per- 
pendiculaire à  cette  droite.  Elle  passera  par  un  sommet  du  rectangle 
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dont  le  quatrième  sommet  est  un  point  V  de  Teliipse,  pour  lequel  la 
tangente  est  parallèle  à  n.  Un  triangle  rectangle,  construit  sur  le  segment 
intercepté  sur  cette  perpendiculaire,  donne  la  diagonale  de  ce  rectangle, 
et  détermine  ainsi  le  point  Y.  L*antipôle  cherché  est  situé  sur  SV;  nous 
prolongeons  SV  jusqu'en  N'  ou  n,  puis  nous  élevons  SV  perpendiculaire 
et  égal  à  SV;  la  perpendiculaire  à  NT  menée  sur  le  point  V  donne,  par 
son  intersection  avec  SV,  Tantipôle  N.  En  construisant  de  cette  manière 
la  figure  réciproque  du  contour  convexe  du  profil,  c'est-à-dire  le  noyau 
contrai,  on  obtiendra  en  même  temps  un  nombre  suffisant  de  points  et 
de  tangentes  de  l'ellipse  centrale. 

La  construction,  que  nous  venons  d'exposer,  est  toujours  la  plus 
simple  lorsque  les  axes  sont  donnés  ou  faciles  à  déterminer. 


ii6.    ELLIPSE  CENTRALE   ET   NOYAU   d'uN  FER  CORNIÈRE 


Afin  de  montrer  encore  comment  on  peut  composer  ensemble  diffé- 
rentes surfaces  pour  la  construction  des  moments  d'inertie,  nous  avons, 
PI.  XIII,  construit  l'ellipse  centrale  d'une  cornière,  en  divisant  chaque 
branche  en  deux  trapèzes  à  bases  parallèles,  ce  qui  fait  quatre  trapèzes 
pour  l'ensemble  du  profil. 

Nous  portons  sur  la  verticale  z  les  surfaces  réduites  à  la  base  a =0",04; 
nous  prenons  comme  seconde  base  la  distance  polaire  =  z=0",l(M9, 
et  nous  déterminons  le  centre  de  gravité  S  au  moyen  de  deux  polygones 
funiculaires,  dont  l'un  a  ses  côtés  respectivement  parallèles,  l'autre  ses 
côtés  perpendiculaires  à  ceux  du  polygone  des  forces,  et  dont  les  som- 
mets sont  situés  sur  les  horizontales  et  les  verticales,  passant  par  les 
centres  de  gravité  des  quatre  surfaces  partielles.  Les  lignes,  qui  ont 
servi  à  effectuer  cette  construction,  n'ont  pas  été  conservées  sur  la  ligure. 

Gela  fait,  nous  dessinons  les  ellipses  d'inertie  des  quatre  surfaces. 
Les  dimensions  de  la  surface  1  sont  si  petites  et  son  centre  de  gravité 
est  si  éloigné  du  centre  de  gravité  total,  que  l'écart  entre  l'antipôle  et  le 
centre  de  gravité  n'est  pas  appréciable.  On  peut,  par  suite,  supposer  la 
surface  aF,  concentrée  au  centre  de  gravité. 

Pour  la  surface  aF,  les  antipôles  doivent  servir  à  déterminer  les 
moments  d'ordre  supérieur.  Il  est  nécessaire  de  déterminer  avec  pré- 
cision l'antipôle  de  Taxe  vertical,  parce  qu'il  doit  servir  à  la  construction 

de  -,  Pour  cela,  nous  traçons  d'abord  le  diamètre  conjugué  à  l'axe  ver- 

ticftl,  nous  portons  sa  longueur  normalement  à  sa  direction  réelle,  et 
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nous  obtenons  le  point  2'  par  le  procédé  qne  nous  avons  déjà  indiqué. 
L'antipôle  de  Taxe  horizontal  ne  sert  qu'à  la  construction  de  A*,  et,  par 
suite,  on  n'a  besoin  de  déterminer  que  l'horizontale  sur  laquelle  il  est 
situé.  On  peut,  dans  ce  cas,  se  dispenser  de  construire  le  diamètre  con-, 
jugué  à  l'axe  horizontal  et  obtenir  le  pointa",  sur  le  diamètre  vertical,  au 
moyen  de  l'une  des  deux  tangentes  horizontales  de  l'ellipse  centrale.  Le 
point  2"  n'est  pas  l'antipôle  de  l'axe  vertical,  mais  il  est  situé  sur  la 
même  horizontale  que  cet  antipôle. 

L'ellipse  centrale  de  aF^  est  coupée  par  l'un  des  axes;  dans  ce  cas,  il 

i 

est  avantageux  de  considérer  chacun  des  éléments  -  aPj  comme  con- 
centré à  chaque  extrémité  des  diamètres  conjugués  aux  deux  axes.  Le 

Q 

diamètre  conjugué  à  l'axe  vertical,  devant  servir  à  la  construction  de  v , 

les  points  3'  et  3"  doivent  être  pris  exactement  aux  extrémités  de  ce  dia- 
mètre, tandis  que,  pour  les  points  3,  et  3„  qui  doivent  servir  à  la  con- 
struction de  A:*,  il  suffit  de  les  prendre  sur  les  tangentes  horizontales. 

Les  sommets  du  premier  polygone  funiculaire  sont  situés  sur  les  ver- 
ticales des  centres  de  gravité  1,  2,  3,  3,  4.  Les  côtés  de  ce  polygone 
interceptent  sur  l'axe  passant  par  le  centre  de  gravité  les  ajs",  qui  ser- 
vent à  construire  un  second  polygone  comme  polygone  des  forces.  Nous 
avons  pris  ïk  distance  polaire  égale  à  la  distance  c  de  la  fibre  la  plus  éloi- 
gnée. Les  sommets  du  second  polygone  funiculaire  sont  situés  sur  les 
verticales  1,  2',  3', 3",  4;  ce  second  polygone  donne  z'"^,  au  moyen  duquel 
on  construit  h^z.^Jcz'"^^  ce  qui  n'exige  aucune  nouvelle  explication. 

On  construit  h  de  la  même  manière.  Les  sommets  du  premier  poly- 
gone funiculaire,  qui  relie  les  horizontales,  sont  situés  sur  les  horizon- 
tales i,  2,  3,  3,  4.  Elles  interceptent  sur  l'horizontale  passant  par  le 
«•entre  de  gravité  les  segments  iz'\  au  moyen  desquels  on  construit,  avec 
une  distance  polaire  c,  égale  à  la  distance  de  la  fibre  la  plus  éloignée,  un 
second  polygone  funiculaire  ayant  ses  sommets  sur  les  horizontales 
1.  V,  3,,  3„  4.  Le  segment  z"'^  intercepté  sur  l'horizontale  du  centre  de 
gravité,  permet  de  construire  k^^yjcz'"^, 

A 

Pour  construire  r ,  nous  utilisons  les  segments  Az"  de  la  verticale  du 

centre  de  gravité,  nous  prenons  comme  distance  polaire  A:,  et,  au  moyen 
de  ce  polygone  des  forces,  nous  construisons  un  polygone  funiculaire, 
ayant  ses  sommets  sur  les  horizontales  i,  2\  3',  3",  4'  et  ses  côtés  respec- 
tivement perpendiculaires  aux  rayons  correspondants  du  polygone  des 
forces.  Gommé  les  centres  de  gravité  de  toutes  les  surfaces  sont  situés 
dans  le  mêtne  angle  des  axes  et  que,  par  suite,  tous  les  yziY  ont  le 
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même  signe,  il  ne  peut  y  avoir  de  doute  sur  la  position  du  point  de 
contact  sur  la  tangente  horizontale  \  Tellipse  centrale,  dont  la  distance 
au  centre  de  gravité  est  k^  car  ce  point  de  contact  doit  être  situé  dans  le 
même  angle  des  axes  que  les  centres  de  gravité  des  surfaces.  Si  les 
centres  des  aF  ne  se  trouvaient  pas  dans  le  même  angle  des  axes  et  que, 
pîir  suite,  les  ^z''=xyàF:cF  fussent  de  signes  différents,  le  point  de 
contact  devrait  être  situé  dans  le  même  angle  des  axes  que  les  aF  dont 
le  Sâz""  est  le  plus  grand,  ce  qu'un  simple  coup  d'œil  jeté  sur  Tépure 
permet  d'apprécier. 

Nous  pouvons  maintenant,  au  moyen  de  A,  k  et  t-,  construire,  PI.  XII,, 

Tnllipse  centrale  d'après  les  règles  développées  au  n*  iOi  (p.  377).  Décri- 
vons un  demi-cercle  sur  les  points  d'intersection  de  la  tangente  +  A  avec 
les  deux  tangentes  +  A  et  — à  parallèles  à  z  ;  le  point  d'intersection  C  de 
ce  demi-cercle  et  de  la  perpendiculaire  à  la  tangente  +  k,  menée  par  le 

point  —  ,  est  le  centre  d'involution.  Le  demi-cercle,  qui  a  son  centre  sur 

-\-  ky  et  passe  par  le  centre  de  gravité  S  et  par  le  point  G,  détermine,  par 
son  intersection  avec  +  k^  un  point  de  chaque  axe  de  l'ellipse.  En  rabat- 
tant, de  chacun  de  ces  points,  le  centre  d'involution  sur  la  tangente  -f  A, 
on  obtient  des  points  des  tangentes  aux  sommets.  Enfin,  en  rabattant  la 
perpendiculaire  G  sur  la  tangente,  on  obtient  des  points  des  tangentes 
aux  extrémités  de  l'axe  y.  On  pourrait,  en  décrivant  deux  cercles  sur  les 
a.\es  de  l'ellipse,  construire  des  polaires  et  des  antipôles  correspondants 
par  le  procédé  que  nous  avons  indiqué  au  n*  précédent.  Mais  on  peut 
construire  directement  ces  polaires  et  ces  antipôles  au  moyen  du  centre 
d'involution  C,  sans  déterminer  les  axes.  Soit,  par  exemple  à  construire 
l'antipolaire  du  point  N  ;  menons,  par  le  point  N,  le  diamètre  n\  et  décri- 
vons un  cercle  passant  par  les  points  n',  G  et  ayant  son  centre  sur  -f  k\ 
le  point  d'insersection  m  appartient  au  diamètre  conjugué  parallèle  à 
l'antipolaire  cherchée.  Soit,  au  contraire,  à  construire  l'antipôle  de  la 
droite  m;  menons  par  le  centre  de  gravité  S  le  diamètre  parallèle  m'« 
et  déterminons,  au  moyen  d'un  demi-cercle  passant  par  C,  le  dia- 
mètre conjugué  n',  sur  lequel  est  situé  l'antipôle  cherché.  Si  mainte- 
nant on  rabat,  du  point  m' le  centre  d'involution  sur  la  tangente  +  k,  on 
obtient  un  point  de  chaque  tangente  à  l'extrén^îté  du  diamètre  n  ;  les 
tangentes  sont  complètement  déterminées,  puisqu'elles  sont  parallèles 
à  m',  et  leur  intersection  avec  n*  donne  deux  points  de  la  courbe.  En  por- 
tant perpendiculairement  à  ri  en  ST,  la  longueur  du  demi-diamètre,  et 
construisant  l'angle  droit  NTM,  le  point  M  est  l'antipôle  de  la  droite  m. 
La  parallèle  n  à  n',  menée  par  ce  point  M,  est  l'antipolaire  du  point  N. 
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Cette  construction  n'est  guère  plus  compliquée  que  celle  que  nous 
avons  indiquée  au  n*  précédent,  au  moyen  des  cercles  décrits  sur  les 
axes. 

On  obtient  le  noyau  central  en  construisant  les  éléments  antipolaires 
des  points  et  des  lignes  formant  le  contour  du  fer  cornière  (PI.  XIII). 

Comme  Tellipse  centrale  n'est  pas  complètement  située  à  l'intérieur 
du  profil  de  la  cgmière,  le  noyau  n'est  pas  complètement  situé  à  l'inté- 
rieur de  l'ellipse. 


447.   PROFILS  DFVERS  AVEC  LEURS  ELLIPSES  CENTRALES  ET  LEURS  NOYAUX 

Nous  avons  représenté,  PI.  XIV,  quelques-uns  des  profils  de  fers  les 
plus  usités,  avec  leurs  ellipses  centrales  et  leurs  noyaux;  en  étudiant  ces 
profils,  on  peut  s'exercer  à  apprécier  les  formes  de  l'ellipse  centrale  et 
du  noyau  et  à  les  dessiner  à  vue  d'œil.  On  arrive  ainsi  à  se  rendre 
compte,  par  un  simple  coup  d'œil,  des  propriétés  respectives  des  diffé- 
rentes formes  de  fers. 

Les  anciens  procédés  graphiques  sont  encore  quelquefois  en  usage 
pour  construire  les  ellipses  d'inertie  et  les  noyaux.  Quoique  ces  procédés 
soient  moins  commodes  que  ceux  que  nous  avons  exposés  dans  les  deux 
numéros  précédents,  ils  peuvent  être  utiles  dans  certaines  circonstances 
et  il  convient  de  les  faire  connaître. 

Nous  avons  construit,  PI.  XIV,,  l'ellipse  centrale  au  moyen  de  trois 
couples  de  tangentes  au  lieu  des  moments,  centrifuges.  Décrivons  des 
demi-cercles  sur  les  segments  interceptés  sur  la  tangente  horizon- 
tale inférieure  par  les  deux  autres  couples  de  tangentes;  leur  inter- 
section donne  le  centre  d'involution  C.  Comme  dans  le  numéro  pré- 
cédent, en  décrivant  un  demi-cercle  passant  par  C  et  par  l'intersection 
d'une  parallèle  à  une  tangente  menée  par  le  centre  de  gravité,  on  obtient 
un  point  du  diamètre  passant  par  le  point  de  contact  de  cette  tangente. 
Les  directions  des  axes  s'obtiennent  au  moyen  d'un  demi-cercle  passant 
par  C  et  par  S.  Pour  déterminer  la  longueur  du  petit  axe,  décrivons 
un  cercle  sur  le  segment  intercepté  sur  cet  axe  par  une  tangente  et  par 
l'ordonnée  de  son  point  de  contact;  la  longueur  du  petit  axe  est  égale  à 
la  longueur  de  la  tangente  menée  de  S  à  ce  cercle.  Si,  en  effet,  on  décrit 
un  cercle  avec  la  longueur  de  celte  tangente  comme  rayon,  le  petit  axe 
sera  divisé  harmoniquement  par  les  deux  cercles,  puisque  ces  cercles  se 
coupent  à  angle  droit;  comme  d'ailleurs  le  point  S  est  situé  au  milieu  de 
l'intervalle  des  points  d'intersection  du  cercle  décrit  avec  la  longueur  de 
la  tangente  et  de  l'axe,  ces  points  sont  les  extrémités  de  cet  axe. 
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Cette  construction  peut  utilement  être  appliquée  lorsqu'on  a  déter- 
miné, au  moyen  du  planimètre  des  moments,  trois  moments  d*inertie. 
c'est-à-dire  les  distances  du  centre  de  gravité  à  trois  tangentes. 

Sur  la  PI.  XIV^,,  nous  avons  établi,  entre  Tellipse  centrale  et  le  cercle 
décrit  sur  le  petit  axe,  une  relation  collinéaire,  telle  que  ces  deux  figures 
aient  en  commun  le  petit  axe  lui-môme  et  le  point  à  l'infini  sur  la  direc- 
tion du  grand  axe.  Les  abscisses  des  points  correspondants  sont  alors 
dans  le  rapport  des  axes.  On  n'a,  par  suite,  qu'à  construire  la  figure  cor- 
respondante au  contour  du  profil,  par  rapport  au  cercle,  en  exécutant 
toutes  les  constructions  polaires  par  rapport  à  ce  cercle,  et  à  passer  en- 
suite de  cette  figure  à  la  figure  correspondante  par  rapport  à  l'ellipse. 
Considérons,  par  exemple,  le  point  M  du  contour;  son  symétrique  est 
Mj,  et  le  point  M,  correspondant  à  M,  s'obtient  au  moyen  de  deux 
rayons  SM^  et  SM,  tels  qu'ils  coupent  à  la  même  hauteur  deux  tangentes 
parallèles  au  petit  axe,  menées  aux  cercles  décrits  sur  les  deux  axes  de 
l'ellipse.  En  menant  de  M,  deux  tangentes  au  cercle  décrit  sur  le  petit 
axe,  on  obtient  la  polaire  m,  du  point  M,  par  rapport  au  cercle.  En  utili- 
sant les  rayons  qui  passent  par  les  points  de  contact  de  ces  tangentes, 
pour  déterminer  des  points  de  l'ellipse  au  moyen  de  deux  cercles  con- 
centriques décrits  sur  les  axes  (par  la  méthode  bien  connue,  à  laquelle 
nous  avons  eu  souvent  recours),  les  points  obtenus  sont  sur  l'antipolaire 
m  du  point  M  par  rapport  à  l'ellipse. 

La  construction  de  la  fig,  5  ne  diffère  de  celle  ^e  la  fig,  6  qu'en  ce  que 
la  relation  collinéaire  a  été  établie  avec  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe, 
et  non  avec  le  cercle  décrit  sur  le  petit  axe.  Dans  ce  cas,  le  poinl  M,, 
d'où  l'on  mène  deux  tangentes  au  cercle,  est  le  point  M, ,  déplacé  paral- 
lèlement au  petit  axe,  au  lieu  d'être  déplacé  parallèlement  au  grand  axe, 
comme  dans  la  fig.  6. 

Lorsqu'on  emploie  un  profil  de  fer  comme  poutre,  ce  profil  doit,  pour 
une  même  surface,  présenter  le  plus  grand  moment  de  résistance  possi- 
ble et  la  plus  grande  hauteur  possible  pour  le  noyau  central.  Cette  der- 
nière condition  a  pour  but  de  donner  la  plus  grande  sécurité  possible 
pour  l'écart  entre  le  point  d'application  de  la  résultante  des  forces  exté- 
rieures  et  le  centre  de  gravité,  parce  que,  dans  la  plupart  des  construc- 
tions, cette  résultante  ne  doit  pas  sortir  du  noyau  central.  Le  moment 

de  résistance  est,  d'après  le  n*  105  (p.  390),  égal  à—  -pF;  pour  une 

c 

même  valeur  du  coefficient  de  résistance  p,  ce  moment  a  trois  dimen- 
sions ;  par  suite,  chaque  dimension  devant  être  divisée  par  \/P,  si  l'on 
veut  rapporter  le  momç^t  ^  ]a  mAifne  surfa^Q,  il  faudra.  divÎK^eir  li^  ^lomeQt 


PROFILS  DIVERS  AVEC  LEURS  ELLIPSES  CENTRALES  ET  LEURS  NOYAUX.        451 


lui-même  par  F  ,  ce  qui  donne 

Cette  expression  représente  donc  un  coeflBcient  qui  croît  ou  diminue 
lorsque  le  moment  de  résistance  croît  ou  diminue,  la  surface  du  profil 
restant  la  même,  ainsi  que  la  matière  employée  ;  ce  coeflScient  peut  par 
suite  servir  à  comparer  la  valeur  des  différentes  formes  de  profil  au 
point  de  vue  de  la  résistance. 

Quant  à  la  hauteur  du  noyau  central,  il  faut  la  diviser  par  v/F.  Si  on 
désigne  par  c  et  c  les  distances  des  deux  fibres  les  plus  éloignées  par 

rapport  au  centre  de  gravit-é,  la  hauteur  du  noyau  central  sera  — |-  -r, 


et  le  rapport  cherché  sera 


cy/¥ 


Dans  les  profils  symétriques,  c  est  égal  à  c  ;  dans  les  profils  non  symé- 
triques, c  est  plus  grand  que  c\  Par  suite,  dans  les  premiers  profils,  le 

coeflScient  [i.  est  le  double  du  coeflScient  — -:,  et,  dans  les  seconds,  il  est 

C)/¥ 

un  peu  plus  grand  que  le  double.  Mais,  en  réalité,  les  deux  coeflScients 
représentent  une  seule  et  même  propriété,  c*esl-à-dire  la  valeur  de  la 
forme  du  profil  au  point  de  vue  de  la  résistance. 

Nous  donnons,  dans  le  tableau  ci-après,  la  valeur  de  ces  coefficients 
pour  les  différents  profils  construits  PI.  XII,  XIII  et  XIY  : 

0,983 
1.053 
2,082 
1.516 
1,280 
0,946 
1,424 
1,063 
0,186 
0,303 

Ce  tableau  exprime  en  nombres  des  propriétés  bien  connues.  Nous 
trouvons,  comme  forme  du  profil  la  plus  avantageuse,  le  double  Ti  qui 
réunit  le  plus  de  matière  possible  dans  les  parties  les  plus  éloignées  du 
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1 
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C 
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» 
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a 
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0,522 

» 
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2,86 

0,085 
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+ 

6,10 
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2,28 
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centre  de  gravité,  et  donne  par  suite  la  plus  grande  résistance  pour  une 
même  surface.  Son  coefficient  de  résistance  est  4,04,  et  cette  valeur 
pourrait  même  être  augmentée,  en  renforçant  les  ailes  aux  dépens  de 
Tâme,  qui  a  une  force  plus  que  suffisante.  Au  contraire,  on  diminuerait 
la  valeur  du  coefficient  en  renforçant  Tâme  aux  dépens  des  ailes,  comme 
cela  a  lieu  pour  les  profils  J  et  C.  PI-  XlVjeis,  dont  les  coefficients  sont 
respectivement  0,758  et  0,712.  Après  ces  deux  profils,  vient  le  fer 
Zorès  û,  PI.  XlVj,  qui  n'a,  par  suite  de  sa  faible  hauteur,  qu'un  coeffi- 
cient égal  à  0,522.  Le  fer  i  de  la  PI.  XIV,  a  un  coefficient  de  0,506, 
presque  égal  à  celui  du  fer  Zorès;  le  rail  de  la  PI.  XII  est  plus  faible  à 
cause  de  la  grande  épaisseur  donnée  à  Tâme;  son  coefficient  n'est  que 
de  0,49.  Le  fer  +»  PI-  XlVg,  est  beaucoup  plus  faible  encore,  car  son 
coefficient  n'est  que  de  0,451.  Mais  le  plus  désavantageux  de  tous  les 
profils  est  le  rail  plat  américain  ,Q| ,  PI.  XIV,,  dont  le  coefficient  s'abaisse 
à  0,085.  Pour  cette  forme  de  profil,  la  résistance  est  42  fois  plus  faible 
que  pour  la  forme  à  double  T-  Cependant,  c'est  une  forme  de  ce  genre 
que  l'on  essaye  d'introduire  sur  certains  chemins  de  fer  allemands.  Et 
si  l'on  s'informe  des  motifs  qui  ont  déterminé  Tadoption  d'un  t^^ie  aussi 
mauvais,  on  apprend  que  le  but  principal  que  doit  remplir  ce  rail  n'est 
pas  de  supporter  des  trains,  mais  «  d'incommoder  le  moins  possible  le 
public\  » 

Nous  devons  encore  appeler  l'attention  sur  une  propriété  particulière. 
On  a  quelquefois  essayé  de  renforcer  la  partie  supérieure  du  fer  Zorès, 
au  moyen  d'un  petit  renflement  que  nous  avons  représenté  en  pointillé 
sur  la  PI.  XIVjj.  Si  on  recherche  quelle  est  la  résistance  de  ce  fer  Zorès, 
on  trouve  qu'elle  est  plus  faible  avec  que  sans  renflement.  Ainsi,  l'addi- 
tion d'une  petite  quantité  de  matière  à  un  profil  peut  diminuer  la  résis- 
tance de  ce  profil.  On  s'explique  facilement  cette  contradiction  apparente 

au  moyen  de  l'expression  —  pF  du  moment  de  résistance.  On  voit,  en 

effet,  que  l'addition  du  renflement  a  eu  pour  résultat  d'augmenter  très- 
peu  A'F,  et,  au  contraire,  d'augmenter  c  dans  une  proportion  relative- 
ment considérable,  de  sorte  que  cette  forme  donne  un  moment  de  résis- 
tance plus  faible  pour  une  môme  valeur  de  p. 

Il  n'est  pas  difficile  d'exprimer  la  variation  du  moment  de  résistance 
d'un  profil  de  surface  F  par  suite  de  Taddition  d'une  petite  surface  aF. 
Désignons  par  /  la  distance  des  centres  de  gravité  des  deux  surfaces; 

F/ 
par  y  =  = =;  la  distance  du  centre  de  gravité  de  la  surface  aF  par  rap- 
port au  centre  de  gravité  de  l'ensemble  des  deux  surfaces;  par  e -f-iic  la 
distance  de  la  fibre  la  plus  éloignée  de  la  surface  F  -|-  ^F  par  rapport  à 
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ce  centre  de  gravité  ;  par  k  et  k^  les  hauteurs  des  ellipses  centrales  des 
surfaces  F  et  AF.  Le  moment  des  résistance  de  la  surface  totale  sera, 
d'après  le  n*  99  (p.  370) 


C  +  Ac 


(/yAF+**F  +  *lAF). 


En  retranchant  de  cette  expression  le  moment  de  résistance  pri- 
mitif k^pF  :  c,  on  obtient  pour  Taccroissement  du  moment 


c^- Ac 


[(/y+,.)AP_^A.p)=-e|ï-(. 


pk'F  /iy+iil 


AF       àc\ 

■f~TJ- 


Si  on  remarque  que 


ly  r  kl 

k^ 


ne  diffère  pas  d'une  manière  bien  sen- 


sible de  1,  cette  dernière  expression  montre  que,  lorsque  le  rapport  de 
r  accroissement  de  la  surface,  à  V  accroissement  de  la  distance  de  la  fibre 
extrême,  est  sensiblement  égal  au  rapport  de  la  surface  primitive  à  la  distance 
primitive,  le  moment  de  résistance  ne  varie  pas.  Mais  si  la  distance  de  la 
fibre  extrême  augmente  plus  rapidement  que  la  surface,  le  moment  diminue. 
Appliquons  les  formules  précédentes  à  un  exemple,  et  recherchons  si, 
en  laissant  subsister  la  lame  supérieure  dans  le  profil  sjrmétrique  dont 

une  moitié  est  représentée  par  la  fig.  185,  le  mo- 
ment de  résistance  croît  ou  diminue. 

Par  suite  de  la  S3rmétrie,  le  centre  de  gravité  ne 
change  pas  dans  cette  nouvelle  disposition  ;  on  a 
par  suite 


y=/  =  C+-AC, 


1 


aF  =  « .  Le. 


L'accroissement  du  moment  est  par  conséquent 


pA<? 


C[C  -j-  AC) 


k^¥\ 


(c  + 1  Ac)« -f- jij  Ac*  ec 


?-']• 


ec  représente  la  section  d'une  lame  de  même  hauteur  que  la  poutre. 
Si  donc  cette  section  n'est  pas  sensiblement  égale  à  celle  de  la  poutre, 
l'addition  de  la  lame  aura  pour  effet  de  diminuer  le  moment  de  résis- 
tance. Si  l'on  a,  par  exemple,  en  centimètres  e  =  250,  &=:2d5,  ac=:6 
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F 

et  F  =  600,  et,  par  suite,  -  =  2,4,  Texpression  ci  dessus  devient 


pAC 


C-\-AC 


.*.p(,;,6.^_l). 


Il  faut  par  suite  que  Tépaisseur  e  de  la  lame  supérieure  soit  au  moins 

2  4 
^gsJe  à  7-7^  =2*«"^,07  pour  que  Taddition  de  cette  lame  ne  diminue  pas 
i,io 

le  moment  de  résistance. 

Toutefois,  afin  de  rassurer  les  constructeurs,  nous  croyons  utile 
d^ajouter  que  cette  lame  additionnelle  ne  peut  pas  en  réalité  diminuer  la 
résistance  delà  poutre;  si,  en  effet,  le  profil  primitif  présente  un  moment 
de  résistance  plus  considérable  que  celui  du  profil  augmenté,  on  peut 
toujours  compter  sur  la  résistance  du  profil  primitif,  quand  même  les 
parties  ajoutées  viendraient  à  être  déchirées  par  suite  de  Feffort  plus 
considérable  auxquelles  leurs  fibres  sont  soumises.  On  peut  donc  dire  : 
quand,  en  ne  tenant  pas  compte  de  certaine$  parties  dun  profil,  le  moment 
de  résistance  est  augmenté,  il  est  permis  d'admettre,  pour  le  calcul  de  la 
résistance  de  la  poutre,  ce  dernier  moment.  Le  moment  sur  lequel  on  peut 
en  réalité  compter  est  ainsi  le  maximum  des  moments  que  Ton  peut 
obtenir  en  combinant  les  différents  éléments  du  profil. 

Il  convient  naturellement,  dans  la  pratique,  de  bien  se  garder  de  perdre 
de  la  matière  en  l'employant  dans  des  positions  aussi  défavorables.  Les 
lames  les  plus  larges  doivent  former  les  parties  extrêmes  de  la  poutre, 
de  manière  à  utiliser  toute*  la  résistance  qu'elles  sont  susceptibles  d'of- 
frir. Les  sections  à  double  T  simple  et  à  coffre  n  sont  par  suite  les  meil- 
leures. 
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CHAPITRE  V 


MOMENTS  D'INERTIE,   ELLIPSOÏDES  CENTRAUX  ET  NOYAUX 

DE  QUELQUES  CORPS 


418.  .BLUPSOlDE  CENTRAL   ET  NOYAU  d'UN  PRISME  ET  d'uN  CYLINDRE 

Dans  un  prisme  ou  dans  un  cylindre  limité  par  des  plans  parallèles, 
la  position  de  ces  plans  est  conjuguée  à  la  direction  des  arêtes  ou  des 
génératrices,  par  rapport  au  centre  de  gravité. 

Comme  toutes  les  parallèles  aux  arêtes  ont  la  même  longueur,  la 
section  faite  par  le  centre  de  gravité  parallèlement  aux  bases  est  égale- 
ment chargée  dans  toutes  ses  parties  ;  son  ellipse  centrale  et  son  noyau 
sont  par  suite  les  sections  de  Tellipsolde  central  et  du  noyau. 

Gomme  toutes  les  sections  parallèles  sont  égales,  les  segments  inter- 
ceptés, sur  la  parallèle  aux  arêtes,  menée  par  le  centre  de  gravité,  par 
les  bases  du  prisme,  par  Tellipsoïde  central  et  par  le  noyau  sont  égaux 
à  ceux  qui  sont  interceptés  par  les  côtés,  par  Tèllipse  centrale  et  par  le 
noyau  d*un  parallélogramme  de  même  hauteur,  sur  la  droite  qui  joint 
les  milieux  de  deux  côtés  opposés.  Si  Ton  remarque  en  outre  qu'au  pé- 
rimètre d'une  base  correspond,  d'après  le  n*  104  (p.  388),  une  pyra- 
mide ou  un  cône  dont  le  sommet  est  le  pôle  de  cette  base,  il  en  résulte 
que  l'ellipsoïde  central  et  le  noyau  sont  complètement  déterminés.  La 


\/i 


hauteur  de  l'ellipsoïde  central  est  égale  ^  V/  jâ  ^"  0,289  de  la  hauteur 

du  prisme  ou  du  cylindre,  et  la  hauteur  du  noyau,  qui  est  formé  par  la 
réunion  de  deux  pyramides  ou  de  deux  cônes,  occupe  le  tiers  intermé- 
diaire du  prisme. 

119.   MOMENTS  d'inertie  d'uN  TÉTRAÈDRE 

Pour  déterminer  d*une  manière  générale  les  moments  d'inertie  des  corps  limités 
par  des  surfoces  planes,  on  peut  décomposer  chaque  face  en  triangles,  et  projeter 
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ces  triangles  d'un  même  point,  par  exemple,  de  Porigine  des  coordonnées,  du 
point  à  rinflni  d'un  des  axes  ou  d*un  sommet  du  corps.  On  décompose  ainsi  le  corps 
en  un  certain  nombre  de  tétraèdres  ou  de  prismes  triangulaires,  dont  on  détermine 
les  moments,  et  on  n*a  plus  qu'à  faire  la  somme  de  ces  moments.  Pour  pouvoir 
exécuter  ces  opérations,  il  est  nécessaire  de  savoir  déterminer  les  moments  d'un  té- 
traèdre ou  d'un  prisme  triangulaire  à  bases  non  parallèles,  lorsqu'on  donne  les 
coordonnées  des  sommets  de  ces  corps,  l^ous  chercherons  d^abord  l'expression  du 
moment  centrifuge  £x^a3  d'un  prisme  à  bases  non  parallèles,  et  nous  en  dédui- 
rons tous  les  autres  moments. 

Dans  ces  calculs,  nous  laisserons  de  côté  le  sinus  de  l'angle  solide  et  les  angles  que 
les  axes  coordonnées  font  entre  eux,  c'est-à-dire  que  nous  supposerons  les  axes  hbc- 
tangulaires.  Les  formules  que  nous  obtiendrons  ainsi  s'appliqueront  d'une  manière 
générale  à  des  axes  obliques,  car,  d'après  le  n*  58  (p.  198),  les  moments  par  rapport 
à  des  plans  fixes  ne  diffèrent  que  par  des  facteurs  constants,  lorsqu'on  change  les 
axes.  Par  suite,  pour  appliquer  les  formules  à  des  axes  obliques,  on  n'a  qu'à  rem- 
placer le  déterminant  du  volume,  par  le  volume  divisé  par  le  sinus  de  l'angle  solide, 
et  les  déterminants  des  surfaces,  par  les  surfaces  divisées  par  le  sinus  de  l'angle 
des  axes  correspondants. 

Soit  provisoirement.  Jusqu'à  l'élimination  des  constantes, 

«  =  «a;  +  Py  +  c, 
l'équation  du  plan  qui  limite  le  prisme.  On  a  à  déterminer  l'intégrale  : 


t 


VF 

xdx  \    (««  H-  py  4-  c)ydy, 


dans  laquelle  y  est  égal  à  : 


y  = X  H . 

•Cj  ~~  Xf  X|  "~"  X| 


En  employant  les  formules  générales  du  n*  95  (p.  850),  on  obtient  pour  cette  in- 
tégrale Pexpression 

^{^— Xi)  [(6y»i  +  3yiy,  +  t/*t)x\  +  &y\ + 4yty, + Sy^^^x^  +  (y»,  +  3y,y,  +  6y«J*«J 
+  ^  i^-x^)  [{iy\  +  3y»,yt  -h  2yiî^  -h  v\)Xi  +  (y»,  +  2y\yt  +  %iy»,  +  4y»,)«J 

+  ^  (JCî— X,)  Cy«i  -h  y\yi  +  yiy'i  +  y'J  • 

Cette  somme  représente  le  moment  d'un  prisme,  dont  les  bases  sont  situées  dans 
le  plan  des  xy  et  dans  le  plan  z  =  olt  4- ...,  et  dont  les  faces  latérales  sont  le  plan 
desxz,  deux  plans  parallèles  au  plan  des  yi,  menés  par  les  points  (J?fy,Z|)(x^,Z2)  Q^^ 
nous  désignerons  pour  simplifier  par  1  et  2,  et  un  plan  parallèle  à  l'axe  des  z, 
mené  par  les  mêmes  points.  Nous  obtiendrons  le  moment  du  prisme  dont  la  bast 
dans  le  plan  z  est  le  triangle  123,  en  écrivant  les  expressions  analogues  à  l'expres- 
sion précédente  pour  les  points  23  et  31,  et  faisant  la  somme  des  trois  expressions 
ainsi  obtenues.  Dans  cette  opération,  nous  prendrons,  pour  les  différences  des 
abscisses,  des  signés  tels  que  l'expression  du  double  de  la  surface  de  la  projection 
du  triangle  123,  ou 


Fjtf  = 


«1  yt  1 


=  («I  —  «t)yi  +  («f  —  Xi)yt  4  (a:,  —  Xi)y„ 
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•oit  positive,  ce  qui  suppose  que  les  indices  123  soient  placés  dans  un  ordre  tel 
que  le  sens  de  rotation  123  soit  le  môme  que  celui  de  +  x  vers  -h  y.  On  voit  par 
suite  que,  dans  la  somme  des  moments,  le  moment  développé  ci-dessus  doit  être 
affecté  du  signe  —,  c'est-à-dire  que  les  expressions,  tot^ours  positives,  placées  entre 
parenthèses  doivent  être  multipliées  respectivement  par  les  différences  d^abscisses 
(X|  -a:,),  (x^  —  x^)  et  (x,  — a:i). 

Dans  ce  cas,  la  somme  est  divisible  par  Pus  et  le  moment  centrifuge  €,si  P^^t 
être  mis  sous  la  forme  : 


*i+  yiyt  +  2ytyi+  yS  +  %ri^i  +  3y  v  J 


+  yiyt  +  2ytyi+  yS  +  ^^^i 
l.(yi+  yî  +  %i)*sJ 

Pour  l'élimination  de  a^  p  et  c^  posons  : 

(y  =  {6a?i  +  2x,  +  2x,1yi  +  (2x,  +  2ar,  +   a:^)y,  +  (2xt  +  'i  +  2«t)yi, 

Q"  =  (2a:t  -I-  2x,  +   x,)yt  +  (2xt  4-  dar,  +  2a:,)y,  +  (  a?t  +  2*,  -f-  «*»)yi, 

Q'"  =  (2a:i+  «i  +  «a^Jyt  +  (  «i  +  2a:, -h  2xi)y, -f- (2*1  +  2x, -f- ôx^^yt 
=  («1  +  X,  +  2x8)(yi  +  yi  +  2^,)  4-  (xiyi  +  «a^s  i-  &C|»i). 

Le  moment  'Sus  pourra  alors  être  mis  sous  la  forme  suivante  : 

«tit  =  ^  [«yart  +  (Ta^t  +  iy^)»  +  fQ'yi  +  Q"yi  +  Q'"yi)P  +  (Q'  +  Q"  +  Q'>]. 

Mais,  pour  t  =  1, 2, 3,  on  a  : 


Par  suite 


6m=^(Q'2,+Q"*,  +  Q'%). 


CTest  là  la  forme  la  plus  simple  du  moment  centrifuge  d*un  prisme  triangulaire 
par  rapport  aux  plans  zxy;  cette  expression  ne  contient  plus  les  coefficients  «Py* 
et  les  coefficients  Qi  sont  des  sommes  de  termes  de  la  forme  x^yh. 

Nous  obtiendrons  le  moment  correspondant  d*un  tétraèdre,  en  faisant  la  somme 
des  moments  des  quatre  prismes  triangulaires  qui  projettent  ses  faces-  Considérons 
un  quatrième  point  {x^y^z^)^  que  nous  désignerons  par  4,  et  posons  : 

Sx   =  Xj  -f  «t  +  *8  "I"  X*  * 

S«»  =  (2ar|  +  «,  +  a-,  +  x^)yi  +  (x,  +  2a:,  +  x,  -h  aî*)y,  +  («i  +  x,  +  «x,  +  «Jy, 
+  («t  +  x^  4-  Xi  +  2x0y*  =  Sx8y  4-  X|y,  +  x^,  +  x,y,  +  XiV*, 

Sx.  =  #'•  +  x\  +  X»,  -h  x%  +  x\, 
^  2[x'| + XjX,  +  XjX,  4"  X|X4 


îjX,  +  XjX,  +  X|X4"1 
X»l +.X,X,  +  X^C4    I 

x*s+x,x4  r 

X«J 


Si  Ton  a  égard  à  la  seconde  forme  de  Q'"  indiquée  précédemment,  on  peut  exprimer 
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Q(0  au  moyen  de  «,  S  et  des  coordonnées  Xiyi,  x^y^y  savoir  i 
Q(0  =  (8m'-x^){s^^y^)  -{-  (*,  — xjy<  -f-  (*,  — 'yja:^  +  «tVi  +  a:^t  +  a^tf^i  +  ^Vi, 

On  a  en  particulier  : 

Q""  =  S*»  +  ««(y»  —  Vk)  +  *»(a:»  —  a:^)  +  &r4y4  —  x^y^  —  x^y^  =  Scy . 

En  foisant  la  somme  des  produits  ZjQ<,  et  tenant  compte  de  cette  valeur  de  Q'''', 
on  obtient  pour  (Sus  : 

=  -J^  [Sf«(*«  — a;*)  +  Sw(*,  — y4)  +  ap^C'»  —  *♦)  +  2(«iyi«i  +  a^t«t 

Nous  supposons  que  le^  indices  1234  des  sommets  du  tétraèdre  sont  disposés  de 
telle  façon  dans  l'espace  que  le  déterminant  : 


3  = 


Xj  yt  Z|  1 
aîj  .Vj  «j  1 

x^  y*  I4  1 


qui  représente  eix  fois  le  volume  du  tétraèdre,  soit  positif.  Dans  ce  cas,  le  point  4 
doit  se  trouver  au-dessous  du  plan  123,  c'est-à-dire  du  cété  de  —  *»  par  rapport 
à  ce  plan.  Si  en  effet  le  point  4  était  situé  dans  le  plan  123,  3  serait  nul,  et  par 
suite  Z4Z4  doit  être  égal  et  de  signe  contraii-e  à  jJtZ,  -f  z^  +  «A,  Zi  désignant  le 
coefficient  de  Zi  dans  3.  Mais  comme  F|,,  est  positif,  Z4  qui  est  égal  à  —  Fiti  doit 
être  négatif,  et  il  faut  par  suite  que  X4  soit  plus  petit  que  Tordonnèe  dm  point  (x^yi) 
du  plan  123.  Ce  résultat  concorde  avec  la  proposition  générale,  d*après  laquelle, 
dans  le  plan  à  Tinâni,  le  sens  de  rotation  4)123  est  ideùtique  avec  le  sens 
+  a?oo-|-yoo4.j|foo.  Supposons  en  outre  que  la  projection  du  point  4  sur  le  plan  xy 
tombe  à  Tintérieur  du  triangle  123,  le  moment  du  prisme  123  sera  positif,  et  par 
suite  les  moments  des  trois  prismes  124,  234,  314  doivent  être  né^tifs.  Comme 
on  a  P,„=:-Z4,  Fj,4  =  +  Z„  F„4  =  +  Zt,  F,i4=  +  Z„  il  faut,  dans  chaque 
(I9A»,  mettre  à  la  place  de  FgM  le  -^  Z^  de  Tindice  qui  manque.  En  opérant  ainsi  et 
ajoutant  les  quatre  (S,  on  trouve,  en  ayant  égard  aux  égalités  suivantes  : 

«iZj  +«A +  «A+ *A=0; 

yiZt  +  yA  H-  yjZ,  +  yA=o, 

«,Z,  +  «A  +  ^  +  *»z»=3» 
Zi+    Z,+    Zs-f-    Z4=0; 

que  le  moment  centrifuge  du  tétraèdre  est  : 

Le  moment  d*inertie  £a^A3  s^obtient  en  faisant  x  =  y.  Gomme  les  expressions  de 
S  sont  symétriques  par  rapport  aux  coordonnées,  il  suffira,  pour  obtenir  tous  les 
moments,  de  permuter  les  indices  xy  de  S.  Il  est  superflu  d^écrire  ces  expression». 

Nous  obtiendrons  les  quantités  a,  6,  c.  A,  B,  G  du  n*  106  en  divisant  ces  moments 

par  le  volume  ^  3  du  tétraèdre,  ce  qui  donne  : 
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a*  =  —  Sec ,      A  =  —  Sf  » ,      ««  =  r  «» , 
^  =  2qSw,      B  =  —  Sg«,      yo  =  j»y, 


ls«,    c  =  is.„    ..  =  î 


La  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  équations  du  n*  106  (p.  392)  donne  les  di- 
mensions de  l'ellipsoïde  d*inertie.  Nous  n'écrirons  pas  les  résultats;  mais  nous  nous 
bornerons  à  indiquer  les  simplifications  qui  se  produisent  pour  Siey  &t  S«r>  daas  lé 
cas  où  Torigine  des  coordonnées  coïncide  avec  le  sommet  4,  et  dans  le  cas  oti  cette 
origine  coïncide  avec  le  centre  de  gravité.  Tous  les  autres  S  sont  symétriques  et 
les  dimensions  de  Tellipsoïde  correspondant  sont  simplement  proportionnelles  à  ces 

valeurs  de  S. 
Bn  prenant  Toilgine  au  sommet  4,  on  a  : 

SM=Xi+tf  +  x^^     et  de  même  pour  «y  et  «s . 
S«f=  a;i  +  «t  +  «f)(yi  +  yi  +  y8)  +  a?iyt  +  aïiys  +  «fys» 

+  ««,4  J^  1. 

On  voit  que  ces  fonctions  sont  identiques  avec  celles  du  n*  110(/;  elles  sont  com- 
posées exactement  de  la  même  manière. 

En  prenant  pour  axes  les  trois  arêtes  qui  passent  par  le  sommet  i,  toutes  les 
coordonnées  deviennent  nulles^  à  l'exception  de  Xi,  y^  et  in  et  l'on  a  : 

Si  on  prend  Torigine  des  coordonnées  au  centre  de  gravité,  on  a,  quelles  que 
soient  les  directrices  des  axes,  ««  =  «y  =  j.  =  0,  et  Ton  obtient  : 

S*»  =  aj*i  4  x%  +  a?»,  4- a:%, 
S*,  «=  x,y|  -{-x^t  +  «sV»  +  a^iV* . 

Les  expressions  des  autres  S  sont  Symétriques. 

Si  on  choisit,  pour  les  directions  des  axes,  des  parallèles  à  trois  aré«M  se  owpant 
en  un  même  sommet,  en  conservant  toujours  Forigine  des  coordonnées  au  centre  de 
gravité,  et  qu'on  désigne  par  dy  e,  fies  longueurs  de  ces  trois  arêtes,  les  coor- 
données des  quatre  sommets  sont  respectivement  * 

X  y  3t 

3  11 

Pour  le  sommet  1        +  j  rf»     —  j  ^     "^  J  ^' 

Id,  2        -  4  ^'      +  4  *'     ""  4  ^' 

là.  3         —  j  rf,      -  j  «1      +  j  A 

Id,  4         —  j  rf, .    —  -  e,     —  2  /", 
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et  Pon  trouve  : 

Q  3  ^ 

Remarquons  la  concordance  de  ces  dimensions  de  Tellipsoïde  central  avec  celles 
de  Tellipsoïde  d'inertie  relatif  à  un  sommet,  les  axes  étant  parallèles  aux  ardtes  qui 
passent  par  ce  sommet.  On  peut  du  reste  déduire  ces  dernières  dimensions  des  pre- 

1  1 

mières  en  ajoutant  à  celles-ci  t^  ^  <>^  ta  ^^>  ^^  ^^  &  ^^  ^^^^  • 

1+1-1     «t     -Ij-l-l 
80  "^  16  ~  10  80  "^  16      20* 

On  obtient  les  formules  les  plus  simples  en  prenant  pour  Tun  des  axes  Taxe  des  r, 
par  exemple,  la  droite  qui  Joint  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées,  et  pour  les 
deux  autres  axes  des  parallèles  à  ces  arêtes. 

Soient  h  la  longueur  de  la  ligne  de  jonction  des  deux  arêtes,  cf  et  e  les  longueurs 
de  celles-ci,  les  coordonnées  des  quatre  sommets  sont  respectivement  : 


X 

y 

s 

le  sommet  1 

+1* 

0, 

+  2*, 

Id.           2 

-!.. 

0, 

.!.. 

Id,            3 

0, 

*h 

-i.. 

Id,            4 

0, 

1 

-!.. 

-•=1^.. 

40    ' 

-è 

h\ 

S.x  = 

S  S«y  5=  Sya  = 

sO. 

ce  qui  donne 


et 

Les  trois  axes  choisis  sont  donc  des  diamètres  conjugués  de  Tellipsoïde  central  et 
fournissent  les  éléments  les  plus  commodes  pour  la  construction  de  cet  ellipsoïde. 

Le  diamètre  parallèle  à  une  arête  a  pour  longueur =  0,31623  de  la  longueur  de 

cette  arête;  le  diamètre  parallèle  à  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  arêtes 
opposées  a  pour  longueur  —-  =  0,44721  de  la  longueur  de  cette  droite.  Ces  relations 

simples  donnent  les  longueurs  de  trois  groupes  de  trois  diamètres  conjugués,  c'est- 
à-dire  trois  fois  plus  d'éléments  qu^il  n'en  faut  pour  construire  l'ellipsoïde.  L'anti- 
polaire  de  l'arête  d  est  parallèle  à  la  direction  conjuguée;  elle  rencontre  la  droite 
qui  joint  les  milieux  de  cette  arête  d  et  de  l'arête  opposée  à  une  distance  : 

-- A»  :  rA  =  rr*. 
20  2  10 

Comme  il  en  est  de  même  pour  toutes  les  autres  arêtes,  on  en  conclut  que  le 
noyau  est  un  tétraèdre  dont  les  arêtes  sont  respectivement  parallèles  à  celles  du 
tétraèdre  donné,  et  rencontrent  les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  milieux  des 

arêtes  opposées  au  rr-  de  la  distance  de  ces  milieux,  ou  bien  au  -  de  la  distance  de 

10  5 
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chaque  arête  au  centre  de  gravité.  Le  noyau  d*un  tétraèdre  est  donc  un  tétraèdre 
semblable,  ayant  le  même  centre  de  gravité  que  le  tétraèdre  donné,  et  le  -  des  di- 
mensions  de  ce  tétraèdre. 


iâO.   MOMENTS  D*UN  PRISME  A  BASES  NON  PARALLÈLES 


Nous  admettrons  qu'on  prenne  Taxe  des  s  parallèle  aul  arêtes  parallèles  du 
prisme.  Nous  avons  déjà  déterminé,  au  commencement  du  numéro  précédent,  le 
moment  par  rapport  au  plan  z  ou  xy,  pour  en  déduire  les  moments  d*un  tétraèdre. 
Pour  obtenir  les  autres  moments,  décomposons  le  prisme  en  trois  tétraèdres,  et 
fkisons  la  somme  des  moments  de  ces  trois  éléments.  Nous  aurons,  pour  le  volume  3 
du  prisme,  en  désignant,  comme  précédemment,  par  F  le  double  de  la  surfEUïe  de  la 
base,  et  par  s»,  «y,  Ss  la  sonmie  des  trois  coordonnées  de  même  nature  (par  exemple 


63  = 


*t  Vi  «t  1 


Xi  y,  Si  1 
«j  yj  X,  1 


+ 


«1  Vi  «1  1 
^î  Vî  %  1 
^1  Vi  *t  1 


=  Fs», 


Nous  avons  mis  Texpression  de  ce  volume  sous  la  forme  de  la  somme  des  volumes 
des  trois  tétraèdres,  aân  de  mettre  en  évidence  les  coordonnées  des  sommets  de 
ces  tétraèdres. 

Cela  posé,  formons  les  S  du  prisme  en  le  considérant  comme  la  somme  des  trois 
tétraèdres,  et  multiplions-les  par  le  volume  correspondant  zF;  nous  obtiendrons 
ainsi  le  moment  total.  Nous  aurons  . 


20s.'  C 


9» 


=  120 -^  =  [(2x1 -h  x, -h  «$)  (2yi  +  yj  +  y»)  +  2a:iyt  +  ««y»  H- a^J  «1 


=  «««y#.-f(yi  . 


^»^t+^8yi)*« 


Dans  ces  formules,  nous  avons  d*abord  mis  en  évidence  les  moments  des  trois  té- 
Uiièdree,  et  nous  avons  ensuite  composé  la  somme  de  ces  trois  moments  en  une 
expression  qui  est  complètement  symétrique  par  rapport  aux  trois  coordonnées  xyz. 
On  en  déduit  la  proposition  suivante  :  Si  fon  considère  un  triangle  dans  Vespace^  comme 
la  h<ise  de  trois  prismes  de  projection^  ayant  respectivement  leurs  arêtes  parallèles  aux 
axes  et  leur  autre  base  située  dans  chaque  plan  de  projection ^  et  qu'on  forme  les  mo- 
ments centrifuges  de  chacun  de  ces  prismes^  par  rapport  aux  deux  plans  de  projection 
qui  ne  contiennent  pas  cette  hase,  ces  moments  centrifuges  seront  proportionnels  aux 
projections  du  triangle^  divisées  par  le  sinus  de  l'angle  des  axes  dans  chaque  plan  de 


m 


«» 


projection.  Les  rapports  — =—  restent  en  effet  constants  quand  on  permute  x^  y^  z. 


Lee  moments  d'inertie  ^Xmx  et  ^yy  se  déduisent  du  moment  précédent  en  fai- 
sant y=x  ou  X  =  y.  Nous  n'écrirons  qu'un  seul  de  ces  moments  : 


m 


TX 


20*«a«  =  120  — -—  =  s'^mSi  +  2(XiZy  +  x,2j  +  x^z^Sx  +  (««i  H-  x«,  +  x»,)*. 


+  2(x«,:i  +  x',z,H-xV8;- 
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Cette  expression  ne  contient  aucun  y.  On  obtiendra  3Ryy  en  remplaçant  x  par  y. 
On  a  en  outre  : 

-f  [(Xt  +  x,  +  2x,)(i, -H  X,  +  2fJ  +  «|f,  +  «jZ,  +  *,zj2. 

Le  moment  SRys  s'obtient  en  remplaçant  x  par  y. 
Enfin,  on  a,  pour  le  moment  'SRmm  ,  Texpression  : 

20*.  c«  =  120  -=?î  =  [2z»t  1*1 

=  2[(*»i  +  *S  +  z\j$M  +  «t  VJ 

=  2[A  -  2(2i2,  +  Vs  +  Ml)»»  4-  «1 VJ- 

Il  est  facile  de  déduire  de  ces  différents  moments  les  dimensions  de  Tellipee  cen- 
trale. Mais  comme  la  substitution  de  ces  expressions  dans  les  formules  générales 
du  n*  106  (p.  401)  ne  donne  auonne  simplification,  il  est  inutile  de  refléctner. 
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Les  moments  d*une  pyramide  et  d'un  cône  peuvent  sfi  ramener  aux 
moments  de  la  base.  Prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  sommet 
du  cône  et  pour  plan  des  yz  un  plan  parallèle  à  la  base.  Soient  / 
Tabscisse  de  la  ba^e,  F,  y\^  z',,  h\  k\  A'ia  surface,  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité  et  les  dimensions  de  Tellipse  centrale  (Je  cette  base. 
Partageons  la  pyramide  ou  le  cône  en  une  série  d'éléments  parallèles  à 
la  base.  Les  dimensions  correspondantes  pour  une  de  ces  surfaces  élé- 
mentaires seront  : 

/m9  fm  'V*  'V*  O**  0^ 

TJi  '  k'  h'  k* 

Formons,  à  l'aide  de  ces  expressions,  les  moments  des  surfaces  -77  ¥dx 
et  ajoutons-les  ;  nous  obtiendrons  les  moments  du  cône  : 


âR 
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=  i  F  (''''  +  A-*)  •  I?  P^  =  g  /(zV  +  A')P  =  l  (z'e*  +  ft")3 . 

D'après  le  n*  97  a,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  sont  les  va- 

3  3         3 

leurs  suivantes  :  -  /,  -y'c,  -z'c.  Si  Ton  divise  les  moments  précédem- 

4  4  4 

ment  obtenus  par  3,  on  obtient  les  dimensions  de  Tellipsoîde  dinertie 

relatif  à  Torigine  des  coordonnées.  Si  Ton  en  retranche  ensuite  les 

carrés  et  les  produits  des  coordonnées  du  centre  de  gravité  (  dont  le 

9  1  3  \ 

coefficient  numérique  —  retranché  de  -  donne  57:  ) ,  on  obtient  les  di* 

lu  O  oU  / 

mensions  de  l'ellipsoïde  central,  c'est-à-dire  : 

Si  Ton  fait  passer  Taxe  des  z  par  le  centre  de  gravité,  yc  et  z^  et  par 
suite  aussi  B  et  c,  deviennent  nuls  ;  par  suite  la  droite  qui  joint  le  centre 
de  gravité  de  la  base  au  sommet  du  cône  est  conjuguée  au  plan  de  la  base.  La 
section  de  V ellipsoïde  central  par  un  plan  parallèle  à  la  base^  mené  par  le 
centre  de  gravité,  est  une  ellipse  semblable  à  V ellipse  centrale  de  la  base  et 

ses  dimensions  sont  égales  à  i  /  -  =  0,77460  de.<  dimensions  de  cette  ellipse. 

ïja  distance  au  centre  de  gravité  des  plans  menés  tangentiellement  à  rellip- 
solde  central  et  parallèlement  à  la  base  ^c'est-à-dire  la  demi-hauteur  de  VeUip' 

solde  cen,tral,  es.(  égale  «  V/ôt:  =  0,19365  de  la  hauteur  du  côm. 

Quai^t  aux  dimei^çions  du  noyau,  on  peut  dire,  d'une  façon  général^  : 
l'antipôle  de  la  base  est  situé  sur  le  diamètre  qui  lui  est  conjugué  da^  Tei- 
lipsoïde  central,  et  par  suite  aussi  sur  la  droite  qui  réunit  le  sommet  à  son 

3     1        3 

centre  de  gravité;  sa  distance  ay  centre  çle  gravité  est  égale  à  ^  :  7  =  ~ 

oU     4        ZO 
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de  la  hauteur  du  cône.  Le  plan  antipolaire  du  sommet  est  parallèle  à  la 

3      3        1 

base  et  sa  distance  au  centre  de  gravité  est  égale  aux  ^r  :  t  =  s;;  de  la 

80      4        ZU 

hauteur  du  cône;  par  suite  la  hauteur  totale  du  noyau  est  le  -  de  celle  du 

cône;  en  outre,  comme  à  chaque  point 
de  la  base  du  cône  correspond  un  plan, 
passant  par  Tantipôle  de  la  base,  qui  est 

13       2 

situé  à  -  +  :r:  =  M  <le  la  hauteur ,  tous 

ces  plans  enveloppent  un  cône,  quand 
le  point  décrit  le  périmètre  de  la  base. 
Le  noyau  est  par  suite  également  un 
cône,  qui  occupe  le  deuxième  cinquième 
de  la  hauteur  du  cône  donné  et  dont  le 
sommet  et  la  base  sont  situés ,  par  rap- 
port au  centre  de  gravité,  dans  la  même 
direction  que  le  sommet  et  la  base  du 
cône  donné.  Pour  déterminer  le  rapport 
entre  les  bases  des  deux  cônes,  faisons 
une  section  par  le  sommet  et  le  centre 
de  gravité  du  cône.  La  /î^.  186  repré- 
sente cette  section;  portons,  à  partir 
du  centre  de  gravité,  suivant  les  direc- 
tions indiquées  sur  la  figure',  les  lon- 

*     1      3       3  ^    , 
gueurs  T,  :r:^,  :r;:  et  -  de  /;  nous  obtien- 
4    20   20      4 

drons  ainsi  les  positions  des  bases  et 

des  sommets  des  deux  cônes.  L'ordonnée 

du  demi-cercle,  décrit  surf  -  +  an)  ^  comme  diamètre,  donne  la  demi- 
hauteur  V/sjT  '  <i®  Tellipsoïde  central.  Si  Ton  projette,  du  points,  Tel- 
lipse  centrale  de  la  base,  les  rayons  projetants  détermineront  sur  un 

plan  parallèle  mené  par  \/  57:  '>  la  base  d'un    cylindre  enveloppant 

Tellipsolde  central.  Si,  en  effet,  k  est  un  point  de  Tellipse  central  de  la 
base,  on  a  : 


'4'=\/f*Vè'- 
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DéteAninons  maintenant  le  plan  antipolaire  correspondant  au  point 

*;  il  coupe  la  section  {fig.  186)  suivant  Tantipolaire  de  k.  Cette  antipo- 

3 
laire  passe  par  le  point  -^l  ^"^  est  parallèle  à  la  diagonale  SA  du  parai- 

lélogramme  circonscrit  à  Tellipse,  car  Sifc  et  SA  sont  des  diamètres  con- 

4 

jugués.  Elle  intercepte  sur  la  base  du  noyau  la  longueur  -  &,  car  on  a  : 


5 


Les  points  d'une  droite^  menée  dans  le  plan  de  la  base  du  cône,  par  le 

centre  de  gravité  de  cette  base  et  le  faisceau  des  antipolaires  de  ces 

3 
points,  faisceau  dont  le  centre  est  au  point  —  /,  forment  une  invoiution; 

au  point  à  l'infini  de  la  droite  correspond  le  rayon  qui  passe  par  le 

centre  de  gravité  S  du  cône;  par  suite  les  produits  des  distances  de  deux 

g 
points  correspondants  de  la  droite  sont  constants  et  égaux  à  -  &*,  car 

g 
k  eX'k  sont  les  distances  de  deux  points  correspondants.  Par  suite  si  q 

est  la  distance  d'un  point  quelconque  de  la  base  du  cône  au  pied  du 
rayon,  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  S,  c'est-à-dire  au  centre  de  gra- 
vité de  la  base,  le  plan  antipolaire  de  ce  point  coupera,  dans  la  section 

8  K^ 
(fig.  186),  la  base  du  cône  à  la  distance  -^—  et  la  base  du  noyau  à  la  dis- 

tance  -^r- .  L' antipolaire  de  ce  môme  point,  par  rapport  à  l'ellipse  cen- 

traie  de  la  base,  coupe  le  diamètre  passant  par  ce  point  à  la  distance 

A* 

— .  Donc  :  Le  noyau  d'un  cône  est  également  un  cône,  ayant  sa  base  et  son 

sommet  placés  comme  ceux  du  cône,  et  occupant  le  deuxième  cinquième  de 
la  hauteur  du  cône;  la  base  du  noyau  est  semblable  au  noyau  de  la  base  et 

semblablement  placée.  Les  centres  de  similitude  sont  les  points  d'intersection 

4 

du  rayon  passant  par  S,  et  les  dimensions  de  la  base  du  noyau  sont  les  -  de 

celles  du  noyau  de  la  base  du  cône.  • 

Dans  la  pyramide  triangulaire,  ou  tétraèdre,  le  noyau  de  la  base  est, 
d'après  le  n*  110  &  (p.  410],  semblable  à  cette  base,  et  ses  dimensions 
sont  le  quart  des  dimensions  de  celles-ci.  Les  dimensions  de  la  base  du 

14       1 

noyau  du  tétraèdre  sont  par  suite  égales  à  r  •  -  =  ^  des  dimensions  de 

4     5        5 

30 
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la  base  de  ce  tétraèdre.  Gomme  la  hautem*  du  noyau  est  aussi  le  -  de  la 

hauteur  de  la  pyramide,  il  en  résulte  que  :  le  noyau  d'un  tétraèdre  est  un 
solide j  semblable  à  ce  tétraèdre  et  semblablement  placée  par  rapport  au  centre 

1 

de  gravité;  il  occupe  le  -  intermédiaire  du  tétraèdre. 


122.   MOMENTS  d'un  TRONC  DE  PTRÂMH)E  OU  DE  CÔNE 

A   BASES  NON  PARALLÈLES. 

Dans  le  numéro  précédent,  nous  avons  ramené  les  moments  de  la  py- 
ramide et  du  cône  à  ceux  de  leurs  bases  ;  nous  pourrons  par  suite  dé- 
terminer les  moments  d*un  tronc  de  pyramide  ou  de  cône,  au  moyen 
des  moments  de  leurs  bases.  Les  moments  cherchés  seront  la  différence 
des  moments  des  deux  cônes  ou  pyramides. 

Conservons  comme  origine  des  coordonnées  le  sommet  du  cône  ;  pre- 
nons pour  plan  des  xz,  un  plan  parallèle  à  Tune  des  bases  et  pour  plan 
des  yz,  un  plan  parallèle  à  Tautre  base.  Nou^  pourrons  encore  disposer 
de  la  position  du  plan  des  xy  et  choisir  ce  plan,  de  manière  à  simplifier 
les  résultats.  Les  relations  entre  les  coordonnées  de  deux  points  pers- 
pectifs, situés  dans  les  plans  des  bases  x'=a  et  y* =6  sont  les  suivantes  : 

X  0        z 

—  — ^  ^  —  "7*. 

a       y       Z 
De  ces  relations,  on  déduit  : 

y  y  y;  ^ 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  expressions  de  la  surface  et  des 
moments  de  la  base  {xf'zf^  donne  la  surface  et  les  moments  de  cette  base 
en  fonction  des  coordonnées  y  et  z\  de  sorte  que  tous  les  moments  sont 
alors  exprimés  au  moyen  des  coordonnées  d*une  seule  des  bases.  La 
substitution  ^  donne  : 


M',  =  (  z'af'dx"  =  —  a*b*  Ç  i^ , 
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Les  signes  —  ne  sont  qu^apparents  dans  ces  formules,  car,  par  suite 
de  la  relation  réciproque  afy=aby  si,  dans  les  premières  intégrales,  la 
limite  supérieure  est  plus  grande  que  la  limite  inférieure,  ce  sera  l'in- 
verse pour  les  secondes  intégrales,  et,  en  permutant  les  limites,  on  ré- 
tablit le  signe  -f-*  Du  reste,  ces  formules  ne  servent  pas  souvent  dans  la 
pratique.  Si  les  bases  sont  des  polygones,  on  substituera  directement 
les  valeurs  de  x"  et  z"  dans  les  équations  des  moments  des  bases  à  trois 
ou  plus  de  trois  côtés,  c'est-à-dire  qu'on  utilisera  les  intégrations  déjà 
effectuées  pour  ces  surfaces.  On  opérera  de  même  pour  les  surfaces  li- 
mitées par  des  courbes  du  second  degré,  comme  nous  le  montrerons  au 
paragraphe  b  de  ce  numéro.  Quant  aux  surfaces  limitées  par  des  courbes 
de  degré  supérieur  au  second,  on  ne  pourra  les  traiter  que  par  des  pro- 
cédés graphiques. 

Les  moments  des  bases  une  fois  déterminés  par  un  procédé  quel- 
conque, on  n*a,  d'après  ce  qui  a  été  dit  (p.  465),  qu*à  les  multiplier  par 

1 

le  -  de  la  hauteur,  pour  obtenir  les  moments  correspondants  de  chaque 

cône.  Gomme  d'ailleurs  le  rapport  des  hauteurs  de  deux  cônes  peut 
varier  entre  0  et  oo,  les  expressions  générales  des  différences  des  mo- 
ments, c'est-à-dire  des  moments  du  tronc  de  cône,  ne  sont  susceptibles 
d'aucune  simplification.  Nous  nous  dispenserons  par  suite  de  les  écrire. 
Nous  terminerons  ces  considérations  par  quelques  applications. 

a)  Moments  d'un  tronc  de  pyramide  triangolaire  à  bases  non  parallèles. 

Lorsqu^on  veut  déterminer  les  moments  d'an  tronc  de  pyramide  considéré  isolé- 
ment et  non  comme  une  partie  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases  ayant  pins  de  trois 
côtés,  le  moyen  le  plus  simple  consiste  à  prendre  comme  axes  des  coordonnées  les 
trois  arêtes  qui  se  coupent  au  sommet  de  la  pyramide.  Appelons,  dans  ce  cas, 
XiVf  Zs  les  lenteurs  des  arêtes  de  la  pyramide  supposée  entière,  et  ^i ,  |&yt«  ^'t  1^ 
longueurs  des  arêtes  de  la  pyramide  retranchée.  Comme  les  volumes  des  deux  py- 
ramides sont  dans  le  rapport  r — ,  nous  aurons  immédiatement  : 

'''  =  10(1-V)^'  ""I0{l-Vv)^"       '  "lOa-Vv)'»' 

1  —  X,4M  _  1  — XV*  n  1  —  XV«v 

^=20(l->|iv)y«^»-      ^=  20(1- Vv; ''*'»•      ^-20(1-Vv)'«^«- 
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Si  au  contraire  le  tronc  de  pyramide  trian^^nlaire  forme  une  partie  d*im  antre 
tronc  de  pyramide,  on  se  servira  des  formules  du  numéro  précédent  pour  détermi- 
ner les  coordonnées  d*une  base  au  moyen  des  coordonnées  de  Tautre  base;  on 
n*effectuera  pas  les  intégrations  indiquées,  mais  on  déterminera  directement,  par 
substitution  les  moments  des  deux  pyramides,  et  on  les  retranchera  Tun  de  Pautre 
pour  obtenir  le  moment  du  tronc. 

Suivant  que  le  tronc  de  pyramide  est  donné  au  moyen  des  coordonnées  de  Tune 
ou  de  Tautre  base,  on  exprimera  tous  les  «  et  S  au  moyen  de  ces  coordonnées. 

De  ia  relation  déjà  établie  précédemment  : 

et  en  outre  des  relations  : 

on  déduit  : 

S'«.=  12a»,      8'.,  =  4a»',,     8'«  =  4««'„ 

S'„ = '',  +  A  +  A  +  A  = '^t  +  «'6*(^  +  ;;^  +  Î^J, 

On  a  enfin  : 

^.  =»"j  +  *",  +  y",=  <À]f  +  1  +  1), 
1%  =36, 

\}f\     Vî     y%) 

S"«y=46»".,       S"yy  =  126«,       SV  =  4A5"„ 

s"«=yt.+x'^+x'^+a.'^=*"«,+a•6t(i  +  ^,  +  ^). 

S"x.  =  i"«i".  +  :i^\%\  +  A^'f  +  ^'•*"8  =  *"x*".  +  «*•(  4f  +  ;§•+;%). 

\y  1     Vf     y  •/ 

S"s.  =  *"«.  +  z"t,  +  s'^  +  %^\  =  i"«.  +  ôtj -;J  +  _«  +  -^  ). 

Comme  les  volumes  3'  et  3^^  de  la  pyramide  totale  et  de  la  pyramide  retranchée 
•ont  entre  eux  dans  le  rapport  des  produits  des  longueurs  des  trois  arêtes,  on  aura: 

3^  _       g*       _  )f\\f\\f%  _  1 

d*où  l'on  déduit,  pour  le  volume  du  tronc  de  pyramide  en  fonction  de  3  ou  de  3^^, 
les  expressions  : 


3'-3"=(i-»3'=(l-i)3''. 
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Si  Vôn  forme  séparément  les  moments  de  chaque  pyramide,  qa*on  les  retranche 
Tnn  de  Tautre  et  qu'on  divise  le  résultat  par  le  volume  du  tronc  de  pyramide,  ce 

qui  fait  disparaître  3'  et  3^,  on  obtient  les  coordonnés  du  centre  de  gravité  : 
et  les  dimensions  de  Tellipsoïde  d'inertie  sont  : 

Par  suite  de  la  présence  du  facteur  X,  il  n'est  pas  possible  de  réunir  ou  de  sim- 
plifier S'  et  S",  et  Ton  voit  qu^en  général  tous  les  moments  devront  être  calculés 
comme  la  différence  entre  les  moments  des  deux  pyramides,  n  en  sera  ainsi  toutes 
les  Ibis  qu'il  n'existera  pas  des  rapports  particuliers  entre  les  coordonnées. 

6)  Moments  d'un  tronc  de  cône  dn  second  degré  a  bases  non  parallèles. 

Pour  les  motifs  indiqués  p.  467,  nous  nous  bornerons  à  montrer  comment  on  doit 
procéder  pour  déterminer  les  moments  des  deux  bases  d'un  tronc  de  cône  du  se- 
cond degré.  Au  moyen  de  ces  moments,  nous  pourrons,  d'après  le  n*  121  (p.  462), 
déterminer  les  moments  des  deux  cônes,  et  la  différence  de  ces  derniers  moments 
donnera  le  moment  du  tronc  de  cône.  Nous  pouvons,  diaprés  ce  qui  a  été  dit  p.  466, 
disposer  arbitrairement  de  la  position  du  plan  xy^  et,  par  suite,  nous  prendrons 
pour  ce  plan,  le  plan  polaire  du  point  à  Pinflni  de  l'axe  des  z.  Les  équations  des 
sections  du  cône  par  les  plans  s'  =  a  et  y"  =  6  devront  dès  lors  être  de  la  forme 


r"! 


Si  l'une  de  ces  équations  est  donnée,  l'autre  s'en  déduira  facilement  par  la  substi- 
tution des  valeurs  des  variables  données  ci-dessus.  Si,  par  exemple,  la  première 
équation  est  donnée^  et  qu'on  y  substitue 

az"  ab 

i'=-ety  =  -„ 

on  obtient 

\         «11     /        «11 

En  comparant  les  coefficients  de  cette  dernière  équation  avec  ceux  de  l'équation 
correspondante  ci-dessus^  on  trouve  que  les  coefficients  a*  et  a"  sont  liés  par  les  re- 
lations suivantes  : 

a'ii  =  a^»"iii 
a'4,6=:aa"j,. 

A',|6«  =  A"m«'- 
Au  moyen  de  ces  relations,  on  peut,  d'après  le  n*  111  cf,  calculer  les  moments  de 
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chaque  base  du  tronc  de  cône>  puis,  diaprés  le  n**  497,  les  moments  des  deux  cônes, 
et  retrancher  ces  derniers  moments.  On  détermine  enfin  les  dimensions  de  Tellip- 
solde  d^inertie. 

Nous  nous  dispenserons  de  développer  davantage  ces  calculs,  qui  se  présentent 
rarement  dans  la  pratique.  • 


123.   MOMENTS  DE  QUELQUES   BLUPSOÎDBS. 


Il  est  très  rare  que  Ton  ait  à  déterminer  les  moments  de  corps  dont  la 
surface  s*étend  à  Tinfini  dans  toutes  les  directions  ;  par  contre,  il  arrive 
fréquemment  que  Ton  a  à  résoudre  ce  problème  pour  des  corps  quf  sont 
coupés,  suivant  des  ellipses  semblables,  par  tous  les  plans  parallèles  à  un 
plan  déterminé.  Si  nous  bornons  nos  recherches  au  cas  où  les  centres  de 
toutes  ces  ellipses  sont  sur  une  même  ligne  droite,  nous  pourrons  re- 
présenter d*uue  manière  générale  la  surface  de  ces  corps  par  Téquation  : 


1^  +  ?  =  ^' 

dans  laquelle  u  représente  une  fonction  de  x  n'ayant  pas  de  dimension. 
Les  axes  et  la  surface  de  Tellipse  dont  Tabscisse  est  x  sont  : 

Le  volume  d'un  corps  engendré  par  cette  surface  et  terminé  par  deux 
surfaces  planes  est  égal  à  : 

3  =  V  Fdx=bc'K  {udx, 

le  signe  \  devant  être  pris  entre  les  abscisses  des  surfaces  planes  qui  li- 
mitent le  corps. 

Le  centre  de  gravité  de  Tellipsoïde  est  situé  sur  Taxe  des  x;  son 
abscisse  est  donnée  par  Téquation  : 


M. 


=  V  Fxdx^^bcK  {  uxdx. 


En  ce  qui  concerne  les  moments  centrifuges,  A  est  égal  à  0  parce  que 
les  axes  bc  sont  conjugués,  et  que  par  suite  le  moment  A  de  chaque 
élément  de  surface  est  nul  ;  B  et  C  sont  aussi  égaux  à  0,  parce  que  le 
centre  de  gravité  de  chaque  élément  est  situé  sur  Taxe  de^  x  ;  les  autres 
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moments  seront 

«„  =  J I  b\¥dx  =  i  i»cn  [  u*dx, 

Pour  l'dlipsolde  ordinaire  : 


a* 


3  =  *c*J«rfr  =  «*ei.(^-|l), 
M.  =  ici.  5  ««fe  =  ««*ci.  (g  -  g), 

Si  Ton  prend  pour  limites  de  la  somme  a?  =  —  a  et  x  =  +  a,  on  ob- 
tient les  résultats  suivants  : 

4  4  4 
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1 

flj,  ij,  c,  représentent  les  longueurs  des  diamètres  de  Fellipsolde 
d'inertie  qui,  dans  ce  cas,  coïncide  avec  Teilipsoïde  central.  Cet 
ellipsoïde  est  semblable  à  Tellipsoïde  donné  et  ses  dimensions  sont  à 
celles  de  cet  ellipsoïde  dans  le  rapport  : 

-4=0,44721. 

Le  plan  aiitipolaire  du  point,  dont  Tabscisse  est  égale  à  a,  coupe  Taxe 
des  â;  à  la  distance  : 

^ar  :  a  =  -a. 
Le  noyau  est  par  suite  aussi  un  ellipsoïde  qui  est  semblable  à  Tellip- 
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solde  donné  et  qui  occupe  à  Tintérieur  de  cet  ellipsoïde  le  cinquième  des 
dimensions  linéaires. 

En  comparant  ces  relations  aux  relations  correspondantes  du  té- 
traèdre, on  constate  une  concordance  remarquable  (voir  n*  122,  p.  466). 
Cette  concordance  n*est  pas  fortuite;  elle  est  la  conséquence  d'une  pro- 
priété, sur  laquelle  nous  avons  déjà  appelé  l'attention  au  n*  97  (p.  364). 
Cette  propriété  consiste  en  ce  que  les  surfaces  des  sections  d*an 
ellipsoïde,  dont  deux  diamètres  conjugués  sont  égaux  et  parallèles  à 
deux  arêtes  opposées  d*un  tétraèdre,  et  dont  le  troisième  diamètre 
conjugué  est  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  ces  arêtes  sont,  avec 
les  surfaces  des  sections  correspondantes  du  tétraèdre,  dans  le  rapport 
7c  :  1 .  Il  en  résulte  que  les  segments  interceptés  par  Tellipsoïde  d'inertie 
et  le  noyau,  sur  un  de  ces  diamètres,  dans  les  deux  corps  sont  égaux. 

Les  formules  précédentes  peuvent  s'appliquer  à  Thyperboloïde  à  une 
nappe  (surface  réglée),  en  remplaçant  +a'  par  — a';  tous  les  termes 
négatifs  des  équations  précédentes  deviennent  positifs,  et  nous  pouvons 
nous  dispenser  d'écrire  les  nouvelles  équations.  Sur  l'axe  des  x  il  i}'y  a 
aucun  point  de  la  surface,  car  cet  axe  coupe  la  surface  aux  points  ima- 
ginaires zh  at;  la  substitution  de  a  h  x  n'a  donc  pas  de  but  et  ne  donne 
aucun  résultat. 

Pour  l'hyperboloïde  à  deux  nappes,  on  a  : 

X^        i 

Cet  hyperboloïde  coupe  l'axe  des  x  aux  points  x  =  zta;  y  et  z  ne 
prennent  des  valeurs  réelles  que  pour  les  valeurs  de  x  qui  ne  sont  pas 
comprises  entre  —  a  et  -|-  a.  Il  faut  par  suite  limiter  l'intégration  à  l'une 
des  deux  nappes.  Nous  l'effectuerons  pour  le  côté  des  x  positifs,  en  dé- 
terminant la  constantes  d'intégration  de  chaque  intégrale,  de  telle  façon 
que  cette  intégrale  soit  égale  à  0  pour  x  =  +  a. 

Nous  obtiendrons  alors  pour  cet  hyperboloïde  : 

M«  =  6cir  \  uxdx  =  -  a^bc-K  (  —  —  1  j  , 

=  *c«^«x'd^=fl»*c«(l-i^.  +  gj). 

1  r  1  /Sx      2x'       x^  \ 


9R, 


SA 


yy 


a» 


u 
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Si,  dans  ces  équations,  on  prend  comme  limite  supérieure  de  Tinté- 
gration,  une  valeur  àex>a,  on  obtient  le  volume  et  les  moments  de  la 
partie  du  corps,  comprise  entre  le  sommet  -fa  et  la  section  terminale, 
dont  Tabscisse  est  égale  à  x. 

Pour  le  paraboloïde  elliptique,  on  a  : 

**""  P 

Ç  X* 

3  =  écTT  V  udx=:^bq)T.  .  —, 

f  1  X* 

2R..  =  -  6c»7c  [  u*dx  =  5  ic»pit  .  -,. 

4  J  «>  1} 


En  divisant  les  moments  par  3,  on  obtient  Ja  position  du  centre  de 
gravité  et  les  dimensions  de  TellipsQïde  central,  pour  la  portion  du  para- 
boloïde comprise  entre  le  sommet  et  la  section  terminale  d*abscisse  x. 
On  trouve  ainsi  : 

x.  =  ^x,      a\  =  [^1  -  ^?^  J x«  =  1 0?%      a,  ==  0,2357a:, 


é'of*  bx  ex 

■^  ;      *,  =  0,5773  —  ;      c,  =  0,5773  — 


Le  noyau  de  ce  paraboloïde  est  formé  d'un  cône,  dont  le  sommet  cor- 
respond à  la  section  terminale  et  est  situé  à  une  distance  du  centre  de 

114 

gravité,  égale  à—  ar*  :  -  a:  =  -  a:,  et  d*un  ellipsoïde  correspondant  au  pa- 

lo         o  6 

rabololde;  cet  ellipsoïde  est  inscrit  dans  le  cône  et  coupe  Taxe  des 
abscisses  au  centre  de  gravité  et  à  une  distance  de  ce  centre  égale  à 
1,2  1 

18      '3  42 
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CHAPITRE  I 

FORCES  IPROPORTIONNËLLES  A  DES  LIGNES  OU  A  DES  SURFACES 


124.   FORCES  PROPORTIONNELLES  A  DES  LONGUEURS. 

On  obtient  des  forces  proportionnelles  à  des  longueurs,  en  exprimant 
les  efforts  que  subissent  les  éléments  d*un  corps,  sollicité  par  des  forces 
quelconques. 

Alors  même  que  ces  efforts  varient  pour  des  points  du  corps,  situés  à 
des  distances  finies  les  uns  des  autres,  on  peut  les  supposer  constants 
pour  un  élément  infiniment  petit  de  l'espace,  et,  dès  lors,  dans  ces  li- 
mites les  théories  que  nous  allons  exposer  seront  tout  à  fait  générales. 

Nous  admettrons  tout  d'abord  que  les  efforts  produits  sur  le  corps  ne 
changent  pas,  lorsqu'on  suit  une  certaine  direction.  Dès  lors,  si  Ton 
coupe  le  corps  par  des  plans  parallèles,  normaux  à  cette  direction,  il 
faudra  que  les  forces  extérieures  agissant  sur  ces  plans  soient  les  mômes 
pour  chacune  de  ces  sections.  Dans  la  plupart  des  cas  qui  se  présentent 
dans  la  pratique,  ces  forces  sont  nulles;  c'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple, 
lorsque  la  flexion  d'une  poutre  se  produit  dans  un  plan. 

En  faisant  cette  hypothèse,  nous  pouvons,  pour  le  moment,  nous 
borner  à  étudier  un  élément  limité  par  deux.plans  parallèles,  distants  de 
l'unité  de  longueur. 

Si  Ton  coupe  un  pareil  corps  par  des  plans  comprenant  la  direction 
dont  nous  avons  parlé  et  normaux  par  suite  aux  deux  plans  parallèles, 
toutes  les  forces  extérieures  à  ces  sections  agiront  dans  un  troisième 
plan  parallèle,  situé  à  égale  distance  de  ces  deux  plans,  et  ces  forces 
seront  proportionnelles  aux  longueurs  des  sections. 

Gela  poséy  toutes  les  compositions  de  forces  pourront  s'effectuer  dans 
ce  plan  intermédiaire,  et  c'est  ce  plan  que  nous  considérerons  en  étu- 
diant les  forces  proportionnelles  à  des  longueurs  dans  un  plan. 
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Lorsque  des  forces  sont  proportionnelles  aux  longueurs  des  lignes  sur 
lesquelles  elles  agissent,  elles  passent  toujours  par  les  milieux  de  ces 
lignes.  Par  suite,  la  direction  d'une  force  S,  agissant  sur  un  élément  s 
dWe  direction  quelconque,  est  déterminée  quand  Ton  connaît  les  di- 
rections de  deux  forces  A  et  B  qui  agissent  sur 
Pig.  187.  (Jeux  autres  éléments  a  et  b.  Construisons  en 

^f  effet  (fig.  187)  un  triangle  élémentaire,  dont  les 
r\  ^^^UJA  *^**  côtés  soient  parallèles  aux  directions  des 
io^^*^\  //  éléments  considérés,  et  menons,  par  les  milieux 

j^'''"'iyC  des  deux  côtés  a  et  i,  des  parallèles  aux  direc- 

/  ^J/a^^^s.      ^^'^^  ^®s  forces  A  et  B  ;  la  troisième  force  S  devra 

^  a  passer  par  Tintersection  de  A  et  de  B  et  par  le 

milieu  de  S  ;  sa  direction  est  par  suite  entière- 
ment déterminée.  —  Cette  construction  donne  aussi  le  rapport  des  trois 
forces  A,  B  et  S  ;  elles  sont  entre  elles  comme  les  côtés  du  triangle  in- 
diqué en  traits  de  force  sur  la  figure  ;  la  grandeur  d*une  seule  des  trois 
forces  est  donc  arbitraire,  et  le  choix  de  cette  grandeur  déte^rmine  celle 
des  deux  autres* 

Quelque  simple  que  soit  la  construction  indiquée  {fig,  187),  il  est  sou- 
vent plus  commode,  dans  la  pratique,  d'exprimer  la  relation  qui  lie  A 
et  B  de  la  manière  suivante.  Décomposons  les  forces  A  et  B,  en  leurs 
points  d'intersection  avec  les  côtés  a  et  b,  suivant  les  deux  directions  a 
et  b\  les  deux  composantes  Ap  et  Bp,  qui  agissent  sur  les  côtés  a  et  6,  pas- 
seront par  le  milieu  de  s.  Par  suite,  puisque  la  r^iritante  des  quatre 
forces  Ap  A^jBpBff  doit  passer  par  ce  point,  il  faut  aussi  que  celle  des  deux 
forces  A9B9  qui  agissent  suivant  les  côtés  a  et  6,  y  passe  elle-même.  Mais, 
pour  que  cette  condition  soit  remplie,  il  faut  que  ces  forces  soient  entre 
elles  comme  les  côtés  du  petit  parallélogramme  dessiné  sur  la  figure, 
côtés  qui  sont  proportionnels  aux  longueurs  a  et  b.  Il  faut,  par  suite,  que 
Ton  ait: 

Aff B„ 

a         b  ' 

Ce  rapport,  que  nous  désignerons  par  0,  représente  la  grandeur  des 
forces  qui  agissent  par  unité  de  surface  suivant  les  côtés  aei  b.  La  re- 
lation qui  lie  deux  forces  A  et  B,  agissant  sur  des  sections  a  et  b,  peut 
donc  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Si  ton  décompose  les  forces  qui  agissent  sur  deux  surfaces  égales  {sur 
Cunité  de  surface)  de  deux  sections  a  et  b,  suivani^les  directions  de  a  et  de  b, 
les  composantes  agissant  suivant  les  sections  Si-et  hj^oniégales^entre  ellesi 

Cette  condition  est  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deox>  forées  A 
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Fig.  iW. 


et  B  puissent  être  considérées  comme  les  ef- 
forts que  subit  unpoint  malériel  suivant  deux 
directions  a  et  b. 

n  va  de  soi  que  si,  partant  des  deux  forces 
A  et  B  qui  agissent  sur  les  directions  a  et  4 
(fig.  188),  on  détermine  les  forces  G  et  D  qui 
sollicitent  les  directions  c  et  (/,  et  qu*on  dé- 
duise de  ces  deux  dernières  la  force  S  qui  agit 
sur  une  cinquième  direction  s,  on  trouvera 
le  même  résultat  qu'en  déterminant  S  au 
moyen  des  deux  premières  forces  A  et  B.  Si, 
en  effet,  il  n'en  était  pas  ainsi,  les  résultats  de  nos  constructions  n'expri- 
meraient "pas  un  état  d'équilibre . 


Ce  théorème  nous  permet  de  choisir  les  directions  a  et  6  de  manière  à  simplifier 
les  constructfoDs.  Noi»  en  donnons  ici,  à  cause  de  «on  importance,  une  autre  dé- 
monstration, quoique  évidemment  cette  démonstration  ne  puisse  être  qu*une  Juita- 
position  d*identités. 

Si  nous  exprimons  Péquilibre  des  forces  A,  B  +  Bi  +B,,  S  de  la  manière  indi- 
quée n*  43  (p.  159)  par  Téquation 

A  +  B4-B,  +  B,  +  S  =  0, 
et  si  nous  indiquons  par  Téquation 

C  =  A  +  B 

que  C  est  la  résultante  de  A  et  de  B,  nous  aurons  à  démontrer  que  la  valeur  de  S, 

Bt 
tirée  de  Téquation  précédente,  est  égale  à  —  ^  S^  ;  la  force  Si,  paraUèle  à  S,  étant 

Bi 

obtenue  au  moyen  de  Téquation  : 

C  +  D  +  D|  +  Si  =  0. 

Car  lee  longueurs  des  lignes,  sur  lesquelles  agissent  S  et  Sf,  sont  entre  elles  comme 
celles  que  sollicitent  B|  et  B,,  lorsque  les  directions  s  sont  parallèles.  Retranchant 
de  la  première  équation  qui  détermine  S,  Téquation 

A  +  B  +  B|  +  D  =  0, 

« 

qui  exprime  que  D  s^obtient  au  moyen  de  A,  E  et  Bi,  il  viendra  : 

S  =  D  — B,. 

Retranchant,  de  même,  Téquation 

C  +  Bi  +  D  =  0 
de  Téquation  qui  donne  S, ,  il  viendra  : 

S,  =  Bt-D,. 


Or 


d,  =  |d. 
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par  suite  : 


S.  =  |(B.-D)=-|S. 


A  étant  la  force  qui  agit  sur  la  section  a  (fig.  189),  la  force  B  qui  agit  sur 
une  section  parallèle  à  A  est  parallèle  à  a.  Deux  directions  qui  se  correspon- 
dent de  cette  manière,  et  dont  chacune  est  la  direction  de  la  force  qui  agit  sur 
une  section  parallèle  à  r autre,  sont  appelées  directions  conjuguées. 

Si  Ton  décompose,  en  effet,  la  force  A  suivant  les  directions  a  et  A,  il 
faudra  que  la  composante  suivant  a  soit  égale  à  zéro,  puisque  b  est  pa- 
rallèle à  A,  et,  dès  lors,  la  composante  de  B,  suivant  la  direction  b,  sera 
nulle  aussi  (p.  478),  c'est-à-dire  que  B  sera  parallèle  à  a.  Nous  verrons 
plus  tard  que  toutes  les  directions  ainsi  conjuguées  forment  un  faisceau 
en  involution,  ce  qui  justifie  l'expression  de  directions  conjuguées. 

125.   GRANDEURS  ET  DIRECTIONS  DES  FORGES  QUI  AGISSENT 
SUR  LES  DIVERSES  SECTIONS  FAITES  PAR  UN  POINT. 


Nous  avons  démontré  dans  le  paragraphe  précédent,  que  Ton  peut  se 
servir  de  deux  sections  quelconques,  pour  déterminer  la  force  qui  agit 

Fig.  189. 
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sur  une  troisième  ;  nous  supposerons  par  suite  données,  les  forces  qui 
sollicitent  deux  directions  conjuguées,  hypothèse  qui  nous  permettra  de 
déterminer  le  plus  simplement  possible  les  relations  qui  existent  entre 
les  diverses  sections  et  les  efforts  qu'elles  subissent. 

Soient  (fig.  189  et  190y  deux  directions  conjuguées  a  et  i,  et  soient  p, 
et  pj  les  forces  qui  les  sollicitent  par  unité  de  longueur  (ou  par  unité  de 
surface).  Portous  ces  deux  forces  sur  une  droite  ACB,  de  manière  que  AB 
soit  égal  à  (),  -|-  p,,  c'esl-à-dire  égal  àla  somme  des  deux  forces  {fig.  189), 
lorsque  leur  effet  est  de  même  sens  (c'est-à-dire  produit  une  tension  ou 
une  compression)  pour  les  sections  élémentaires,  sur  lesquelles  elles 
agissent,  et,  de  manière  que  Afi  soit  égal  h  p,  — p,,  c'est-à-dire  à  leur 
différence,  lorsque,  comme  dans  la  fig.  190,  ces  effets  sont  de  sens  con- 
"s-  '"■  traire.   Déterminons  ensuite, 

sur  a  et  6,  deux  points  A  et  B, 
tels  que  leur  distance  soit  égale 
à  p,  ±  p, ,  et  que  la  direction 
AB  soit  parallèle  à  celle  d'une 
troisième  section,  sollicitée  par 
une  force  inconnue  que  nous 
allons  chercher.  Cela  fait,  per- 
mutons les  segments OAetOB, 
de  manière  que  OA'  =  OB  =  ô 
et  que  OB'=OA=s(i;  dans 
cette  nouvelle  position  A'B'de 
la  droite  AB,  le  point  G',  qui 
'■: —  sépare  les  deux  segments  p,  et 
*  p, ,  est  tel  que  la  droite  OC  re- 
présente en  grandeur  et  en  di- 
rection la  force  p,  qui  agit  sur  AB  par  unité  de  longueur. 

Soient,  en  effet,  x  et  t  les  composantes  OD  et  DC  de  OC  suivant  les 
a  et  b,  on  aura  : 

OD  _  X  _  p^  _  B'C 
OA'~î~  p,  -t-p,  ~BA" 
DC        i  p,  AC 


Or  ép,  et  ap,  sont  les  forces  totales  B  et  A,  qui  agissent  sur  b  et  sur  a, 
parallèlement  à  a  et  à  6;  on  aura  par  suite  : 
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Soit  R  la  résultante  des  forces  A  et  B,  résultante  qui  agit  sur  une  Ion- 
gueur  AB  =  p,  +  p,,  il  viendra,  en  composant  les  deux  forces  x  et  i  : 

OC'=-^=.p,. 

Pi  +  Pî 

OC  est  donc  la  force,  par  unité  de  longueur,  qui  sollicite  la  direction  AB. 

On  obtient  le  même  résultat  dans  le  cas  où  les  deux  forces  données  p, 
et  p,  produisent  sur  les  sections  a  et  6  des  effets  de  sens  différents;  il 
suffit  (voir  fig.  190)  de  remplacer  -|-  Pt  P^r  —  p,,  et  de  répéter  les  mêmes 
opérations. 

Ces  constructions  sont  identiques  avec  la  construction  bien  connue  de 
rellipse,'au  moyen  d'une  droite  de  longueur  constante^  dont  les  extré- 
mités glissent  sur  deux  axes.  Par  suite  :  Si  Von  porte  à  partir  d'un  même 
point  les  forces  par  unité  de  longueur^  qui  agissent  sur  les  différentes  direc- 
tions  passant  par  ce  points  le  lieu  des  extrémités  de  ces  forces  est  une  ellipse. 
Cette  ellipse  s'appelle  ellipse  des  forces. 

Les  parallèles,  menées  par  G'  à  a  et  b,  déterminent  sur  une  parallèle 
menée  par  0  à  A'B',  des  points  A"'  et  B'',  tels  que  A"OB"  soit  cpngruent 
avec  ABC.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  A'^CB"  a  dès  lors  un  rayon 
constant  pour  les  diverses  positions  de  G',  car  la  corde  A^B*"  et  Tangle 
A"G'B''  qu'elle  sous-tend  restent  constants.  On  voit  que  le  point  C,  tout 
en  décrivant  l'ellipse,  se  meut  sur  un  cercle  invariablement  fixé  à  la 
droite  A^OB".  Il  en  résulte  que  les  longueurs  OM,  ON,  mesurées  sur  le 
diamètre  MON  qui  passe  par  le  point  0,  sont  les  longueurs  des  demi- 
axes  de  l'ellipse;  la  direction  de  ces  axes  est  celle  des  miroites  G'M  et 
G'N,  car  si  l'on  donne  l'une  de  ces  directions  au  diamètre  OM,  le  point 
G'  vient  se  confondre  avec  le  point  le  plus  éloigné  de  0,  soit  M,  ou  avec 
le  plus  rapproché  N. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  la  construction  de  l'ellipse  des 
forces  peut  se  faire  au  moyen  de  la  méthode  ordinaire  :  du  centre  O,  avec 
les  demi-axes  OM,  ON  pris  comme  rayons,  on  décrira  des  circonférences; 
des  rayons  quelconques,  parallèles  aux  directions  A"B",  rencontreront  les 
deux  circonférences  en  des  points  dont  les  coordonnées,  par  rapport  au 
grand  axe  et  au  petit  axe,  se  couperont  en  un  point  de  l'ellipse.  On  sait 
que,  dans  cette  construction,  deux  points  de  l'ellipse  provenant  de  deux 
rayons  rectangulaires  sont  les  extrémités  de  deux  diamètres  conjugués. 
Or,  si  l'on  fait  tourner  AB  {fig.  189  et  190)  de  90  degrés,  AB'  et  A^" 
tourneront  en  sens  inverse,  du  même  angle;  par  suite  :  à  deux  sections 
rectangulaires  correspondent  comme  foi^ces^  dans  V ellipse  des  forces,  (f^^*^ 
diamètres  conjugués. 
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126.   INVOLUTION  DES  DIRECTIONS    CONJUGUÉES  DBS  FORCES 

ET  DES  SECTIONS 

Soient  x,  = le  coefficient  angulaire  de  la  section  AB  {fig.  i89)  et 

T,  =  -  ,  celui  de  la  force  qui  sollicite  cette  section;  on  obtiendra,  en  di- 

visant  Tune  par  Tautre,  les  valeurs  trouvées  pour  x  et  i  dans  le  numéro 
précédent  : 

—  =  — TT   =^ 

xa  '"*'"*      p,' 

Par  suite  :  Les  rayons  conjugués  forment  un  faisceau  en  involution. 
Cette  involution  ne  coïncide  pas  avec  celles  des  diamètres  conjugués 
de  Tellipse,  que  nous  avons  construite  dans  le  numéro  précédent,  car  au 
diamètre  a^  ne  correspond  pas  dans  cette  ellipse  le  diamètre  dont  la  di- 
rection est  6,  mais  bien  le  diamètre  OG,  que  Ton  obtient  en  plaçant  AB 
normalement  à  a;  il  en  est  de  même  pour  le  diamètre  b.  Deux  involu- 
lions  ne  peuvent  avoir  qu*un  seul  couple  de  rayons  conjugués  communs  ; 
dans  le  cas  actuel,  ces  rayons  communs  sont  les  rayons  rectangulaires 
ouïes  axes  de  chaque  involution.  En  effet,  si  Ton  suppose  connus  a  priori 
les  axes  des  directions  conjuguées  des  forces  et  des  sections,  et  si  Ton 
répète,  en  partant  de  ces  deux  directions  rectangulaires,  les  constructions 
des  fig.  189  ou  190,  l'angle  aOb  sera  droit,  et  Oa,  Ob  seront  les  axes  de 
Fellipse.  Donc  :  Les  axes  de  t ellipse  des  forces  sont  des  rayons  conjugués  de 
V involution  des  forces  et  des  sections.  Sur  une  section  faite  dans  la  direction 
de  tun  de  ces  axes^  agit  une  force  normale  qui  est  un  maximum  ou  un  mini- 
mum par  rapport  à  celles  qui  agissent  sur  toutes  les  autres  sections.  L'effort 
tranchant  est  nul  dans  la  direction  des  axeSy  et  c'est  suivant  ces  directions 
qu'a  lieu  la  transmission  directe  des  pressions  ou  tensions. 

L'involution  t^t,  nous  permet  de  simplifier  les  constructions  du  numéro 
précédent.  Portons  (fig.  191  et  192)  sur  la  direction  a  une  longueur 
OC  =  p,,  et  à  partir  de  G,  des  longueurs  GA  =  pj  et  GB  =  p,  dans  un 
même  sens  (fig,  191)  si  p,  et  p,  ont  des  signes  différents,  et  en  sens  con- 
traire (fig.  192)  si  pj  et  p,  ont  le  même  signe.  De  cette  manière  A  et  B 
sont  les  points  qui  doivent  glisser  sur  a  et  b,  pour  que  G  décrive  Fellipse 
des  forces.  OA  et  OB  forment,  dès  lors,  un  deuxième  couple  de  Tinvolu- 

tion,  car  le  coefficient  angulaire  du  rayon  OB,  bissecteur  de  l'angle  alf 

est  T,  =  ^  =  1,  et  celui  du  rayon  OA  est  -c,  =  —  —,  d'oîi  t,t,  =  —  ^. 
?f  Pi  Pt 
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Lorsque  p^  et  p,  ont  des  signes  différents  {fig.  191),  deux  rayons  con- 
jugués quelconques  sont  toujours  compris  tous  les  deux  entre  les  rayons 
OA  et  OB,  ou  aucun  de  ces  rayons  ne  se  trouve  compris  entre  ceux-ci; 


Fig.  191. 
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l'involution  a  alors  des  rayons  doubles.  Nous  construirons  ces  derniers, 
en  décrivant  un  cercle  sur  AB  comme  diamètre  et  en  menant  une  tan- 
gente à  ce  cercle  par  le  point  G /centre  de  Tinvolution  déterminée  sur 
GA  par  les  rayons  conjugués.  Le  rabattement  de  cette  tangente  des  deux 
côtés  de  G,  sur  la  droite  GA,  au  moyen  du  cercle  ponctué,  déterminera 
les  rayons  doubles  dd.  Les  extrémités  de  chaque  demi-cercle  dont  le 
centre  se  trouve  sur  AG  et  qui  coupe  le  cercle  ponctué  sous  un  angle 
droit,  fournissent  des  rayons  conjugués.  Mais  cette  méthode  est  peu 
commode  pour  la  construction  des  rayons  conjugués.  11  est  beaucoup 
plus  simple,  lorsqu^on  connaît  les  rayons  doubles,  de  mener  par  un 
point  d'un  de  ces  rayons,  une  parallèle  à  l'autre;  deux  rayons  conjugués 
quelconques  interceptent  de  part  et  d'autre  de  ce  point,  sur  cette  pa- 
rallèle, des  segments  égaux.  Nous  avons  employé  cette  méthode  pour 
déterminer  (fig,  191)  les  rayons  conjugués  des  bissectrices  de  Fangle  des 
ftxes.  Les  axes  sont  eux-mêmes  les  bissectrices  de  l'angle  des  rayons 
doubles,  et  sont  indiqués  en  demi-traits  ponctués.  Les  bissectrices  des 
axes,  étant  perpendiculaires  entre  elles  et  formant  avec  chaque  axe  le 
même  angle  de  45  degrés,  ont,  comme  rayons  conjugués,  deux  diamètres 
conjugués  de  Tellipse  qui  sont,  eux  aussi,  également  inclinés  sur  chaque 
axe,  et  qui  passent,  par  suite,  par  les  sommets  du  rectangle  circonscrit 
à  Tellipse,  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  axes.  Ges  diamètres  sont 
d'égale  longueur,  et  les  axes  de  l'ellipse  sont  proportionnels  aux  perpen- 
diculaires abaissées  d'un  point  quelconque  de  ces  diamètres  sur  les  di- 
rections des  axes,  Ges  diamètres  sont  ponctués  sur  les  fig,  191  et  192. 
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Gela  posé,  les  longuenrs  des  axes  peuvent  se  déterminer  facilement  au 
moyen  d'un  point  quelconque  G  de  Tellipse  des  forces.  Traçons  en  effet 
les  coordonnées  du  point  G  par  rapport  aux  axes,  diminuons  Tabscisse 
dans  le  rapport  du  petit  axe  au  grand  axe,  et  augmentons  l'ordonnée 
dans  le  rapport  inverse,  nous  obtiendrons  les  longueurs  cherchées,  comme 
distances  des  points  ainsi  obtenus  au  centre  0. 

Pour  des  sections  faites  suivant  les  rayons  doubtes  d,  la  direction  de 
la  force  coïncide  avec  celle  de  la  section.  On  voit  que  de  pareilles  sec- 
tions ne  sont  sollicitées  que  par  des  efforts  tranchants.  Les  deux  rayons 
doubles  faisant  les  mêmes  angles  avec  les  axes,  les  efforts  tranchants 
seront  égaux  pour  ces  directions.  Toutes  les  directions  conjuguées  de 
forces  et  de  sections  sont  divisées  harmoniquement  par  les  rayons 
doubles.  Deux  quelconques  de  ces  directions  conjuguées,  situées  de  part 
et  d'autre  d'un  rayon  double  et  considérées  comme  sections,  sont  solli- 
citées d'une  manière  inverse  l'une  de  l'autre.  Par  suite,  les  rayons 
doubles  séparent  les  sections  comprimées  par  les  forces  extérieures,  de 
celles  qui  subissent  une  tension. 

Lorsque  P|  et  p,  ont  le  même  signe  (fig.  192),  le  point  G  est  situé  à 
l'intérieur  du  demi-cercle  décrit  sur  AB.  Ge  demi-cercle  coupe  alors,  sur 
une  perpendiculaire  GP  à  AB,  la  puissance  GP  de  l'involution.  Le  cercle 
qui  passe  par  0,  par  P  et  dont  le  centre  se  trouve  sur  ÂB,  détermine 
sur  cette  ligne,  des  points  appartenant  aux  axes,  et  la  longueur  de  ces 
axes  peut  s'obtenir  par  la  méthode  employée  [fig.  191).  Un  angle  droit 
quelconque,  dont  le  sommet  est  en  P,  détermine  sur  AB  des  points  ap- 
partenant à  deux  rayons  conjugués.  Il  n'existe,  dans  cec^s,  aucun  rayon 
double,  c'est-à-dire  aucune  direction  qui  ne  soit  sollicitée  que  par  des 
efforts  tranchants  ;  et  la  matière,  est,  par  suite,  soumise  dans  toutes  les 
directions  à  des  efforts  de  même  sens. 

Nous  avons  indiqué  sur  la  fig.  192,  comme  nous  l'avons  lait  sur  la 
fig.  191,  les  diamètres  Conjugués  égaux  de  l'ellipse  des  forces;  ces  dia- 
mètres correspondent  aux  bissectrices  de  l'angle  des  axes. 

Si  enfin  les  forces  qui  agissent  sur  deux  sections  différentes  étaient 
parallèles,  les  forces  agissant  sur  toutes  les  autres  sections  seraient  éga- 
lement parallèles  à  celles-ci.  A  une  section  faite  suivant  la  direction  de 
ces  forces,  correspondrait  une  force  égale  à  zéro,  dont  la  direction  serait 
indéterminée;  par  suite  aussi,  à  une  direction  quelconque  des  forces, 
autre  que  la  direction  ci-dessus,  correspond  une  seule  et  même  direction 
des  sériions.  Dans  ce  cas,  les  deux  rayons  doubles  coïncident;  c'est  ce 
qui  a  lieu,  par  exemple,  lorsque  les  surfaces  terminales  de  corps  pris- 
matiques sont  chargées  uniformément.  G'est  ainsi  que,  pour  un  prisme 
en  bois,  lorsque  la  direction  de  ces  forces  est  celle  des  fibres,  qui  offrent 


486  ÉLÉMEIITS  DE  LA  THÉORIE  DE  L^ÉLASTIGITÉ. 

peu  de  résistance  à  un  effort  tranchant,  on  voit  4a  pièce  se  fendre  suivant 
ces  directions,  avant  que  chaque  fibre  ne  fléchisse. 

Nous  allons  résumer  les  résultats  auxquels  nous  sommes  arrivés  : 

Lorsque  les  forces  qui  agissent  sur  les  sections  d'un  corps  sont  propor- 
tionnelles aux  longueurs  de  ces  sections  y  et  que  Fan  détermine ^  pour  chaque 
section  d'un  faisceau^  la  force  qui  lui  correspond  par  unité  de  longueur^  ces 
forces  y  portées  en  grandeur  et  en  direction  ^  à  partir  du  sommet  du  faisceau, 
formeront  avec  les  sections  un  faisceau  en  involution,  A  une  section  corres- 
pondra comme  direction  conjuguée  celle  de  la  force  qui  la  sollicite. 

Les  extrémités  de  toutes  les  forces  sont  situées  sur  une  ellipse  dont  les  axes 
coïncident  avec  ceux  de  Vinvolution. 

A  des  sections  rectangulaires  correspondent  comme  forces^  des  diamètres 
conjugués  de  VellipsCy  et  en  particulier^  aux  bissectrices  des  axes,  correspon- 
dent les  diamètres  conjugués  égaux. , 

Lorsque  Vinvobition  a  deux  rayons  doubles  qui,  par  suite,  divisent  harmo- 
niquement  tous  les  rayons  conjugués  et  forment  des  angles  égaux  avec  les 
axçs,  les  forces  qui  sollicitent  les  sections,  faites  suivant  ces  rayons^  sont  égales 
entre  elles  et  se  réduisent  à  des  efforts  tranchants.  Ces  rayons  doubles  sépa- 
rent les  sections  qui  sont  soumises  à  dès  compressions,  de  celles  qui  sont  sou- 
mises à  des  tensions.  Chacun  des  deux  angles  des  rayons  doubles  contient  un 
axe,  pour  la  direction  duquel  l'effort  est  un  maximum  ou  un  minimum;  cet 
effort  est  normal  à  la  direction  de  chaque  axe  et  ne  donne  lieu  à  aucun  effort 
tranchant. 

ïjirsque  Vinvolution  n*q,  pas  de  rayons  doubles,  il  n'existe  aucune  section 
qui  ne  soit  soumise  qu'à  des  efforts  tranchants.  Toutes  les  sections  sont  sou- 
mises à  des  efforts  de  même  sens.  L'effort  maximum  se  produit  suivant  la  di- 
rection du  grand  axe,  et  Veffm't  minimum  suivant  la  direction  du  petit  axe. 
Aucun  effort  tranchant  n'agit  suivant  la  direction  des  axes. 

Lorsque  les  rayons  doubles  se  confondent,  et  coïncident  par  suite,  avec 
l'un  des  axes,  la  force  qui  agit  sur  une  section  quelconque  est  toujours  di- 
rigée suivant  cet  axe.  L'ellipse  des^  forces  se  réduit  à  la  ^droite  des  rayons 
doubles',  et,  dans  la  direction  de  cette  droite,  la  matière  est  à  la  fois  soumise 
à  un  effort  tranchant  et  à  une  compression  ou  à  une  tension;  not^malement  à 
cette  direction,  elle  n'est  soumise  qu'à  une  compression  ou  à  une  tension,  ou 
bien,  elle  n'est  soumise  à  aucun  effort. 

127.    CONSTRUCTION   GÉNÉRALE   DE  LA   FORCE  AGISSANT  SUR   UNE    SECTION 

QUBLCONQtUE. 

Il  était  simple  et  commode,  pour  étudier  les  relations  générales  qui 
existent  entre  les  sections  et  les  forces  agissant  sur  ces  sections,  de  par- 
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tir  de  deux  directions  conjuguées  ;  mais,  dans  la  pratique,  on  ne  con- 
nait  pas,  à  priort\  deux  directions  pareilles,  mais  seulement  les  forces 
agissant  sur  deux  sections  quelconques,  et  c'est  avec  ces  données  qu'il 
faut  résoudre  le  problème.  Nous  allons  en  donner  la  solution. 
Soit,  fig,  193,  un  triangle  élémentaire  dont  les  côtés  sont  entre  eux 
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comme  les  longueurs  1  ^  et  f,  et  supposons  données,  les  forces  agissant 
par  unité  de  surface,  sur  les  côtés  1  et  p.  Décomposons  chacune  de  ces 
forces  en  deux  composantes  suivant  les  directions  i  et  p.  Soient  pj  et  a^ 
les  composantes  qui  agissent,  sur  et  suivant  le  côté  i  ;  la  composante 
agissant  suivant  p,  sera  aussi  égale  à  ff^  par  unité  de  surface,  et,  par 
suite,  égale  à  Po^  pour  la  surface  entière;  enfin  la  force  qui  agit  sur  p, 
sera  pp, ,  p,  étant  celle  qui  agit  par  unité  de  surface.  Quant  à  la  force 
cherchée,  qui  agit  sur  le  3*  côté  y,  décomposons-la  d'abord  en  deux  com- 
posantes Yp'  et  Y^'t  faisant  entre  elles  le  même  angle  que  p,  et  9^  ;  puis  en 
deux  composantes  yp  et  y^  normales  entre  elles.  Ces  deux  décomposi- 
tions sont  indiquées  fig.  193,  mais  il  faut  remarquer  qu'elles  ne  peuvent 
pas  avoir  lieu  simultanément.  Le  but  de  la  construction  est  de  détermi- 
ner les  forces  a  et  p  qui  agissent,  par  unité  de  surface,  sur  et  suivant 
chaque  direction  de  y*  . 

Lorsqu'on  change  la  direction  et  la  grandeur  de  y,  le  côté  i  reste  fixe, 
tandis  que  la  grandeur  de  p  varie^  sa  direction  étant  constante.  On  voit 
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que  les  forces  p,  et  a^  sont  constantes,  pendant  que  les  autres  forces 
varient.  Puisque,  d'après  le  n*  i24  (p.  477),  les  six  forces  que  nous  avons 
à  considérer  passent  par  le  milieu  de  f ,  c'est-à-dire  par  un  point  connu, 
il  nous  suffira  de  porter  les  quatre  forces  données,  Tune  à  la  suite  de 
l'autre,  suivant  un  polygone  des  forces,  et  de  mener",  par  les  extrémités 
de  la  ligne  polygonale  ainsi  obtenue,  des  parallèles  aux  directions  des 
forces  qui  agissent  sur  y,  pour  obtenir  la  grandeur  de  ces  dernières.  Au 
milieu  de  la  ligne  polygonale,  se  trouvent  les  deux  forces  constantes  a, 
et  p,  {fig.  194  et  195).  Avant  a,  nous  avons  porté  p»,,  et  après  p,,  Pp,. 

Fig.  195. 


Pour  obtenir  pa,  en  grandeur  et  en  direction,  nous  prolongeons  a,  vers  le 
bas,  d'une  quantité  égale  à  elle-même  jusqu'en  S,  et  nous  construisons, 
avec  ce  nouveau  a,  (pointillé)  comme  côté,  un  triangle  semblable  à  celui 
de  la  fig.  193.  Dans  ce  triangle,  le  côté  parallèle  à  p  aura  évidemment  une 
longueur  p^, .  Nous  construirons  de  la  même  manière  la  longueur  Pp, ,  à 
l'extrémité  de  p,.  Portons  d'abord,  à  cette  extrémité,  la  grandeur  de  p, 
sur  une  direction  formant  avec  <r, ,  et  par  suite  avec  pp,,  le  même  angle 
que  p, ,  puis  construisons  avec  ce  p,  comme  côté,  un  second  triangle 
semblable  à  celui  de  la  fig,  193;  le  côté  de  ce  triangle,  parallèle  à  <t^, 
nous  donnera  la  longueur  cherchée  pp,.  Prolongeons  enfin,  dans  les 
triangles  que  nous  venons  de  construire,  les  troisièmes  côtés,  qui  corres- 
pondent à  Y  jusqu'à  leur  intersection  Q;  ces  côtés  fermeront  le  polygone 
des  forces  pa, ,  a, ,  p,  et  p, ,  et  seront,  par  suite,  égaux  à  ya  et  fp',  car  t^ 
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passe  par  rorigine  du  polygone  et  est  parallèle  à  fy  et  yp  forme  avec  '^9\ 
comme  tous  les  côtés  correspondants  des  deux  triangles,  le  même  angle 
que  p,  avec  <t^.  En  menant  enfin  par  le  point  Q  des  parallèles  à  a,  et  p, , 
jusqu*aux  forces  ^a^  et  pp,,  on  obtiendra,  par  suite  de  la  similitude  des 
triangles  I^y  ainsi  formés,  les  grandeurs  de  <r'  et  de  p'. 

Si  Ton  fait  varier  la  direction  de  y,  les  droites  y»'  et  yp'  formeront  tou- 
jours entre  elles  Tangle  constant  de  <r,  avec  p, ,  el,  comme  ces  deux 
droites  passent  par  les  extrémités  fixes  de  o^  et  de  pj ,  leur  intersection  Q 
décrira  le  cercle  pointillé  dan^  chacune  des  fig,  194  et  195.  Ce  cercle 
passe  aussi  par  l'intersection  de  9^  et  de  p, ,  ces  dernières  droites  corres- 
pondant à  une  direction  ^  =  0.  Son  centre  est  situé  sur  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  d'intersection  0  des  deux  lignes  f^^  et  pp,  sur  ff^ , 
puisque  la  corde  a,  entière,  est  égale  à  2»,  -|-2  fois  la  projection  de  p,  sur 
9j ,  et  que  la  distance  du  point  S  à  cette  perpendiculaire  est  égale  à  <r ,  -|- 1  fois 
cette  projection.  La  perpendiculaire  divisant  la  corde  en  deux  parties 
égales  est  un  diamètre.  Nous  pouvons  donc  dire  que  p'  et  <t'  sont  les 
coordonnées  du  cercle  par  rapport  aux  axes  ^^  et  pp,,  coordonnées  me- 
surées parallèlement  à  <t,  et  p,. 

L'angle  constant,  que  forment  les  coordonnées  p  et  <r',  est  égal  à  celui 
de  Pi  et  de  9^ ,  et  par  suite  aussi  égal  à  celui  des  forcés  pV  elles-mêmes. 
La  droite  A'B',  qui  les  sous- tend,  représente  donc  la  grandeur  de  la  force 
qui  agit  sur  la  section  y-  En  prolongeant  9  jusqu  en  A,  sur  le  diamètre 
qui  passe  par  0  et  en  absdssant  du  point  Q  une  perpendiculaire  QB  sur 
pp,,  nous  aurons  AB  =  A'B',  car  A'A  =  B'B,  puisque  p,  et  p,  forment  le 
même  angle  avec  a^.  Les  coordonnées  rectangulaires  p9  d'un  point  Q  du 
cercle^  par  rapport  aux  axes  OA,  OB,  sont  donc  les  forces  qui  agissent  par 
unité  de  surface,  Vune  normalement^  t autre  tangentiellement,  sur  la  direc- 
tion SO»  ^'  fe  distance  flu  point  Q  à  t origine  des  coordonnées  0  est  égale  à  la 
résultante  agissant  sur  y  pdr  unité  de  surface.  On  a,  en  effet  :  OQ  =  AB. 
Pour  obtenir  cette  force  AB  dans  sa  position  réelle,  il  faudrait  faire 
tourner  l'angle  AQB  de  manière  que  le  côté  AQ  coïncidât  avec  y-  On 
trouvera  plus  simplement  cette  direction,  en  se  rappelant  que  les  sec- 
tion et  les  forces  correspondantes,  forment  une  involution  pour  les 
rayons  doubles  de  laquelle,  p  est  égal  à  zéro.  Les  rayons  doubles  sont, 
par  suite,  dans  la  fig,  194,  les  rayons  4  qui  joignent  S  aux  intersections 
du  cercle  avec  OB.  Le  centre  de  l'involution  est  le  pôle  C  de  la  ligne  OB  ; 
deux  rayons  joignant  S  aux  intersections  du  cercle  avec  une  sécante 
partant  de  C,  sont  conjugués,  et,  en  particulier  les  rayons  1 1,  qui  passent 
par  les  intersections  du  cercle  avec  le  diamètre  OC,  sont  les  axes  de  cette 
involution,  en  même  temps  que  ceux  de  l'ellipse  des  forces.  Cette  der- 
nière se  construira  en  portant  sur  chaque  rayon,  à  partir  de  son  origine 
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S,  la  distance  au  point  0  du  point,  où  son  conjugué  coupe  le  cercle.  Nous 
avons  dessiné  {fig.  194),  un  quart  de  cette  ellipse,  et,  à  Textrémité  de 
chaque  force,  nous  avons  indiqué  la  direction  qui  lui  est  conjuguée 
(elle  porte  le  même  indice]  el  nous  avons  représenté  par  des  hachures  la 
section  sur  laquelle  agit  chaque  force.  Ge  quart  d'ellipse  donne  une 
idée  complète  de  la  manière  dont  le  corps  résistant  est  sollicité. 

Les  sections  et  les  forces  tournent  en  sens  inverse,  puisque  nous  avons 
des  rayons  doubles  dans  le  cas  de  la  fig,  194  ;  et  Ton  voit  que  les  sec- 
tions 1  j^  s  2  3  4  sont  soumises  à  des  efforts  de  sens  contraire  à  ceux 
qui  agissent  sur  les  sections  4328^1  ;  une  section  faite  suivant  le  rayon 
doubla  4  n'est  soumise  qu'à  un  effort  tranchant. 

Lorsque  le  cercle  ne  coupe  pas  la  ligne  pp,  fig.  195,  l'origine  des  coor- 
données est  située  en  dehors  du  cercle,  et  le  centre  de  l'involution,  pôle 
de  la  droite  OA,  est  située  à  Tintérieur  du  cercle.  Llnvolution  des  forces 
et  des  sections  n*a  pas  de  rayons  doubles,  les  directions  conjuguées  sont 
alternées,  les  sections  et  les  forces  tournent. dans  le  même  sens,  et  le 
corps  résistant  est  soumis  dans  toutes  les  directions  à  des  efforts  de 
même  sens.  Les  axes  étant  conjugués  dans  l'involution,  alternent  avec 
toutes  les  autres  directions  conjuguées;  par  suite,  les  forces  et  sections 
conjuguées  sont,  dans  la  fig,  195,  situées  dans  deux  quadrants  différents 
et  non  dans  le  même,  comme  pour  la  fig.  194. 

Les  rayons  qui  joignent  S  {fig.  195)  aux  points  où  la  polaire  de  0  ren- 
contre le  cercle^  sont  les  diamètres  conjugués  égaux  de  l'ellipse  des  forces 
(voirn*  126,  p.  483);  ils  ont,  avec  les  rayons  doubles,  cette  propriété  com- 
mune, que  le  carré  de  la  tangente  de  l'angle  qu'ils  forment  avec  les  axes, 
est  égal  au  produit  des  tangentes  que  forment  avec  ces  axes  deux  rayons 
conjugués  quelconques.  Ces  rayons  suflSsent  pour  déterminer  l'involution, 
puisque  leurs  bissectrices  forment  un  second  counle  de  rayons  conju- 
gués ;  nous  les  avons  indiqués  en  pointillé  sur  la  figure.  On  pourrait  les 
appeler  rayons  doubles  imaginaires  de  l'involution  des  forces  et  des 
sections. 

Lorsqu'on  transporte  le  centr.e  S  de  l'ellipse  des  forces,  en  un  autre 
point  quelconque  du  cercle,  cette  ellipse  ne  change  pas,  puisque  les  an- 
gles que  forment  entre  eux  les  rayons  aboutissant  à  des  points  fixes  du 
cercle  restent  constants  ;  il  en  est  de  même  de  la  distance  du  point  0  à 
ces  points,  c'est-à-dire  de  la  longueur  des  rayons  de  l'ellipse.  Il  en  ré- 
sulte que  l'ellipse  tourne  autour  du  point  S,  sans  changer  de  dimensions 
lorsque  S  parcourt  le  cercle;  elle  est,  par  suite,  complètement  déter- 
minée par  les  deux  points  0  et  G,  qui  sont  situés  sur  un  diamètre  du  cer- 
cle, et  conjugués  par  rapport  au  cercle. 

Si  l'on  fait  abstraction  de  la  grandeur  al>solue  des  forces,  et  si  l'on  n'a 
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en  vue  que  leur  grandeur  relative  pour  les  diverses  sections,  il  suffira, 
pour  représenter  entièrement  la  manière  dont  le  corps  résistant  est  solli- 
cité,  de  connaître  en  un  point  la  position  des  rayons  doubles  réels, 
fig.  194,  ou  celle  des  rayons  doubles  imaginaires,  fig,  195.  Si,  en  effet, 
on  trace  un  cercle  quelconque  par  leur  intersection,  le  pôle  de  la  corde, 
déterminée  sur  le  cercle  par  les  deux  rayons  doubles  sera,  soit  le  point 
0,  soit  le  point  G,  suivant  que  les  rayons  doubles  seront  réels  ou  imagi- 
naires, et,  dès  lors,  Tellipse  sera  déterminée.  Il  ne  reste  plus  qu*à  indi- 
quer la  manière  dont  le  corps  résistant  est  sollicité,  ce  qui  peut  se  faire 
simplement  au  moyen  des  signes  -{-et  — ,  ou  bien  des  indices  c  et  ^ 
pour  représenter  la  compression  et  la  tension. 

Si  Ton  veut  indiquer  la  grandeur  absolue  des  efforts  que  subit  le 
corps,  on  peut  ne  donner  à  chaque  rayon  double  que  la  longueur  de  la 
force  qui  le  sollicite.  Prenons,  sur  chaque  rayon,  un  point  tel  que  sa 
distance  soit  égale  au  double  de  la  force  qui  agit  suivant  ce  rayon  ;  le 
cercle  passant  par  ces  deux  points  et  par  Torigine  des  rayons  doubles 
sera  celui  des  fig.  194  et  195. 

Les  axes  de  Tellipse  des  forces,  lorsqu*ils  sont  donnés  en  grandeur  et 
en  direction,  déterminent  aussi  les  divers  efforts  que  subit  un  corps  ré- 
sistant  autour  d*un  de  ses  points.  En  effet,  si  Ton  porte  a  et  6  à  partir  du 
point  0  dans  des  directions  opposées,  lorsque  les  rayons  doubles  sont 
réels,  et  dans  la  même  direction,  lorsqu'ils  sont  imaginaires,  leurs  extjré- 
mités  seront  celles  d'un  diamètre  des  cercles  des  fig^  194  et  195,  et  la 
construction  peut,  dès  lors,  s'achever  entièrement. 

L'angle  que  forment  les  rayons  doubles  avec  les  axes  peut  s'exprimer, 
très  simplement  au  moyen  de  ces  axes.  Soient  a  et  ^  les  longueurs  des 
axes,  et  par  suite  celles  des  segments  du  diamètre  qui  passe  par  0  dans 
la  fig,  194,  la  demi-corde  perpendiculaire  à  ce  diamètre  aura  une  lon- 
gueur )f^  et  la  tangente  de  l'angle  que  forme  un  rayon  double  avec  a 
sera  : 


tg 


^=\/!- 


On  obtient  la  môme  expression  pour  les  rayons  doubles  imaginaires 
de  la  fig,  195.  Les  segments,  mesurés  depuis  0  jusqu'aux  intersections 
du  diamètre  avec  le  cercle,  ont  des  longueurs  égales  à  a  et  p.  Les  seg- 
ments que  détermine  G  sur  le  diamètre  sont  : 


a+p  «+p    ' 

car,  G  et  0  étant  conjugués,  ces  segments  doivent  être  entre  eux  comme 
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a  et  p,  et  leur  somme  égale  à  a  —  p  ;  conditions  que  remplissent  les  va- 
leurs précédentes.  La  tangente  de  Tangle  que  forme  avec  Taxe  a  Tun  des 
rayons  doubles  imaginaires  (pointillé  dans  la  figure)  est  donc  : 

.-*^_(«-?)v^.«('-P)_.  /P 

valeur  identique  à  la  précédente. 

Les  deux  cas,  correspondant  à  des  tangentes  réelles  ou  à  des  tan- 
gentes imaginaires,  donnent  lieu,  par  suite,  à  une  seule  formule  : 


•«I-nZ-ê. 


en  donnant  à  a  et  ^  des  signes  contraires  lorsque  les  efforts  qu'ils  pro- 
duisent sont  de  sens  différent,  et  le  même  signe  dans  le  cas  contraire. 
Dans  le  premier  cas,  la  tangente,  est  réelle,  elle  est  imaginaire  dans  le 
second.  Si  on  construit  cette  expression,  on  retrouve  la  construction  de 
la  fig,  194. 

Il  résulte  des  développements  précédents,  qu'en  faisant  abstraction  de 
la  grandeur  des  forces,  le  corps  résistant  peut  être,  en  un  point,  sollicité 
d'un  nombre  de  manière  qui  est  un  infini  de  1"  ordre.  Mais,  pour  cha- 
cune de  ces  manières  dont  le  corps  est  sollicité,  il  existe  une  infinité 
d'efforts,  se  distinguant  par  leur  grandeur  et  donnant  lieu  à  des  ellipses 
semblables.  Un  point  peut  donc,  en  réalité,  être  sollicité  d'un  nombre  de 
manières  égal  à  un  infini  du  second  ordre.  On  pourrait  même  dire  que 
ce  nombre  est  un  infini  du  troisième  ordre,  si  IW  distinguait  les  rota- 
tions de  l'ellipse  des  forces ,  c'est-à-dire  la  position  dés  sections  qui 
subissent  les  efforts  maxima  ou  minima. 

Lorsqu'on  connaît  pour  un  point  les  deux  axes ,  c'est-à-dire  les  direc- 
tions de  la  plus  grande  tension  et  de  la  plus  grande  compression,  et  si, 
pour  un  point  infiniment  voisin  pris  sur  la  direction  de  la  tension,  on 
détermine  de  nouveau  la  direction  de  la  plus  forte  tension  qu'il  subit,  et 
ainsi  de  suite,  on  obtiendra  une  trajectoire  des  tensions,  suivant  laquelle 
le  corps  résistant  n'est  sollicité  que  par  tension,  sans  avoir  à  subir  aucun 
effort  tranchant.  En  agissant  de  même  pour  la  direction  de  la  compres- 
sion, on  obtiendra  une  trajectoire  des  pressions  qui,  à  son  point  de  dé- 
part, coupe  la  première  sous  un  angle  droit.  On  pourra  en  déterminer 
deux  autres  pour  un  point  situé  à  distance  finie  du  premier,  et  ainsi  de 
suite.' On  peut  donc  tracer  sur  tout  le  corps  deux  systèmes  de  trajec- 
toires^ se  coupant  toutes  sous  un  angle  droit,  et  donnant  les  directions 
suivant  lesquelles  se  transmettent  les  tensions  et  les  pressions;  nous 
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nommerons  par  suite  ces  trajectoires  courbes  des  tensions  et  courbes  des 
pressions.  Si  Ton  suppose  condensée  en  ces  courbes  toute  la  matière  qui 
est  située  entre  elles,  le  nouveau  corps  n*aura  à  résister  qu'à  des  efforts 
de  tension  ou  de  compression,  et  résistera  aux  mêmes  actions  que  le 
corps  primitif.  Les  constructions  de  la  nature  présentent  partout  ces 
courbes  des  tensions  et  des  pressions  ;  nous  les  trouvons  dans  les  fibres 
du  bois,  dans  les  mailles  du  tissu  spongieux  des  os.  Elles  y  sont  si  bien 
en  évidence,  qu'on  ne  peut  avoir  aucune  espèce  de  doute  au  sujet  de  la 
transmission  effective  des  efforts  suivant  les  directions  qu'elles  présen- 
tent. Nous  construirons,  plus  tard,  ces  courbes  pour  diverses  poutres. 


128.   FORMULES  DES  EFFORTS  QUE  SUBISSENT  LES  SECTIONS. 


Prenons  comme  axes  de  coordonnées,  fig,  193,  les  directions  des  sections  pour 
lesquelles  sont  données  les  trois  forces  p^,  p^  ^t  ^i.  Soient  a  et  6  les  longueurs  des 
sections  suivant  Taxe  des  x  et  Paxe  des  y,  et  Pj  et  e^,  p]  et^i^  les  composantes  des 
forces  qui  agissent^  par  unité  de  surface,  sur  les  directions  a  et  6.  La  distance  des 
extrémités  de  a  et  6  est  donnée  par  la  formule  : 

iù  étant  le  cosinus  de  l'angle  des  axes;  nous  désignerons  de  même  son  sinus  par  u 
Les  composantes  X  et  Y  des  forces  qui  agissent  sur  e  sont  : 

X  =  tWi  +  6pt, 
Y  =  ap,-h6<Ji. 

Soient  x  et  i  les  composantes  de  la  force  p  qui  agit  sur  Tunité  de  surd&ce  de  e,  on 
aura:  X  =  «c  et  Y  =  ei.  Substituons  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes,  et 

tirons-en  les  valeurs  de  -  et  -,  il  viendra  : 

e       e 

a«=      0*1  — Pipj, 

««-=         «jX— pj, 

e 

«»-=— p^  +  ff|i. 
e 

ÉUminant  —  entre  ces  équations,  et  remplaçant et  -  par  les  coefficients  an- 

e  .  a       X 

gulaires  x^  et  t,  des  directions  conjuguées  de  forces  et  de  sections,  on  obtient  : 

Pi^i*^  —  «iC*^!  +  ^t)  +  Pj  =  <^' 

équation  de  Finvolution  que  forment  entre  elles  ces  directions  coiyuguées. 

Les  coefficients  angulaires  des  rayons  doubles  s'obtiennent  au  moyen  de  l'équa- 
tion : 

Pi-c»  — 2<i,T  +  p,  =  0, 

et  sont  réels,  se  confondent,  ou  sont  imaginaires  suivant  que  le  discriminant 
9>i  —  p^p,  est  positif,  nul  ou  négatif. 
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En  remplaçant  dans  cette  équation  t  par  ~,  on  obtiendra  Téquation  des  rayons 

X 

rloubles  : 

équation  que  nous  pouYons  décomposer  en  deux  focteum  dont  chacun,  éf^  à  zéro, 
représentera  Tun  de  ces  rayons 

[(-  ^ïi  +  «)a:  +  PiV]  [(-  a,  -  8)0?  +  pjy]  =  0. 

Si  nous  posons 

X  =  pi  4-  2a^co  4-  p,, 

les  facteurs  c'  et  t'\  qui  ramènent  à  la  forme  normale  les  équations  des  rayons 
doubles  seront  : 

e^  =  (- a,  +  8)«  -  2p,(- <T,  +  8)<o  +  p«, 

=  Pi(Pi  -  Pt)'  +  2(<T,  +  F,<o)  (<T,  -  8)  =:  PiX  +  28* -  2(<î,  +  P|»)Ô, 
e"«  =  p,(Pi  —  pj  +  2(a,  +  piO>)(a,  +  8)  =  pjX  +  28»  +  2(<t,  +  Piw)«. 

Posons  enfin  : 

ji«  =  (pi  -  p,)«  -H  4(<T^  +  pi»)(a^  +  p^)  =  X«  +  48W«, 


il  viendra: 


•V'  =  p,ii, 


et  nous  obtiendrons  Tangle  que  font  entre  eux  les  deux  rayons  doubles,  au  moyen 
des  équations  : 

|jtsine  =  28ci)' 

liC088  =  X; 

dans  lesquelles  8  désigne  celui  des  deux  angles  dont  les  o6tés  interceptent  sur  une 
ordonnée  une  longueur  finie. 

L'équation  de  Paxe  de  rinvolution  qui  rencontre  également  cette  longueur  finie 
est: 

—  (ï*  +  Pf  —  Pi)a;  +  2(<Ti  +  piw)y  =  0. 

Le  coefficient  qui  ramène  Péquation  de  cet  axe  à  la  forme  normale,  est  : 

e«,  =  2ii(Ht  +  X-2piu>'«), 
et  Tangle  qu'il  forme  avec  les  rayons  doubles  est  donné  par  les  formules: 

2|i8in«-e  =  ji-X, 
2|icos»-e  =  |i  +  X, 

L'équation  de  l'autre  axe,  de  celui  qui  ne  coupe  pas  le  segment   fini  d'une 
ordonnée,  est  : 

(ï*  —  Pî  -i-  Pi) a:  +  2(»i  +  Pi«'>)y  =  0. 

Lorsque  a^  +  p|<o  est  positif,  cet  axe  se  trouvera  entre  l'axe  des  y  négatif  et  la 
ligne  e';  si  cette  valeur  est  négative,  il  se  trouvera  entre  t"  et  l'axe  des  y  positif. 
Son  facteur  normal  est  : 

t,«  =  2|i(Hi-X  +  2p^<o'«). 

L'angle  qu'il  forme  avec  les  rayons  doubles  est  égal  à  90*  —  -  8. 

Les  axes  sont  toujours  réels;  mais  si  les  rayons  doiMbles  sont  ImAginaûres,  la  va- 
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leur  2|i8in*-8  devient  néf^tiye,  et  les  angles  qu'ils  forment  avec  les  rayons  dou- 
bles sont  imaginaires  comme  ces  derniers. 
Pour  obtenir  l'équation  de  Pellipse  des  forces,  c'est-à-dire  une  relation  entre  les 

composantes  x  et  i  de  p^ ,  substituons  les  valeurs  trouvées  page  493  pour  5*  -  et 
et  posons  : 

«i«  =  Pi»i  +  Pî»i  +  PiPsW  +  9\  w. 

il  viendra,  pour  Téquation  cherchée  : 

Oiix' —  2ai,ix -I- ojjt»  =  ô*. 

Comme  cette  équation  a  été  obtenue,  en  substituant  les  valeurs  linéaires  de  §'  - 

e 

et  de  S*  -  dans  une  équation  du  second  degré  par  rapport  à  5>  -  et  8<  - ,  il  faudra 

e  e  e 

que  leurs  invariants  puissent  s'exprimer  d^une  manière  simple  au  moyen  des  inva- 
riants de  cette  équation.  E^t,  d'abord,  le  discriminant  A|,  de  l'équation  doit  être 
égal  &  celui  de  l'équation  primitive,  multiplié  par  le  carré  du  déterminant  de  substi- 
tution d^.  On  reconnaît  facilement,  en  effet,  que  : 


On  a,  de  plus  : 


Pi  <»i  I' 
»i  Pi 


1  w  1  =  Ô*o>'«. 
co  1 


«M  — «H  =  (Pl  —  Pl)^i 

Oi,  +  aiiCo  =  («Il  +  p,w;X; 

m  =  +  V^/«  -  4  A„co'«  =  +  v^X*  +  4X»Ô««'«  =  -|-  jiX. 

L'équation  d'un  des  axes  de  l'ellipse  est  : 

—  (f?i  +  Oj,  —  û,,)*  +  2(a,,  +  a^^)y  =  0. 

Nous  avons,  dans  oette  équation,  remis  a;  et  y  à  la  place  de  x  et  t,  pour  montrer 
qu'il  ne  s'agit  plus  des  composantes  de  p,  dont  l'extrémité  se  trouve  toujours  sur 
Tellipse  centrale,  mais  bien  de  Péquation  générale  d'un  axe.  Substituant  dans  cette 
équation  les  valeurs  que  nous  venbns  de  trouver  pour  a^  ^i ,  a,,  et  m,  il  viendra  : 

-  (ï*  +  Pi  — Pi)a;  +  2(<»i  +  Pt»)y  =  0. 

L'équation  de  cet  axe  est  identique  avec  celle  de  l'axe  d'involution  qui  rencontre 
le  segment  fini  intercepté  sur  une  ordonnée  par  les  rayons  doubles. 
Le  carré  de  sa  longueur  est  : 


a» 


=^=fèi^'^^+^*+«^'"")=.è^(''^+^'+i4 


La  quantité  entre  parenthèses  étant  un  carré  parfait,  la  longueur  de  l'axe  sera  : 
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La  grandeur  du  deuxième  axe,  de  celui  qui  ne  rencontre  pas  le  segment  fini  in- 
tercepté sur  les  rayons  doubles  par  une  ordonnée,  et  dont  nous  ayons  déjà  donné 
réquation,  est  : 

9  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  les  rayons  doubles  sont  réels  ou  imagi- 
naires. 

d*,|,  et  en  même  temps  Â|t,  sont  toujours  positifs,  et,  par  suite,  les  extrémités 
des  p  sont  toujours  situées  sur  une  ellipse,  et  Jamais  sur  une  autre  conique.  Leur 
valeur  limite  est  zéro;  dans  ce  cas,  les  rayons  doubles  coïncident,  et  la  direction 
des  forces  est  constante.  (N*  126,  p.  483.) 

Lorsque,  S*  étant  positif,  X  est  égal  à  zéro,  Pangle  8  des  rayons  doubles  est  droit, 
les  axes  a  et  p  de  Tellipseï  sont  d'égale  longueur,  et  Tellipse  devient  un  cercle. 

Si  X  est  positif,  Tangle  des  rayons  doubles  est  aigu,  et  Taxe  a  qu'ils  comprennent 
est  le  grand  axe. 

Si  X  est  négatif,  Tangle  des  rayons  doubles  est  obtus  et  ^  est  le  grand  axe.  On 
voit  que  le  grand  axe  de  Tellipse  des  forces  est  toujours  situé  dans  Tangle  aigu  des 
rayons  doubles. 

Dans  les  trois  cas  que  nous  venons  d'examiner,  on  a  k.  >  X,  il  faudra  donc  pren- 
dre le  signe  4-  pour  a  et  P;  si  par  contre  ^  était  négatif,  les  rayons  doubles  seraient 
imaginaires  et  Ton  aurait  {&  <  X;  il  faudrait  alors  prendre  pour  a  et  p  des  signes 
tels  que  les  résultats  soient  toujours  positifs. 

En  divisant  sin*  -  6  par  cos^  z  6,  il  vient  : 

2       ^  z 

^   2  iX  +  X        a' 

ce  qui  concorde  avec  le  résultat  trouv<^  p.  491. 

429.  FORCES  PROPORTIONNELLES  A  DES  SURFACES. 

Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  que  les  efforts  auxquels  le  corps 
est  soumis  ne  changent  pas  lorsqu'on  suit  une  même  direction  ;  nous 
allons  maintenant  abandonner  cette  hypothèse,  et  nous  supposerons  que 
les  efforts  varient  suivant  toutes  les  directions  possibles.  Pour  détermi- 
ner les  forces  qui  agissent  dans  ce  cas  sur  une  section  plane  quelconque, 
par  unité  de  surface,  nous  supposerons  données,  comme  au  n*  124 
(p.  477),  les  forces  agissant  par  unité  de  surface  sur  trois  sections  quel- 
conques BOC,  COA,  AOB  faites  par  un  point  0  (fig.  196).  Nous  coupe- 
rons ces  trois  sections  par  un  plan  ABC;  parallèle  à  la  section  considérée, 
et  nous  obtiendrons,  en  composant  les  forces  qui  sollicitent  les  sections 
données,  celle  qui  agit  sur  la  section  ABC. 

Les  forces  qui  agissent  sur  les  faces  du  tétraèdre  sont  les  résultantes 
de  forces  uniformément  réparties;  par  suite,  elles  sont  appliquées  aux 
centres  de  gravité  de  ces  faces.  Décomposons  chaque  force,  comme  l'in- 
dique la  figure,  en  trois  composantes  R,,  S<,,  S^,;  R,  désigne  la  compo- 
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sante  qui  agit  sur  la  face  g  parallèlement  à  Tarête  ou  à  Taxe  de  coordon- 
nées g  y  S,-,  et  S*^  les  composantes  qui  agissent  dans  cette  même  face  g, 
parallèlement  à  Taxe  t  et  à  l'axe  A:..  Dès  lors,  pour  qu'il  y  ait  équilibre 


Fig.  m. 


entre  les  neuf  forces  ainsi  obtenues  et  la  dixième,  qui  est  inconnue,  mais 
qui  passe  par  le  centre  de  gravité  de  ABC,  il  faudra  que  les  forces  S,  qui 
sont  situées  deux  à  deux  dans  des  faces  différentes  et  qui  se  coupent  en 
un  même  point  de  Tarête  correspondante  à  ces  faces,  soient  telles  que 
leur  résultante  deux  à  deux,  passe  par  le  centre  de  gravité  S  de  ABC. 

Les  forces  S,  que  nous  considérons  ainsi  deux  à  deux,  ont  les  mêmes 
indices,  mais  permutés  ;  telles  sont,  par  exemple,  S, ,  et  S, , ,  et  leur 
plan  contient  le  centre  de  gravité  S,  puisque  leur  ordonnée  est  égale  à 

1 

^c,  abc  étant  les  longueurs  des  arêtes  du  tétraèdre  OABG.  Si  mainte- 
nant la  résultante  de  S,,  et  de  S,,  doit  passer  par  le  point  S,  il  faut  que 
ces  forces  soient  entre  elles,  comme  les  côtés  du  parallélogramme  qu'elles 

1        1 

forment  avec  S,  c'est-à-dire  dans  le  rapport  de  -a  h  -à.  Nous  exprime- 

rons  cette  relation  entre  les  deux  forces,  en  représentant  chacune  d'elles 
pour  Vunité  de  surface,  par 


9  9 

—-et-^,  expressions  dans  lesquelles  (t.  . 

01  j        «j  ^  " 


1       .     a         1 

doit  être  égale  à  », ,  ;  on  aura  en  effet  S,,  =  - acj}\  •  4^  =  -  ac<x, , ,  et  de 


32 


498  MOMENTS  DBS  FORCES  l>ARALLÉLES. 

même  Su  =  -  6c«,, ,  expressions  qui  sont  bien  dans  le  rapport  de  a  à  &. 
Il  faudra  de  môme  que  Ton  ait  a, ,  =^,  j  et  que  a, ,  =  œ,,  ,  en  désignant 
par  -7^,  -4^ ,  -V  et  -^  les  forces  qlii  agissent,  par  unité  de  surface,  dans 

les  faces  3,  1  et  2. 

Il  est  évident  que  Téquilibre  pourra  être  établi  de  cette  manière,  qifelle 
que  soit  la  position  du  plan  ABC  ;  si,  en  effet,  les  trois  forces  R  et  les 
trois  résultantes  des  S,  prises  deux  à  deux,  passent  par  le  centre  de  gra- 
vité de  ABC,  on  n'obtiendra  pour  ces  six  forces  qu'une  seule  résultante. 

On  peut  bien  imaginer  d'autres  conditions  d'équilibre,  mais  seulement 
pour  des  positions  particulières  de  ABC  et  pour  certaines  directions  des 
forces,  et  non  pas  dans  le  cas  général.  Supposons,  en  effet,  que  la  résul- 
tante des  deux  forces  9,,  et9,j  ne  satisfasse  pas  à  la  condition  indi- 
quée; elle  ne  passera  pas  par  le  centre  de  gravité,  comme  cela  aura  lieu 
pour  la  résultante  des  sept  autres  forces.  Par  suite,  pour  que  toutes  les 
forces  puissent  être  composées  en  une  seule,  il  faudra  que  la  résultante 
des  sept  forces  S,,,  S,,,  8,3,  S,,,  R, ,  R,,  R,  soit  située  dans  le  plan  9,, 
9j,,  et  soit  ainsi  parallèle  au  plan  3.  Cette  condition  peut  se  réaliser 
pour  une  position  déterminée  de  ABC  ;  mais  cessera  d'ôtre  remplie  si' 
Ton  change  cette  position.  En  supposant  que  deux  groupes  de  forces 
9,,  9,,  et  «^it^^si,  ne  satisfassent  pas  à  la  condition  indiquée,  on  sera 
ramené  au  cas  précédent,  si  les  résultantes  des  deux  groupes  de  forces  8 
correspondantes  se  coupent.  Si  elles  ne  se  coupent  pas,  et  si  la  résul- 
tante des  forces  S,,  8,^  R,  R,  Rj  ne  rencontre  aucune  d'elles,  on  arrive 
à  trois  forces  qui  ne  se  coupent  pas,  et  leur  résultante,  si  elles  en  ont 
une,  ne  pourra  jamais  passer  par  le  point  S,  puisque  ce  point  est  situé 
sur  Tune  des  trois  forces,  et  que  la  résultante  de  trois  forces  qui  ne  se 
coupent  pas  ne  peut,  d'après  le  n*  6i  (p.  207),  rencontrer  aucune  d'elles. 
Il  faudrait  encore  plus  de  conditions,  si  la  résultante  du  troisième  groupe 
S,,  S,,,  ne  passait  pas  par  le  point  S.  Nous  pouvons  donc  dire,  en  géné- 
ral, que  :  Si  l'on  décompose  les  forces  agissant  en  un  point  0  d'un  corps  ré- 
sistant^ sur  trois  sections  planes  différentes^  parallèlement  atix  arêtes  du 
tétraèdre  que  forment  ces  sections,  deux  composantes  situées  dans  des  faces 
différentes  et  non  parallèles  à  leur  arête ^  sont  inversement  proportionnelles 
aux  sinus  de  ces  faces. 

Nous  représenterons,  pour  des  raisons  de  symétrie,  les  composantes 
qui  agissent  sur  les  faces  du  tétraèdre,  par  unité  de  surface,  au  moyen 

de  l'expression  -^;  il  faudra  donc,  pour  obtenir  les  composantes  R  et  S 

relatives  à  une  face,  multiplier  les  p  et  les  9  correspondants  par  le  demi- 
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produit  des  longueurs  des  deux  arêtes,  qui  limitent  cette  face  à  partir  du 
point  0. 

Lorsque  la  force  qui  agit,  par  unité  de  surface,  sur  une  face  AOB 
[fig.  196)  est  donnée  en  grandeur  et  en  direction,  si  Ton  fait  passer  deux 
autres  plans  par  le  point  0,  de  manière  que  leur  intersection  OC  soit  pa-  ' 
rallèle  à  cette  force,  la  décomposition  des  forces  suivant  les  trois  direc- 
tions 0)  ABC,  fournira  des  composantes  -~ ,  4^  et  -~ ,  -M^  égales  à  zéro, 


(Oj      (0,  0)3      (0 


Ps 


puisque  —  a  déjà  la  direction  OC.  Les  forces  qui  agissent  sur  les  faces 


8 


Pi      ''ji   ..    P 


BOG  et  COA,  c'est-à-dire  -i-r,  -V-  et  ^,  -^  sont,  par  suite,  parallèles  à 


^1     **^  1       ^  s    «'S 


^  AOB  et  seraient  situées  dans  cette  face,  si  on  les  portait  à  partir  du  point 
0,  considéré  comme  centre  d'une  gerbe.  Nous  pouvons  dire,  par  suite, 
que  la  position  d'un  plan  est  conjuguée  à  la  direction  de  la  force  qui  le  solli- 
cite.  Lorsqu'un  plan  A  passe  par  la  direction  d'une  force  b,  la  force  qui  solli- 
cite A  est  située  dans  le  plan  B  conjugué  de  b,  et  le  plan  ab  ou  G  est  conjugué 
à  la  direction  c  de  V intersection  AB.  Dans  un  pareil  tétraèd?*e  chaque  face 
est  conjuguée  à  Vaj'ête  opposée,  et  chaque  arête  à  la  face  opposée;  ces  éléments 
forment  trois  couples  d'éléments  conjugués. 

Pour  étudier  les  relations  qui  existent  entre  les  forces  et  leurs  plans 
conjugués,  nous  supposerons  donné  un  pareil  système  de  trois  couples 
conjugués.  Égalons  à  zéro  toutes  les  forces  S,»  {fig.  196),  puis  portons,  à 
partir  du  point  0,  les  trois  forces  R,  Rj  Rj  qui  nous  restent,  suivant  un 
polygone  des  forces,  et  projetons  enfin  le  tétraèdre  avec  le  polygone, 
parallèlement  à  BC,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite.  Gette  pro- 
jection sera  identique  à  la  fig,  193  (p.  487),  et,  en  faisant  tourner  le  plan 
ABC  autour  de  la  ligne  BG,  le  polygone  des  forces  sera  identique  à  celui 
des»^^»  194  et  195  où  Ton  supposait  a,  =  0.  En  effet,  R,  reste  constant, 
comme  autrefois  p, ,  puisque  la  surface  OBG  ne  change  pas  pendant  ce 
mouvement;  de  plus,  la  direction  de  la  résultante  de  Rj  et  R,  est  constante 
aussi,  puisque  le  rapport  des  surfaces  AOB  et  AOG  est  invariable,  et  la 
grandeur  de  cette  résultante  varie  proportionnellement  à  la  longueur  de 
l'arête  OA,  les  deux  surfaces  étant  proportionnelles  à  cette  ligne  qui  est 
leur  seule  dimension  variable.  Enfin,  comme  dans  nos  anciennes  figures, 
la  surface  ABC,  sur  laquelle  agit  la  résultante  Rj  Rg  R^,  est  proportion- 
nelle à  la  longueur  de  la  section,  c'est-à-dire  à  la  hauteur  du  triangle 
ABG.  Les  propositions  que  nous  avons  démontrées  n*  125  et  n*  126  sont, 
par  suite,  applicables  à  la  projection  du  système  sur  un  plan  perpendi- 
culaire à  l'arête  BG  de  rotation.  Si  donc  un  plan  sécant  tourne  autour 
d'un  axe  fixe,  la  force  qui  sollicite  cette  section  se  meut  dans  le  plan  qu* 
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projette  à  partir  du  point  0  la  résultante  de  R,  et  R,  et  qui  est  conjugué 
à  la  direction  BG.  La  projection  de  la  force  sur  le  (plan  normal  à  BG,  et 
par  suite,  la  force  elle-raôme,  forme  avec  le  plan  sécant  un  faisceau  en 
involution.  Uextrémité  de  la  force  est  située  sur  un  cylindre  projetant 
elliptique  et  détermine  elle-même  une  ellipse;  à  des  sections  planes  rec- 
tangulaires, correspondent  comme  forces  des  diamètres  conjugués  de 
cette  ellipse.  Lorsque  Tinvolution  des  sections  et  des  forces  a  des  élé- 
ments doubles,  ces  éléments  forment  dans  la  section  normale  des  aûgles 
égaux  avec  les  axes  de  Tellipse  projetée,  mais  les  angles  qu'ils  forment 
avec  les  axes  de^ 'ellipse  des  /orces  elle-même  ne  sont  plus  égaux,  puis- 
que les  projections  d'angles  égaux  sur  des  plans  qui  se  coupent  ne  sont 
pas  égales  entre  elles,  et  que  les  axes  des  deux  ellipses  ne  sont  pas  situés 
dans  les  mêmes  plans  de  projection.  Dès  lors,  les  efforts  tranchants  qui 
sollicitent  les  éléments  doubles  ne  sont  plus  égaux  ;  cette  propriété  ne 
peut  donc  pas  être  étendue  d'une  section  normale  à  une  section 
oblique. 

Nous  n'avons  fait  encore  aucune  hypothèse  particulière  sur  la  posi- 
tion de  Tarête  BG  et  ce  que  nous  venons  de  dire  est  vrai  pour  toutes  les 
directions  de  l'espace.  Lorsque  cet  axe  de  rotation  décrit,  en  particulier, 
un  plan,  on  obtient  une  infinité  d'ellipses  des  forces  ;  le  rayon  qui  repré- 
sente la  force  conjuguée  à  un  plan  est  commun  à  toutes  les  ellipses,  et 
les  plans,  passant  par  les  axes  de  rotation,  coupent  chacun  une  ellipse 
sur  l'ensemble  de  ces  ellipses,  il  faut  donc  qu'elles  soient  toutes  situées 
sur  un  ellipsoïde,  que  nous  appellerons  ellipsoïde  des  forces. 

De  même  que  nous  avons  passé  de  l'ellipse  des  forces  à  l'ellipsoïde, 
nous  pourrons  passer  de  l'involution  des  éléments  conjugués  dans  le 
plan,  au  système  polaire  dans  la  gerbe;  mais  cette  nouvelle  opération 
n'est  pas  aussi  facile  à  saisir  dans  l'espace,  car  nous  ne  pouvons  plus  la 
représenter  au  moyen  d'une  ellipse.  En  faisant  tourner  un  plan  autour 
d'un  axe,  nous  obtenons,  pour  chaque  position,  une  involution  dans* ce 
plan  mobile,  et  tous  les  rayons  qui  sont  conjugués  à  l'axe  de  rotation 
sont  situés  dans  le  plan  conjugué  à  cet  axe;  en  prenant  deux  autres 
axes  de  rotation  quelconques,  nous  obtiendrons  deux  nouvelles  séries 
d  involutions.  S'il  faut  maintenant  qu'à  trois  plans,  pris  chacun  dans  Tun 
des  faisceaux  et  passant  par  une  même  droite,  soient  conjugués  trois 
rayons  situés  dans  un  même  plan,  et  qu'eu  outre  les  six  éléments  soient 
en  involution,  il  faudra  nécessairement,  pour  que  cela  ait  lieu,  quels 
que  soient  les  axes  de  rotation,  que  toutes  les  involutions  appartiennent 
à  un  même  système  d'involution,  c'est-à-dire  qu'elles  forment  un  sys- 
tème polaire  dans  la  gerbe. 

Ce  système  polaire  n'est  pas  identique  à  celui  des  diamètres  conjugués 
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et  des  plans  diamétraux  de  Tellipsoïde  des  forces;  mais  ces  deux  sys- 
tèmes ont,  comme  éléments  communs,  les  plans  principaux  et  les  axes. 
Si  Ton  cherche,  en  effet,  dans  le  système  polaire  les  trois  couples  de 
plans  conjugués  qui  sont  normaux  Tun  à  Tautre  et  dont  les  intersections 
forment  les  axes  du  système,  ces  couples  seront  aussi  conjugués  dans 
Tellipsoïde  des  forces^  puisque  les  plans  sont  rectangulaires  deux  à  deux  ; 
les  intersections  sont  donc  aussi  les  axes  de  l'ellipse  des  forces,  car  elles 
sont  conjuguées  et  forment  les  arêtes  d*un  tétraèdre  trirectangle. 

Lorsque  le  système  polaire  a  un  cône  directeur,  les  angles  que  forment 
dans  un  plan  quelconque  les  rayons  doubles  avec  Tun  des  trois  axes  sont 
égaux.  Nous  démontrerons  dans  un  prochain  numéro,  que. le  cylindre 
projetant  parallèlement  à  Tun  des  trois  axes,  Tintersection  du  cône  di- 
recteur avec  Tellipsoïde,  est  un  cylindre  du  second  degré. 

Résumons  maintenant  les  résultats  auxquels  nous  venons  d'arriver,  et 
complétons-les  au  moyen  de  propositions  qui  en  dérivent  naturellement 
et  qui  sont  analogues  à  celles  des  numéros  précédents. 

Lorsqu^un  corps  matériel  est  soumis  en  un  de  ses  points  à  un  effort  variable 
lorsqu'on  suit  une  direction  quelconque,  les  dissections  des  forces  qui  agissent 
sur  des  sections  planesy  passant  par  ce  point,  foi*ment  avec  les  plans  des  sec^ 
fions  un  système  polaire  dans  la  gerbe. 

Lorsque  le  système  polaire  na  pas  de  cône  di7*ecleur,  le  corps  est  sollicité 
par  des  efforts  de  même  sens  dans  toutes  les  directions;  il  est  partout  soit 
comprimé,  soit  tendu. 

Lorsque  le  système  polaire  a  un  cône  directeur,  le  corps  est  soumis,  dans 
T intérieur  du  cône  et  à  V extérieur,  à  des  efforts  de  sens  différents;  les  sections 
tangentielles  au  cône  ne  sont  sollicitées  que  par  des  efforts  tranchants,  puis- 
que  la  force  agit  alors  suivant  la  section. 

Lgrsqu^on  porte,  à  partir  d'un  point  donné,  les  forces  agissant  en  gran- 
deur  et  en  direction  sur  les  diverses  sections,  les  extrémités  de  ces  forces  sont 
toutes  situées  sur  un  ellipsoïde  dont  les  axes  coïncident  avec  ceux  du  système 
polaire.  Le  plus  grand  des  trois  axes  donne  l'effort  maximum  que  subit  le 
corps  résistant. 

Lorsque  le  système  polaire  des  sections  planes  et  des  forces  a  un  cône  direc- 
teur^ la  grandeur  de  taxe  intérieur  à  ce  cône  donne  T  effort  maximum  qui  se 
produit  à  V intérieur  du  cône.  Le  plus  grand  des  deux  axes  exlt^rieurs  au  cône 
représente  V  effort  maximum  qui  se  produit  a  V  extérieur;  ce  maximum  est  de 
sens  inverse  au  précédent. 

En  représentant  par  a,  p  et  ^  les  forces  qui  agissent  par  unité  de  surface, 
suivant  les  trois  axes  de  Fellipsoîde,  c'est-à-âire  les  longueurs  de  ces  trois 
axes,  on  obtiendra  les  angles  qti'ih  forment  avec  les  génératrices  du  cône  di*- 
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recteur  au  moyen  des  formules  : 

»4«-=\/-?'  'H'^^sTl-^  '4^=\/-r 

les  axes  auxquels  se  rapportent  les  formules  sont  ceux  du  dénominateur. 
Lorsque  «,  p  ef  y  ^^^  ^^  mêmes  signes,  c'est-à-dire  lorsque  pour  les  trois  see^ 
tions  principales^  le  corps  résistant  est  sollicité  de  la  même  manière,  le  cône 
directeur  est  imaginaire.  Lorsque  «Py  ^^^  ^^*  signes  différents^  deux  d'entre 
eux,  c'est-à-dire  deux  des  forces  qu'ils  représentent  ont  le  même  signe,  et 
dans  les  sections  déterminées  par  chacun  d'eux  et  le  troisième^  les  génératrices 
du  cône  sont  réelles^  et  le  troisième  axe  est  intérieur  au  cône.  Les  génératrices 
sont  imaginaires  dans  le  plan  des  deux  forces  du  même  signe  ^  ces  deux  forces 
ou  axes  sont  par  suite  situés  en  dehors  du  cône. 

On  peut,  dans  les  plans  principaux,  construire  au  moyen  do  cercles 
Tellipse  des  forces  et  Tangle  6  (voir  fig.  i04  et  495,  p.  487  et  488);  on 

* 

pourrait  encore  faire  cette  construction  dans  deux  couples  d'autres  sec- 
tions,  deux  d'entre  elles  pouvant  être  imaginaires.  Ces  sections  passent, 
les  unes  par  Taxe  moyen,  les  autres  par  le  plus  petit  axe,  et  sont  telles 
que  la  hauteur  de  la  force  au-dessus  du  plan  diamétral  qui  leur  est  con^ 
'  jugué  est  égale  à  Taxe  moyen.  Mais  il  n'y  a  aucun  intérêt  à  construire  de 
pareilles  sections,  qui  ne  sont  d'ailleurs  pas  des  sections  circulaires. 
Pour  toute  autre  section,  la  construction  que  nous  avons  indiquée  n'est 
pas  applicable. 


430.    CONSTRUCTION   DE  l'eLLIPSOÏDE   DES   FORCES   PROPORTIONNELLES 

A  DES   SURFACES. 

Nous  allons  maintenant  indiquer  le  mode  de  construction  de  l'eUip* 
soïde  des  forces  proportionnelles  à  des  surfaces.  Nous  supposerons,  tout 
d'abord,  que  les  forces  agissant  sur  les  trois  faces  d'un  trièdre  soient  di- 
rigées suivant  les  arêtes  opposées  à  ces  faces,  et  que  les  grandeurs  de 
ces  trois  forces  soient  données.  Les  faces  et  les  arêtes  opposées  di^  trièdre 
seront  conjuguées  dans  le  système  polaire  des  forces  et  des  sections.  Nous 
nous  proposons  de  déterminer  en  premier  lieu  la  force  qui  agit  sur  un 
plan  donné  quelconque,  et  en  second  lieu,  les  grandeurs  et  les  directions 
des  efforts  maximums  qui  sollicitent  le  point  matériel. 

Coupons  le  trièdre  par  un  plan  situé  à  une  distance  convenable  r 
(PI.  XV)  de  son  sommet  (0)^t  parallèle  au  plan  dont  nous  voulons  dé- 
terminer la  force  correspondante.  Nous  prendrons  ce  plan  parallèle 
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comme  plan  de  la  figure.  Soit  0  la  projection  du  sommet  (0),  et  soit  ABC 
la  trace  du  trièdre  sur  le  plan  de  la  figure. 

Comme,  dans  notre  construction,  nous  aurons  surtout  afi'aire  à  des 
rayons  du  faisceau  (0),  nous  nous  contenterons  d'une  seule  projection 
du  trièdre  et  des  autres  figures  à  représenter.  Un  point  et  une  ligne 
quelconque  seront  déterminés  par  leur  projection  et  par  la  trace  du 
rayon  ou  du  plan,  qui  les  projette  à  partir  du  point  (0),  Les  figures  si- 
tuées dans  ces  plans  projetants,  par  exemple  les  sections  planes  de  Tel- 
Upsoïde  des  forces,  seront  également  déterminées  par  leurs  projections 
et  la  trace  des  plans  dans  lesquels  elles  sont  situées.  Pour  obtenir  les  vé- 
ritables dimensions  de  ces  figures,  il  suffira  de  rabattre  les  rayons  autour 
de  leurs  projections;  les  hauteurs  0  (0)  se  rabattront  sur  les  rayons  du 
cercle  de  distance  r,  qui  sont  perpendiculaires  aux  projections  des 
rayons;  et  tous  les  éléments  de  ces  figures  seront  déterminés  par  ces 
points  0  rabattus  et  les  traces  des  rayons.  La  vraie  grandeur  des  figures 
planes  s'obtiendra  par  le  rabattement  des  plans  autour  de  leurs  traces. 
Les  perpendiculaires,  abaissées  de  0  sur  ces.  traces,  viendront  alors  se 
confondre  avec  leurs  projections;  on  obtiendra,  par  suite,  la  position  du 
point  (0),  sur  le  plan  rabattu,  en  portant  la  longueur  de  la  perpendicu- 
laire sur  sa  projection;  cette  longueur  se  détermine  elle-même  par  un 
second  rabattement.  Nous  avons  construit,  PI.  XV,  les  perpendiculaires 
PaPhPc  abaissées  du  sommet  (0)  sur  les  traces  des  faces  du  trièdre 
(0)  ABC.  Il  suffirait  de  rabattre  ces  longueurs  sur  leurs  projections  pour 
obtenir  les  rabattements  des  faces  du  trièdre. 

Soient  PapbPe  les  projections  des  forces  portées  à  partir  du  point  0,  et 
qui  agissent,  suivant  les  arêtes  (0)  ABC,  sur  les  faces  opposées  à  ces 
arêtes.  Pour  construire  la  force  Rqui  agit  sur  le  plan  parallèle  au  plan 
de  la  figure,  nous  supposerons  ce  dernier  déplacé  parallèlement  à  lui- 
môme,  de  manière  que  la  surface  de  la  base  ABC  soit  égale  à  Tunité,  ou 
bien,  ce  qui  revient  au  même,  nous  prendrons  ABC  comme  unité  de  sur 
face.  Si  maintenant  nous  déterminons  les  composantes  RaR^R^,,  qui 
agissent  sur  les  faces  (O)ABG  et  si  nous  les  composons  au  moyen  d'un 
polygOQe  des  forces,  nous  obtiendrons  la  résultante  R  qui  agit  sur  l'u- 
nité de  surface  ABC. 

Les  surfaces  (0)BG  et  ABC  sont  entre  elles  comme  les  perpendicu- 
laires abaissées  de  (0)  et  A  sur  le  côté  commun  BG.  Nous  avons  déjà 
construit  I4  perpendiculaire  p^  abaissée  de  (0)  sur  BC.  La  perpendicu- 
laire 1?,,  abaissée  de  A  sur  BG  se  mesure  directement  sur  l'épure.  Pour 
obtenir,  par  suite,  la  projection  de  la  force  Ra,  qui  agit  sur  (0)BG,  il 
suffit  de  multiplier  p»  par  le  rapport  p«  :  Pa  de  ces  deux  hauteurs.  Cette 
opération  a  été  faite  clans  l'angle  droit  de  la  surface  rabattue,  mais  nous 
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ne  Tavons  pas  indiquée;  il  nous  suffira  de  dire  que  R^,  R^  et  R,  sont  les 
résultats  de  ces  multiplications.  Nous  avons  porté  (PI.  XV)  les  projec- 
tions R^RaRb  de  ces  forces,  à  la  suite  Tune  de  Tautre,  et  obtenu  ainsi  celle 
de  la  résultante  R,  qui  agit  sur  la  face  ABC.  Toutefois,  la  projection  de 
l'extrémité  de  ce  polygone  ne  détermine  pas  complètement  cette  extré- 
mité ;  il  nous  faut  encore  trouver  la  trace  du  rayon  qui  la  projette  à  par- 
tir de  (0);  pour  l'obtenir,  coupons  ce  rayon  par  la  trace  du  plan,  qui 
projette  à  partir  du  point  0,  la  dernière  force  R*.  Cette  trace  passe  parle 
point  B,  puisque  R^  est  parallèle  à  OB.  Elle  passe  aussi  par  la  trace  M*  du 
rayon  (0)(R»R5),  trace  qui  est  située  sur  AC,  puisque  R.  se  trouve,  aussi 
bien  que  R^,  dans  le  plan  (0)AC;  la  ligne  qui  joint  les  points  M»  et  B 
coupe  sur  le  rayon,  passant  par  l'extrémité  de  la  ligne  polygonale,  la 
trace  M  de  cette  extrémité.  La  position  de  ce  point  est  maintenant  com- 
plètement déterminée,  et  par  suite  aussi  la  force  qui  agit  sur  le  plan  de 
la  figure.  La  première  partie  du  problème  est  donc  résolue. 

Dans  le  système  polaire  que  détermine  le  cône  directeur  sur  le  plan 
de  la  figure,  le  point  M  a  pour  conjugué  l'intersection  avec  ce  plan  d*un 
plan  qui  lui  est  parallèle,  c'est-à-dire  la  droite  de  l'infini;  M  est,  par 
suite,  le  centre  de  ce  système  polaire,  qui  dès  lors,  avec  le  triangle  po- 
laire ABC,  est  complètement  déterminé.  Au  point  M»,  intersection  de 
MB  avec  AC,  est  conjugué  le  point  à  l'infini  sur  AG;  ce  poix^t  est  donc  le 
centre  de  l'involution,  que  détermine  sur  AC  le  système  polaire.  Gomme 
il  est  situé  hors  du  segment  AC,  l'involution  a  des  points  doubles,  le 
système  polaire  a  une  courbe  directrice,  et  le  cône  directeur  est  réel.  On 
obtient  les  points  doubles  de  l'involution  AC,  en  rabattant  sur  AG  la  lon- 
gueur d'une  tangente,  menée  par  M»,  à  un  cercle  passant  par  AG;  les 
extrémités  du  rabattement  déterminent,  de  part  et  d'autre  de  M» ,  les 
deux  intersections  de  la  courbe  directrice  s  avec  AC.  Les  droites  joignant 
B  à  ces  points  doubles  lui  sont  tangentes  en  ces  points.  Si  par  Tun  d*eux 
on  mène  une  parallèle  à  la  tangente  à  l'autre,  tous  les  rayons  projetant, 
à  partir  de  B,  des  segments  égaux  sur  cette  parallèle,  de  part  et  d'autre 
du  point  double,  interceptent  sur  AG  des  segments  conjugués.  On  répé- 
tera les  mêmes  opérations  pour  BC  ;  mais  le  point  M.  se  trouve  en  dehors 
de  l'épure;  il  tombait  encore  dans  les  limites  de  la  planche,  lorsque 
nous  avons  fait  la  construction,  et  nous  avons  pu  nous  en  servir  pour 
déterminer  l'intersection  de  s  avec  le  segment  BC  et  la  tangente  corres- 
pondante qui  passe  par  A;  la  seconde  intersection,  c'est-à-dire  l'autre 
point  double,  est  située  trop  en  dehors  du  dessin  pour  qu'on  puisse  s'en 
servir.  Me  est  situé  entre  A  et  B  ;  l'involution  déterminée  sur  AB  n'a  pas, 
par  suite,  de  points  doubles,  et  AB  est  le  côté  du  triangle  polaire  qui  est 
èitué  à  r(»xtériopr  de  la  courbe  s.  Un  demi-cercle  décrit  sur  AB*  coupe 
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rordonnée  de  Me  en  un  point  J^  marqué  sur  Tépure,  et  les  côtés  d'un 
angle  droit  qui  pivote  autour  de  ce  point  J^  comme  sommet,  détermi- 
nent sur  AB  des  points  conjugués.  L'involution  des  diamètres  de  la 
courbe  s,  diamètres  qui  passent  par  le  centre  M,  est  aussi  déterminée. 
A  chaque  rayon  ou  diamètre,  passant  par  les  points  à  l'infini  des  côtés 
du  triangle  ABC,  correspondent  les  rayons  qui  aboutissent  aux  sommets 
opposés  du  triangle.  Les  trois  couples  de  rayons  que  l'on  obtient  ainsi 
permettent  de  construire  directement  les  asymptotes  de  la  courbe  s. 
Nous  avons,  en  somme,  plus  d'éléments  qu'il  n'en  faut  pour  construire 
cette  courbe. 

A  chaque  plan  sécant  du  faisceau  (0)  qui  projette  une  ligne  du  plan 
de  la  figure,  correspond,  comme  direction  de  la  force  qui  sollicite  la 
section,,  le  rayon  qui  projette  le  pôle  de  cette  ligne.  Les  éléments  ainsi 
conjugués  peuvent  se  construire,  soit  au  moyen  de  la  courbe  s,  soit  au 
moyen  des  trois  involutions  sur  les  côtés  du  triangle  ABC.  On  emploiera 
évidemment  ce  dernier  moyen,  lorsqu'il  n'y  a  pas  de  courbe  directrice  s. 

Pour  déterminer  les  axes  du  système  polaire,  nous  emploierons  une 
construction  identique  à  celle  que  donne  M.  Fiedler,  dans  le  chapitre 
intitulé  :  «  Die  Axenscheùel,  etc,^  der  FUichen  2*'  Ordnung^»  de  sa  Géomé- 
métrte  descriptive^  n*  97,  p.  357,  et  qu'il  applique  à  un  exemple.  On  dé- 
termine, pour  chaque  rayon  du  plan  (0)AB,  son  conjugué  rectangulaire; 
le  lieu  des  diamètres  ainsi  déterminés  est  un  cône  du  second  degré,  qui 
contient  les  trois  axes  cherchés;  ils  sont  les  conjugués  rectangulaires  de 
ceux  des  rayons  du  plan  (0)AB,  qui  sont  situés  sur  les  trois  plans  prin- 
cipaux. Les  rayons  du  plan  (0)AC  donneront  de  même  un  second  cône 
passant  par  les  trois  axes.  Ces  deux  cônes  se  couperont  suivant  le  rayon 
qui,  dans  les  deux  systèmes,  est  conjugué  au  rayon  (0)A,  et  par  suite, 
suivant  un  autre  rayon  au  moins;  d'ailleurs,  dans  le  cas  qui  nous  oc- 
cupe, ils  se  couperont  suivant  trois  autres  rayons,  qui  seront  les  trois 
axes  cherchés.  Les  constructions  que  nous  venons  d'indiquer  s'exécutent 
de  la  manière  suivante  : 

Soient  d'abord  à  déterminer  les  conjugués  rectangulaires  des  rayons 
(0)A  et  (0)B.  Au  rayon  (0)B  est  conjugué  le  plan  (0)AC;  la  trace  du 
rayon  cherché  se  trouvera  donc  sur  AC,  et,  en  outre,  sur  la  trace  d'un 
plan  normal  mené  par  (0)  à  la  droite  (0)B«  Ce  plan  normal,  passant  par 
la  perpendiculaire  menée  par  (0)  au  plan  (0)AB,  passera  par  la  trace  V 
de  cette  perpendiculaire.  On  déterminera  V  en  rabattant  sur  le  plan  de 
la  figure  le  plan  (0)0V,  qui  lui  est  normal  ainsi  qu'à  AB  et  qui  contient  la 
perpendiculaire  p^  ;  une  normale  à  p^j  menée  par  son  extrémité,  détermi- 
nera le  point  V  sur  la  projection  de  p^.  Comme  enfin  la  trace  du  plan 
cherché  doit  être  perpendiculaire  à  OB,  nous  pourrons  la  mener^  et  son 
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intersection  avec  AG  donnera  le  point  v^  de  la  trace  v  du  cône  cherché. 
Nous  obtiendrons  de  même  le  point  uv  de  la  trace  du  rayon  correspon- 
dant à  (0)A;  il  sera  situé  au  point  de  rencontre  de  CB  avec  la  droite  UV, 
perpendiculaire  à  OA. 

Nous  avons  vu  que  dans  Tinvolution  déterminée  sur  AB,  le  point  M, 
était  conjugué  du  point  à  l'infini  ;  par  suite,  le  rayon  mené  par  G,  paral- 
lèlement à  AB,  coupera  sur  le  rayon  mené  par  V,  normalement  à  OM,,  un 
nouveau  point  v^  de  la  trace  du  cône  v  ;  il  en  est  de  môme  du  point  v^ , 
intersection  du  rayon  CMcM  et  de  la  perpendiculaire  YO.  La  courbe  dé- 
terminée par  ces  points  est  une  conique;  en  effet,  les  rayons  partant  de 
V  sont  perpendiculaires  aux  rayons  de  0,  ceux  partant  de  0  et  de  G  sont 
ppojectifs,  comme  projetant  des  points  conjugués  sur  AB,  par  suite,  les 
rayons  partant  de  V  et  de  G  le  sont  aussi.  On  voit  que  les  sommets  V  et  • 
G  de  ces  deux  derniers  faisceaux  sont  situés  sur  la  courbe  v.  Ghaqae 
couple  de  points  conjugués  sur  AB  donne  deux  nouveaux  points  de  v; 
mais,  dans  un  cas  comme  le  nôtre,  où  le  point  0  est  situé  dans  le  dessin 
tout  près  de  la  ligne  AB,  et  où  les  rayons  quelquefois  assez  longs  par- 
tant de  V,  ne  peuvent  pas  être  tracés  très  exactement,  il  est  préférable  de 
se  servir  de  six  points  déjà  déterminés,  qui  proviennent  de  lignes  assez 
longues  dans  le  dessin,  et  d'achever  la  conique  d'après  la  méthode  ordi- 
naire, au  moyen  des  ponctuelles  projectives. 

La  courbe  u,  qui  correspond  aux  points  conjugués  de  la  ligne  AG, 
passe  par  les  points  BVu^{uv)u^u^f  que  l'on  détermine  comme  les  précé- 
dents. Le  point  {uv)  est  commun  aux  deux  courbes  u  et  v.  Ges  courbes 
se  coupent,  en  outre,  en  trois  points  XYZ  qui  sont  les  traces  des  axes. 
Désignant  par  Z  celle  des  traces  qui  est  située  à  Tintérieur  de  l'hyper- 
bole directrice,  les  lignes  XZ  et  YZ  seront  coupés  par  l'hyperbole,  ce  qui 
n'aura  pas  lieu  pour  XY.  Le  point  0  doit  être  l'intersection  des  hauteurs 
du  triangle  XYZ. 

La  courbe  directrice  des  sections  et  des  forces  détermine  une  involu- 
tion  sur  chaque  côté  du  triangle  XYZ.  Dans  l'involution  sur  XY,  les 
intersections  de  s  avec  cette  ligne  sont  leurs  propres  conjugués;  les 
rayons  qui  joignent  Z  à  chacun  des  autres  points  ABGM  que  nous  con- 
naissons, déterminent  sur  XY  des  points  conjugués  aux  intersections 
avec  XY  des  polaires  correspondantes.  En  particulier,  le  rayon  MZ  dé- 
termine sur  XY  le  centre  de  l'involution.  Tous  les  demi-cercles  dont 
les  extrémités  passent  par  deux  points  conjugués,  se  coupent  en  un 
point  J,  de  la  perpendiculaire  MJ,  à  XY  et  l'on  peut  dire  que  deux  points 
conjugués  quelconques  sont  projetés  du  point  Jj  sous  un  angle  droit. 

On  peut  de  même  construire  les  involutions  à  points  doubles  qui  sont 
déterminées  sur  XZ  et  YZ.  Les  quatre  points  doubles  s'obtiennent  plus 
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simplemeni  encore,  comme  intersections  de  l'hyperbole  directrice  avec 
les  côtés. 

Pour  obtenir  les  sections  principales  de  l'ellipsoïde  des  forces,  nous 
rabattrons  leurs  plans  X(0)Y,  Y(0)Z,  Z(0)X  sur  le  plan  de  la  figure.  Dans 
ces  divers  rabattements,  le  point  (0)  viendra  se  placer  en  0,  0^  0,,  Les 
droites  qui  joignent  les  points  0  aux  points  XYZ  sont  les  axes  des  ellipses 
principales  ;  celles  qui  joignent  ces  points  aux  points  doubles  des  invo- 
lutions  sont  des  rayons  doubles  de  Tinvolution  des  forces  et  des  sections, 
Nous  avons  déterminé,  d'après  le  n°  126  (p.  483),  l'un  des  rayons  doubles 
imaginaires  dans  le  plan  X(0)Y.  C'est  le  rayon  0,(45°)  conjugué  à  la  bis- 
sectrice 0, 45',  Les  indices  45*  et  (45°)  ont  été  marqués  sur  XY  ;  \\s  sopt 
vus  du  point  J,  sous  un  angle  droit. 

Pour  déterminer  la  longueur  des  axes,  nous  avons  pris  arbitrairement 
pour  l'un  des  trois  axes,  une  force  p/  et  nous  l'avons  portée,  à  partir  des 
points  0^  et  0^ ,  dans  la  direction  du  point  Z;  par  les  extrémités  des  p'„ 
nous  avons  mené  deux  perpendiculaires  jusqu'aux  intersections  avec  les 
rayons  doubles,  et,  par  ces  intersections  et  les  points  0,  et  0^,  nous  avons 
mené  des  circonférences.  En  comparant  ces  circonférences  à  celles  de  la 
fig,  494,  on  voit  qu'elles  se  confondent  lorsqu'on  prend  le  point  S  à  l'e^ç-. 
trémité  du  diamètre  GO.  Sur  la  PU  XV,  p',  et  la  perpendiculaire  menée 
par  son  extrémité  sont  les  axes  de  coordonnées  pour  les  composantes  des 
forces  qui  agissent  sur  les  sections.  Les  longueurs  qu'il  y  a  lieu  d'ajouter 
à  p',,  pour  obtenir  les  diamètres  des  cercles,  sont  les  longueurs  p'^ et  p'^ 
des  axes,  ainsi  que  l'indique  la  figure.  Avec  ces  longueurs  d'axes,  nous 
pourrons  construire  l'ellipse  dessinée  dans  le  plan  rabattu  XO»Y,  Les 
diagonales  du  rectangle  circonscrit  à  cette  ellipse  doivent  coïncider  avec 
les  rayons  doubles  imaginaires  que  nous  avons  déjà  construits;  nous 
avons  indiqué  cette  coïncidence  pour  l'un  d'eux  0,  (4a°).  Nous  avons 
également  dessiné  le  cercle  analogue  à  celui  de  la  fig,  195.  Ce  cercle, 
décrit  avec  la  différence  p'^  —  p'y  comme  diamètre,  est  malheureusement 
trop  petit  pour  servir  aux  constructions;  mais  il  montre  clairement  l'a- 
nalogie. Sur  la  PL  XV,  la  force  p'y  et  la  tangente  menée  par  son  extré^ 
mité  à  l'ellipse,  sont  les  axes  de  coordonnées  pour  les  forces  agissant  sur 
les  sections.  La  distance  de  ce  point  à  l'extrémité  la  plus  éloignée  du 
diamètre  déterminé  dans  le  cercle,  est  égale  àp',.  Le  pôle  J  de  l'origine 
des  coordonnées,  dont  la  construction  est  indiquée  par  la  figure,  est  le 
centre  de  l'involution  des  sections  et  des  forces  ;  il  correspond  au  point 
G  de  la  fig.  195.  Nous  avons  encore  montré  (PI.  XV)  que  les  points 
déterminés' par  les  rayons  doubles  imaginaires  et  les  bissectrices  des 
axes,  sont  situés  sur  une  droite  passant  par  J  ;  les  bissectrices  passent 
par  les  extrémités  du  diamètre  perpendiculaire  à  p\. 
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Au  moyen  de  la  longueur  des  axes,  nous  pouvons  déterminer  celle 
d'un  rayon  quelconque  partant  du  point  0.  Nous  en  indiquerons  d*abord 
la  construction  pour  les  trois  rayons  p.  p^  p^ .  Rabattons  sur  le  plan 
de  Fimage,  le  plan  B(0)Z  qui  projette  p^  à  partir  de  Taxe  Z;  B.  est  le 
pied  de  la  perpendiculaire,  abaissée  de  (0)  sur  la  trace  BZ.  Si  Ton  porte, 
sur  la  perpendiculaire  menée  de  0  à  cette  ligne,  la  longueur  B,Oj,  égale 
à  la  distance  (0)Bi,  on  obtiendra  le  rabattement  0»,  du  point  (0).  Les 
axes  rabattus  de  la  section  avec  Tellipsoïde,  sont  les  droites  O^.Z  et  O^^Z^, 
Zj  étant  Tintersection  de  BZ  avec  XY.  La  longueur  du  premier  est  p\  et 
celle  du  second  p\, ,  p'^,  étant  le  rayon  de  Telllpse  O^Z*,  que  Ton  peut  dé- 
terminer facilement  dans  le  plan  XO,Y  au  moyen  des  axes  p',  et  p',,  sans 
construire  auparavant  l'ellipse  entière.  Deux  cercles,  dont  le  centre  est 
situé  en  0,,  et  dont  les  rayons  sont  égaux  à  p\  et  p'^,  permettent,  dès 
lors,  de  déterminer  la  longueur  p'^  du  rayon  dirigé  vers  le  point  B.  Nous 
avons  de  môme  rabattu  les  plans  A(0)Y  et  C(0)Y  autour  de  AY.A,  Y  et 
GYeGyY  ;  nous  obtenons  ainsi  le  rayon  p^  au  moyen  de  0.^,  et  le  rayon 
p',  au  moyen  de  0^^. 

Les  longueurs  p\  p\  p ,  ainsi  obtenues  ne  sont  pas  égales  à  celles  que 
nous  nous  étions  données  au  début  du  problème,  à  cause  de  la  valeur 
arbitraire  que  nous  avons  donnée  à  p',  ;  elles  leur  sont  simplement  pro- 
portionnelles. Cela  veut  dire  que  si  Ton  projette  les  extrémités  des  axes 
P  a  p'h  p'«  ainsi  trouvés,  parallèlement  à  0)  0.^  0^,  Oe^ ,  sur  leurs  projections 
(O)ABG,  et  si  Ton  joint  leurs  extrémités,  ces  lignes  de  jonction  doivent 
être  parallèles  aux  lignes  de  jonction  des  forces  primitives  p.p^pe-  0" 
n'aura  donc  qu'à  projeter  les  valeurs  arbitraires  pgp\p\  sur  (O)XYZ,  et 
Ton  déterminera,  au  moyen  de  parallèles,  les  vraies  longueurs  de  p,  p,  p.. 
C'est  avec  ces  dernières  que  l'on  dessinera  les  ellipses  des  plans  princi- 
paux. Cette  méthode,  qui  est  analogue  à  la  règle  de  fausse  position,  ne 
nous  a  pas  servi  dans  notre  épure.  Nous  avons  construit  les  paPbPe  avec 
les  vraies  longueurs  des  axes. 

En  projetant  les  extrémités  des  axes  sur  le  plan  de  la  figure,  on  ob- 
tient leurs  projections  p^cpyP,.  On  peut,  maintenant,  avec  les  longueurs 
des  trois  axes,  dessiner  les  ellipses  principales  rabattues,  et  notre  pro- 
blème est,  dès  lors,  résolu.  On  voit  que,  à  l'extérieur  du  cône  directeur, 
le  plus  grand  effort  que  subit  le  point  matériel  est  dirigé  suivant  (0)X  et 
égal  à  p,;  à  l'intérieur  du  cône,  cet  effort  maximum  est  égal  à  p.  et  à  la 
direction  (0)Z.  On  obtiendra  la  direction  de  la  force  qui  sollicite  une 
section  quelconque,  au  moyen  du  pôle  de  la  trace  de  cette  section  par 
rapport  à  l'hyperbole  directrice  ;  sa  grandeur  se  déterminera'  par  un  ra- 
battement, absolument  comme  celles  de  p^^e*  Toutefois,  pour  mieux  fixer 
les  idées,  nous  avons  encore  construit  les  intersections  de  l'ellipsoïde 
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avec  les  plans  des  angles  trièdres  ABG,  XYZ  et  avec  le  cône  directeur; 
enfin,  nous  avons  rabattu  les  plans  perpendiculaires  à  celui  de  la  figure, 
jqui  passent  par  X  et  par  le  pôle  du  plan  de  la  figure. 

Le  cylindre  projetant  Tellipsoïde  lui  est  tangent  suivant  le  plan  dia- 
métral conjugué  au  diamètre  0(0).  Aux  trois  plans  diamétraux  (0)  0)  XYZ 
qui  passent  par  les  axes  et  qui  contiennent  le  rayon  (0)0,  correspondent 
les  trois  rayons  e^eye',  situés  dans  un  plan  principal,  conjugués  aux 
diamètres  (0)0«0y  0.  et  dont  les  traces  sont  en  E«Ey  E,;  ils  sont  situés 
dans  le  plan  conjugué  à  (0)0,  et  Tintersection  de  ce  plan  avec  le  plan  de 
la  figure  est,  par  suite,  la  droite  E  qui  joint  les  trois  points.  On  obtiendra 
ene.e^e,,  sur  les  rayons  0)E:pEyE, ,  les  projections  des  extrémités  de 
^«^y  ^f  Les  plans  parallèles  à  (0)0)  XYZ  sont  tangents  à  Tellipsoïde  en 
ces  extrémités,  et  par  suite,  les  tangentes  à  Fellipse  qui  forme  le  contour 
apparent  sont,  aux  points  e^eye.,  parallèles  à  0)XYZ.  Nous  connaissons 
maintenantsixpoints,  situéssur  trois  diamètres, ainsi  queleurs  tangentes, 
et  ces  éléments  sont  plus  que  suffisants  pour  dessiner  le  contour  apparent. 

La  projection  de  chaque  plan  diamétral  touche  celle  de  Tellipsoïde  à 
l'extrémité  du  rayon  ou  diamètre  mené  par  0,  qui  passe  par  Tintersec- 
tion  de  la  trace  du  plan  diamétral  avec  la  ligne  Ë.  Les  parallèles  menées 
dans  les  deux  ellipses,  celle  du  contour  et  celle  du  plan  diamétral,  à 
leur  tangente  commune,  seront  donc  coupées  par  ces  ellipses  en  seg- 
ments proportionnels.  Nous  nous  sommes  servis  de  cette  propriété  pour 
dessiner  les  six  ellipses  que  déterminent  les  sections  (0)  XYZ  et  (0)  ABC. 
Chacune  des  trois  ellipses  (0)  XYZ  passe  par  deux  des  points  p,  py  p,  et 
touche  la  projection  de  Tellipsoïde  aux  extrémités  des  diamètres  e«  e,  ou 
e..  Les  tangentes  en  ces  extrémités  étant  parallèles  à  0)  XYZ ,  nous  avons 
mené  tout  d'abord  deux  parallèles  à  ces  lignes  par  les  deux  points  pj^Py 
ou  p,  qui  sont  situés  sur  Tellipse  cherchée  ;  nous  avons  ensuite  déterminé  le 
rapport  de  réduction  des  segments  compris  entre  ces  ellipses  et  le  dia- 
mètre et  nous  avons  enfin  réduit,  d'après  ce  rapport,  une  série  d'autres 
ordonnées.  Cette  construction  a  été  répétée  identiquement  pour  les  trois 
ellipses  des  trois  sections  0)  A  B  C  ;  seulement,  il  a  fallu  d'abord  dessiner 
les  tangentes  communes  aux  points  de  contact^  tangentes  qui  n'étaient 
pas  connues  à  priori. 

Pour  mener  facilement  des  plans  quelconques  par  la  droite  (0)0,  il  est 
nécessaire  de  connaître  la  longueur  du  rayon  p'^  de  l'ellipsoïde  suivant 
cette  droite;  nous  obtenons  cette  longueur,  comme  nous  avons  trouvé 
précédemment  p'.  p'^pe*  en  rabattant  le  plan  (0)0Z.  Nous  avons  construit 
p'^,  dans  le  plan  principal  0,XY„  puis  rabattu  (0)QZ;  le  point  0^  se 
rabat  évidemment  sur  le  cercle  de  distance  r;  la  longueur  cherchée  p^ 
s'obtient  alors  au  moyen  de  p,  et  de  p^..  Dans  toutes  les  sections  passant 
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par  (0)0,  ce  demi-diamètre  est  conjugué  à  celui  qui  se  trouve  dans  le 
plan  E,  puisque  ce  dernier  est  conjugué  au  rayon  (0)0. 

Les  deux  diamètres  conjugués  ainsi  déterminés  permettent  de  dessi- 
ner toutes  les  ellipses  passant  par  (0)0,  sans  revenir  aux  plans  princi- 
paux. Nous  allons,  au  moyen  de  cette  méthode  rapide,  rabattre  le  plan 
qui  contient  le  diamètre  conjugué  au  plan  de  la  figure,  et  qui  renferme, 
par  suite,  le  point  le  plus  haut  et  le  point  le  plus  bas  de  Tellipsoïde. 

Ce  diamètre  passe  par  le  point  oo,  pôle  de  la  droite  à  Tinfini  du  plan 
de  la  ligure,  par  rapport  au  système  polaire  déterminé  par  Tellipsoïde. 
Le  point  c/i  est  situé  à  l'intersection  des  trois  droites  joignant  XYZ 
aux  centres  M^^M^M,  des  involutions  qui  sont  déterminées  sur  les  côtés 
opposés.  Dans  le  rabattement,  le  point  (0)  vient  en  0„,  sur  Tintersec- 
tion  d'une  perpendiculaire  à  Ocx»  avec  le  cercle  de  distance  ;  et  c'est  sur 
celte  perpendiculaire  que  nous  portons  p^ ,  vers  le  point  0.  La  droite  qui 
joint  0^  à  l'intersection  E„  de  la  trace  Ooo  et  de  E  est  le  diamètre  con- 
jugué  à  p^;  ses  extrémités  sont  situées  au-dessus  des  extrémités  du  dia* 
mètre  Occ*  du  contour  apparent,  sur  des  normales  à  ce  diamètre.  Les 
deux  diamètres  conjugués  que  nous  venons  d'obtenir,  permettent  de 
dessiner  l'ellipse.  Le  point  le  plus  haut  et  le  plus  bas  se  trouvent  sur  la 
ligne  O^oo,  et  sont  les  extrémités  du  diamètre  conjugué  au  diamètre  pa- 
rallèle au  plan  de  la  figure  ou  à  celui  qui  est  parallèle  à  Ooo.  Ce  dernier 
diamètre,  appartenant  à  un  plan  parallèle  au  plan  de  la  figure,  est  con- 
jugué au  diamètre  parallèle  à  E  dans  la  projection  de  l'ellipsoïde.  Nous 
n'avons  pas  dessiné  l'ellipse  parallèle  au  plan  de  la  figure,  parce  qu'elle 
aurait  compliqué  les  constructions,  qui  sont  déjà  trop  chargées.  Les 
sections  principales  donnent  une  idée  très  nette  de  l'ellipsoïde  ;  mais  la 
dernière  ellipse  que  nous  avons  dessinée  en  représente  mieux  la  position 
par  rapport  au  plan  de  la  figure. 

L'intersection  de  l'ellipsoïde  avec  le  plan  de  la  figure  sert  également  à 
en  bien  indiquer  la  forme.  Nous  en  connaissons  le  centre  co,  les  deux 
points  d'intersection  avec  chacun  des  plans  (0)AB,  BG,  XY,  XZ,  Oor-., 
c'est-à-dire  dix  points,  et  en  tout  vingt  points  en  tenant  conipte  du  cen- 
tre. L'ellipse  pourra  donc  être  dessinée  très  exactement. 

Outre  cette  ellipse,  nous  avons  encore  représenté  les  traces  des  faces 
du  trièdre  et  du  cône  directeur  sur  le  plan  de  la  figure.  Supposons 
que  ce  plan  soit  horizontal,  et  que  la  partie  inférieure  de  l'ellipsoïde 
soit  remplie  d'eau;  la  surface  de  l'eau  figurera  deux  petits  lacs  limités 
par  l'ellipse,  et  d'un  côté  par  l'hyperbole,  de  l'autre  par  les  traces  du 
trièdre.  Le  point  le  plus  profond  est  donné  par  l'ellipse  dessinée  précé- 
demment dans  le  plan  vertical  Ocr^.  Nous  avons  fortement  marqué  ce 
point  dans  le  dessin. 


CONSTRUCTION  DE   L'ELLIPSOÏDE  DES   FORCES  PROPORTIONNELLES.  5ii 

11  nous  reste  à  chercher  rintersection  du  cône  directeur  avec  Tellip- 
soïde.  Chacune  de  ces  surfaces  est  divisée  par  les  huit  trièdres  que  for- 
ment les  plans  principaux,  en  parties  égales  ou  symétriques  ;  il  faudra 
donc  que  Tinterseclion  cherchée  se  compose  aussi  de  huit  parties  égales 
on  symétriques;  il  faudra  aussi,  à  cause  de  cette  égalité  ou  symétrie, 
que  chaque  rayon  projetant  la  courbe,  parallèlement  à  Tun  des  axes, 
sur  le  plan  principal  conjugué  à  cet  axe,  contienne  deux  points  de  cette 
courbe.  Gomme  elle  est  du  4*  degré  et  que  les  cônes  qui  projettent  ces 
courbes,  de  telle  manière  que  chaque  rayon  en  contienne  deux  points, 
sont  des  cônes  du  second  degré,  les  projections  de  rintersection  cher- 
chée sur  les  plans  principaux  seront  des  coniques.  A  cause  de  cette 
même  symétrie,  les  axes  p^Py?»  des  plans  principaux  seront  les  axes  de 
ces  coniques.  Le  sommet  du  cône  directeur  se  trouvant  à  Tintérieur  de 
l'ellipsoïde,  la  courbe  sera  divisée  en  deux  anneaux  séparés,  par  les  mi- 
lieux desquels  passera  Taxe  OZ.  La  projection  de  ces  deux  anneaux  sur 
le  plan  XO,Y  forme  une  ellipse  entière.  Les  longueurs  des  axes  0,1  =  0,5 
s*obtiennent  comme  ordonnées  des  intersections  des  rayons  doubles 
avec  l'ellipse  de  projection,  dans  le  plan  XO^Z,  où  Ton  peut  directement 
les  mesurer;  dans  le  plan  YO^Z,  les  projections  se  font  sur  Taxe  O.Z. 
Les  longueurs  des  axes  0,3  =  0,7  s'obtiennent  de  môme,  comme  ordon- 
nées y  des  intersections  des  deux  rayons  doubles  avec  l'ellipse  de  pro- 
jection, dans  le  plan  YO^^Z;  dans  le  plan  XO^Z  les  projections  se  font 
sur  l'axe  O^Z.  Nous  connaissons  maintenant  les  deux  axes  de  l'ellipse 
0,;  dans  l'hyperbole  0^,  nous  connaissons  un  axe  Oy(3  7)  et  les  deux 
points  1  et  5,  et  enfin  dans  l'ellipse  0^,,  Taxe  0.  (1 8)  et  les  deux  points  3  7. 
Les  trois  coniques  sont  par  suite  déterminées. 

Il  est  facile  de  trouver  les  projections  correspondantes  d'un  même 
point;  soit  en  effet,  un  point  quelconque  2  sur  XO,Y;  l'abscisse  x,  de 
ce  point  dans  le  plan  XO^Z  et  l'ordonnée  y,,  dans  le  plan  YO^Z,  déter- 
minent sur  les  deux  anneaux,  deux  points  qui  ont  le  même  «,,  ce  qui 
permet  de  trouver  les  deux  autres  projections  des  deux  points  qui  sont 
situés  au*dessus  de  2,  dans  XO,Y.  Si  Ton  ne  tient  pas  compte  des 
signes  et  que  Ton  choisisse  une  ordonnée  quelconque,  un  point  de  cette 
ordonnée  se  trouvera  dans  chacun  des  huit  trièdres  que  forment  les 
plans  de  coordonnées;  et,  à  cause  de  l'égalité  ou  de  la  symétrie  des 
parties  de  la  courbe  dans  chaque  trièdre,  les  projections  de  ces  quatre 
points  2468,  répétés  deux  fois,  forment  des  rectangles  dans  chaque  plan 
principal.  Nous  avons  dessiné  ces  rectangles  autant  que  les  limites  de 
notre  dessin  nous  le  permettaient.  Dans  l'espace,  les  points  forment  le 
parallélipipède  rectangle  2  46824'  6'  8'. 

Les  projections  des  points  de  la  courbe  sur  le  plan  de  la  figure,  s'ob- 


Ôi2  ÉLÉMENTS  DE  LA  THÉORIE   DE  L'ÉLASTICITÉ. 

tiennent  très  exactement  au  moyen  des  trois  lignes  projetantes,  pa- 
rallèles à  0)XYZ,  pour  chaque  plan  principal.  Nous  avons  indiqué  en 
traits  pointillés  les  ligues  projetant  les  points  pairs,  comme  étant  les 
côtés  du  parallélipipède.  Les  rayons  15  se  trouvent  en  outre  sur  un 
rayon  projetant  parallèle  à  OX,  et  les  points  37  sur  un  rayon  parallèle 
à  OY.  Gomme  points  particuliers,  très  utiles  pour  dessiner  la  courbe, 
nous  avons  les  douze  points  situés  sur  les  six  rayons  projetants,  dont 
deux  touchent  chacune  des  projections  de  la  courbe  sur  les  plans  prin- 
cipaux. La  courbe  est  projetée,  dans  la  figure,  suivant  les  mêmes  rayons, 
de  sorte  que  nous  trouverons  non  seulement  les  points  correspondants, 
mais  encore  leurs  tangentes.  Nous,  en  avons  indiqué  quelques-uns,  en 
employant  la  méthode  générale  pour  les  construire. 

Nous  devons  encore  signaler,  comme  points  particuliers,  les  quatre 
points  où  la  courbe  touche  la  projection  de  Tellipsoîde;  ils  sont  situés 
sur  les  deux  rayons,  joignant  le  point  0  aux  intersections  de  Thyperbole 
directrice  avec  la  ligne  E.  Nous  avons,  de  plus,  les  quatre  points  situés 
sur  les  tangentes  menées  du  point  0  à  Thyperbole  directrice,  les  tan- 
gentes en  ces  points  étant  aussi  tangentes  à  la  courbe  d'intersection. 
Nous  n'avons  pu  indiquer  que  celui  qui  se  trouve  entre  3  et  4,  puisque 
le  rayon  compris  entre  7  et  8  se  confond  avec  la  génératrice  du  cône 
située  dans  le  plan  (0)AC.  Pour  obtenir  en  général  un  point  de  la  courbe 
d'intersection  sur  une  génératrice  du  cône  directeur,  donnée  par  sa 
trace  sur  l'hyperbole  s ,  on  projettera  la  trace  donnée^  à  partir  des 
points  XYZ,  sur  les  côtés  opposés  XYZ ,  on  joindra  les  points  obtenus 
à  0^,;  ces  lignes  de  jonction  seront  les  projections  de  la  génératrice 
donnée  sur  les  plans  principaux,  elles  couperont  par  suite  le  point 
cherché,  sur  les  projections  de  la  courbe  d'intersection.  Nous  n'âVons  pas 
indiqué  cette  construction  dans  notre  dessin,  puisqu'une  trace  des  tan- 
gentes est  située  bien  en  dehors  des  limites  de  l'épure,  et  que  l'autre 
tombe  entre  les  points  1  et  8,  qui  sont  déjà  trop  rapprochés  pour  per- 
mettre la  détermination  d'un  point  entre  eux.  La  courbe  une  fois  des- 
sinée, la  longueur  de  chaque  rayon  passant  par  0  sera  la  projection  de 
celle  du  rayon  correspondant  de  (0),  prise  entre  le  plan  de  l'image  et 
Tellipsoïde.  En  projetant  en  particulier,  à  partir  du  point  (0)  sur  l'hy- 
perbole, les  huit  points  24682'4'6'8'  du  parallélipipède,  on  obtiendra 
sur  chaque  rayon  de  0  deux  points  opposés  26',  48',  62',  84';  ces 
rayons  ne  déterminent  par  suite  que  quatre  points  de  l'hyperbole,  les 
points  2'^4''6"8".  Les  droites  de  jonction  de  deux  de  ces  points  passent 
par  l'un  des  points  XY  on  Z ,  puisque  ces  droites  peuvent  être  consi- 
dérées comme  les  traces  de  plans,  passant  par  deux  arêtes  opposées  du 
parallélipipède,  plans  qui  contiennent  aussi  l'axe  parallèle  à  ces  arêtes. 
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2''  et  8"  sont  les  seuls  qui  soient  situés  dans  les  limites  de  Tépure  ;  la 
droite  qui  les  joint  passe  par  Y.  La  réciproque  de  cette  proposition  étant 
également  vraie,  il  en  résulte  que  les  sommets  de  chaque  rectangle 
inscrit  dans  Thyperbole,  et  dont  le  triangle  polaire  coïncide  avec  XYZ, 
peuvent  être  considérés  comme  les  projections  de  huit  points  symé* 
triques  de  la  courbe  d'intersection. 


131.   DÉTERMINATION  DU  SYSTÈME    DE  SECTIONS    ET   DE   FORGES   CONJUGUÉES. 

COURBES  DE  PRESSION  ET  DE  TENSION. 

Nous  nous  sommes  donné,  dans  le  numéro  précédent,  un  trièdre  tel 
que  ses  arêtes  soient  conjuguées  aux  faces  opposées,  et  nous  avons,  au 
moyen  de  ce  trièdre,  déterminé  les  efforts  auxquels  le  point  matériel, 
sommet  du  trièdre,  était  soumis.  Ge  cas  était  le  cas  général,  puisque 
nous  pouvions  choisir  comme  arêtes  les  directions  de  trois  forces  quel- 
conques, il  est  aussi  le  plus  instructif,  puisqu'il  permet,  par  la  compo- 
sition des  forces,  de  déterminer  le  système  polaire  réciproque  des  forces 
et  des  sections.  Le  problème  cependant  ne  se  présente  pas  ainsi  dans  la 
pratique  ;  les  sections  et  les  forces  qui  agissent  sur  ces  sections,  sont 
quelconques,  et  il  s'agit,  avec  ces  données,  de  construire  l'ellipsoïde. 
Nous  allons  montrer  comment  les  différents  cas  possibles  peuvent  se 
ramener  à  celui  que  nous  avons  étudié  (PI.  XV). 

Nous  admettrons  a  priori  que  le  système  polaire  des  forces  et  des  sec- 
tions détermine  les  rapports  des  dimensions  de  l'ellipsoïde,  nous  ne 
pourrons  plus,  dès  lors,  prendre  à  volonté  que  l'une  des  trois  forces;  ce 
choix  fixera  les  dimensions  de  l'ellipsoïde. 

Supposons  que  Ton  donne  trois  plans  sécants  ;  les  directions  des  forces 
qui  sollicitent  ces  plans  ne  sont  pas  arbitraires,  et  il  faut  que  le  trièdre 
des  plans  soit  perspectif  à  celui  des  forces,  afin  de  former  un  système 
polaire.  Soient  ABC  les  trois  plans;  nous  pouvons  prendre,  pour  les 
forces  qui  sollicitent  A  etB,  deux  directions  quelconques  a  et  6;  la  force 
qui  sollicite  G  devra  être  choisie  de  manière  que  les  plans  a(BG),  b{CA) 
et  c(AB)  se  coupent  suivant  un  rayon  s  de  la  gerbe,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  que  les  intersections  des  plans  (a6)G,  (bc)k  et  {ca)B  soient  si* 
tuées  dans  un  même  plan  S.  La  droite  c  doit  donc  être  prise  dans  le 
plan  «(AB)  ;  cela  posé,  les  quatre  pôles  sabc  et  leurs  polaires  SABG  dé* 
terminent,  d'après  les  règles  de  la  géométrie  de  position,  un  système 
polaire  avec  ou  sans  courbe  directrice,  et  ce  système  pourrait  être 
construit  exactement  comme  celui  du  numéro  précédent,  au  moyen  d'un 
triangle  polaire  et  du  centre  du  système.  L'ellipsoïde  est,  dès  lors,  dé- 
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terminé  par  le  système  polaire,  pourvu  que  Ton  se  donne  encore  une 
dimension,  c'est-à-dire  une  force.  On  arrive  encore  au  même  résultat, 
en  décomposant  la  force  primitivement  choisie,  suivant  les  arêtes  de 
ABC,  et  en  choisissant  les  deux  autres  forces  de  telle  manière  que  leurs 
composantes  satisfassent  aux  conditions  du  n*  129  (p.  496).  Nous  nous 
contentons  ici  d'indiquer  Tidentité  de  ces  deux  moyens  d'opérer,  sans 
nous  y  arrêter  plus  longtemps.  Le  cas  que  nous  avons  indiqué  en  dernier 
lieu  est  d'ailleurs  celui  qui  se  présente  le  plus  souvent  dans  la  pratique. 

Celui  qui  va  suivre  est  presque  identique  à  celui  de  la  PI.  XV.  Suppo- 
sons que  l'on  donne  arbitrairement  les  directions  et  les  grandeurs  des 
forces,  sollicitant  deux  sections  planes  A  et  B,  nous  pourrons  encore 
prendre,  à  volonté,  la  grandeur  de  la  force  qui  agit  suivant  l'intersection 
c  .de  AB  sur  le  plan  ab  =  C.  En  effet,  d'après  le  n*  126,  l'involution  des 
forces  et  des  sections,  et  par  suite  l'ellipse  centrale,  est  complètement 
déterminée,  dans  le  plan  C,  par  les  traces  de  A  et  B  sur  ce  plan  et  par  les 
forces  a  et  6  qui  les  sollicitent;  nous  pourrons  donc  trouver  deux  plans 
conjugués  A'  et  B',  tels  que  a  soit  situé  dans  B'  et  b'  dans  A',  a  et  b'  ayant 
des  grandeurs  connues.  Si  maintenant  l'on  prend,  dans  l'intersection  de 
A',  B'  ou  de  A,  B  une  force  c  agissant  sur  ab  ou  db\  le  problème  est  ra- 
mené à  celui  de  la  PI.  XV.  En  général,  si  l'on  connaît,  soit  d'après  les 
données  précédentes,  soit  d'une  manière  quelconque,  l'involution  des 
forces  et  des  sections  dans  un  des  plans  d'une  gerbe,  et  la  force  qui  sol- 
licite ce  plan,  il  est  permis  de  choisir  arbitrairement  la  force  qui  sollicite 
un  second  plan  quelconque,  pourvu  que  le  plan  des  deux  forces  coupe 
le  premier  plan  donné  suivant  le  rayon  conjugué  aux  deux  plans. 

Nous  n'examinerons  pas  le  cas  où  le  système  polaire  réciproque  est 
donné  par  un  polyèdre  à  cinq  faces,  dans  lequel  chaque  arête  corres- 
pond à  la  face  opposée,  parce  qu'il  n'arrive,  pour  ainsi  dire  jamais, 
qu'on  ait  à  en  faire  usage. 

Si  l'on  connaissait  pour  tous  les  points  d'un  corps  le  système  polaire 
des  sections  et  des  forces,  on  pourrait,  comme  nous  l'avons  indiqué 
pour  une  figure  plane  (n^  127,  p.  486),  représenter  les  directions  des 
forces  dans  l'intérieur  du  corps.  Supposons  connues,  pour  un  point  ma- 
tériel, les  trois  directions  des  axes.  Supposons  que  l'effort  auquel  est 
soumis  le  corps,  suivant  Tun  des  axes,  soit  de  sens  contraire  de  celui  qu'il 
subit  suivant  les  deux  autres;  prenons  sur  ces  deux  axes,  à  une  distance 
finie,  mais  très  petite,  quatre  nouveaux  points  pour  lesquels  nous  con- 
struirons de  nouveau  les  axes  ;  ces  derniers  nous  donneront  huit  nou- 
veaux points  qui  ne  seront  pas  dans  le  môme  plan  que  les  quatre  pre- 
miers ;  au  moyen  de  ces  huit  points,  nous  en  construirons  douze,  en  con- 
tinuant de  la  sorte,  etc.  Supposons  maintenant  que  l'espace  soit  rempli 
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entre  quatre  de  ces  points  au  moyen  de  surfaces  gauches,  nous  aurons 
obtenu  une  surface  gauche,  couverte  d'un  réseau  de  trajectoires  qui  se 
coupent  à  angle  droit  et  à  Tintersection  desquelles  spnt  tracées  des  nor- 
males à  la  surface.  Au-dessus  et  au-dessous  de  cette  surface  nous  pour- 
rons en  construire  deux  autres,  et  ainsi  de  suite;  et  nous  obtiendrons, 
comme  résultat  final  de  notre  opération,  une  gerbe  de  lignes,  traversant 
le  corps  et  coupant  normalement  les  surfaces  étagées.  Suivant  ces  lignes, 
les  efforts  que  subit  le  corps  sont  des  maximums  et  ont  tous  le  même 
sens.  Suivant  les  surfaces,  ils  ont  soit  des  sens  différents,  soit  les  mêmes 
sens,  suivant  la  manière  dont  est  sollicité  le  corps.  On  peut  encore  indi- 
quer, dans  ces  surfaces,  les  efforts  maximums  ou  minimums  au  moyen 
d'un  réseau  de  lignes.  Si  Ton  marque  enfin,  pour  chacun  des  points  de 
la  construction,  la  grandeur  des  forces  qui  sollicitent  ce  point  suivant 
les  trois  directions,  les  efforts  que  subit  la  matière  du  corps  seront  en- 
tièrement représentés. 

Cette  représentation  est  malheureusement  impraticable.  L'exécution 
du  dessin  du  numéro  précédent  a  coûté  beaucoup  de  peine,  et  relative- 
ment beaucoup  de  temps;  elle  serait  très  longue,  alors  même  que  Ton 
ne  chercherait  que  les  axes  de  Tellipsoïde;  un  travail  pareil,  répété  pour 
cent  points  par  exemple,  ce  qui  serait  encore  insuffisant,  absorberait 
plus  de  temps  et  d'efforts  qu'il  n'est  loisible  d'en  consacrer  à  un  projet 
quelconque.  Par  suite,  on  se  bornera  à  déterminer  les  courbes  de  pres- 
sion et  de  tension  dans  plusieurs  plans  de  profils. 


132.   FORMULES  DONNANT  LES  FORCES  PROPORTIONNELLES  A   DES  SURFACES. 


Nous  déterminerons,  comme  au  n»  129,  les  forces  qui  agissent  sur  les  plans  ABC 
{fig.  196,  p.  497)  au  moyen  de  celles  qui  agissent  sur  les  trois  tàcea  AOB,  BOC  et 
COA.  Prenons  ces  trois  plans  comme  plans  do  coordonnées,  et  supposons  comme 
précédenunent  ; 

les  coordonnées  des  plans  ABC  égales  à^T^Ç, 

les  cosinus  des  angles  que  font  les  axes  de  coordonnées^  égaux  à  (Ojoy^coj, 

leurs  sinus  égaux  à  iù\iù\iû'^'^ 

et  enfin  les  forces  qui  agissent,  par  unité  de  surface,  sur  un  plan  g  de  coordonnées 
égale.à-f  ^etjî. 

ta  g    iÙ  g  fÙ  g 

Les  forces  totales  agissant  sur  une  surface  g  seront,  par  suite,  et  diaprés  le 
n»  129  (p.  496)  : 

^'-2^'      ^"~2ÏÏê:'      ^*'"2U»' 
^t^  étant  une  combinaison  quelconque  de  123  et  ^tUU  étant  identiques  à  Ç^  t^,  Ç. 
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Soient  XYZ,  ou,  par  unité  de  surface  xi2r>  les  composantes  agissant  sur  la  sur- 
face F4  =  ABC  parallèlement  aux  axes  de  coordonnées.  On  aura  évidemment  : 


X  =  F4X  = 
La  surface  F4  donnée  par  la  formule 


Pi 


^is 


it 


+  ^:  +  s?r 


2t,Ç   •   2«   '    2Çr. 


On  a  pai*  suite  : 


Eo  posant  : 


1  cd,  w,  Ç     =  S*. 

Ci)|     1    (i>|   Y^ 
(i>|  Ci>|    1    ( 

Si  =(ri,$  +  p2ii  +<Tjj;, 


8  = 


pi      »ii  ffi8 
*S1   Pî     *f» 

*»i  *»î  Pi 


et  représentant  les  déterminants  mineurs  de  8  par  6<A  =  $Af,  on  aura,  d'après  les 
formules  précédentes  : 

6Ç:I  =  8hx  +  «„i  +  «8iS. 
8u:I  =  6„x  +  e„i  +  «„&, 

La  substitution  de  ces  valeurs  de  ÇiiÇ,  dans  Téquation  ti?  +  nv  +  C'  =  0  du  plan 
mené  par  l'origine  parallèlement  à  ÂBC,  nous  donnera  Téquation  du  plan  con*es- 
pondant  à  la  direction  xt^  : 

Cette  équation  est  évidemment  l'équation  polaire  du  cône  : 

Ô,,a;«  +  2ôt,xy  +  «„y«  +  gô^arz  +  2e„yz  +  6„zt  =  0. 

Pour  exprimer  que  les  éléments  conjugués  dans  ce  cône  sont  rectangulaires,  nous 
identifierons  Téquation  polaire  : 

(ô,,a;  +  8tjy  -h  8„s)x'  +  fi^^x  +  6„y  +  ÔjjZ^y  +  (6,4.1;  +  6„y  +  Ô„»)x'  =  0, 

à  celle  d'un  plan  perpendiculaire  à  la  dix)ite  qui  joint  Torigine  au  point  xyz,  c'est- 
à-dire  : 

(«  +  wjV  +  iûiZ)x'  +  {tù^x  -f-  y  +  Cl),  2)y'  +  (wjo;  +  M,y  +  2)5'  ±=  0, 

et  nous  aurons,  en  désignant  par  X  la  constante  d'identification  : 

(Ô,tX  +  ôt,y  +  8,,î)X=sa;     +W8y  +  «,s, 
(ô,,a;  +  8,,y  +  6,,2)X  =  ci),a?-{-y     +Wi2, 

Pour  que  ces  trois  équations  aient  lieu  en  même  temps,  il  faut  que  l'on  ait  : 

ÔiiX  —   1 ,     ÔjjX  —  (01,     6j,X  —  (D,     =0. 
ÔjjX  —  cd|,     ÔjjX  —   1 ,     ÔJ3X  —  ci>| 
«5iX  —  cû„     ^,X  —  o>,,     «|,X  —   1 

Ce  déterminant  étant  du  ti*oisième  degré  par  rapport  à  X,  nous  ne  pourrons  trouver 
pour  cette  constante  que  trois  valeurs  satisfaisant  aux  trois  équations.  On  peut  dé' 
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montrer  qu'elles  8ont  toujours  réelles,  et  les  trouver  en  résolyant  l'équation  diaprés 
les  méthodes  ordinaires. 

En  substituant  Tune  des  valeurs  trouvées  dans  le  déterminant,  les  coordonnées 
des  axes  seront  entre  elles  comme  les  déterminants  mineurs  d*une  ligne  ou  d*une 
colonne. 

Ces  calculs  sont  faciles  à  effectuer  pour  des  valeurs  particulières  de  6ajk,  mais 
n^ont  pas  encore  été  faits,  à  notre  connaissance,  pour  le  cas  général. 

On  obtiendra  les  relations  qui  lient  xt^,  c'est-à-dire  Péquation  de  Tellipsoïde 
des  forces,  en  substituant  dans  le  déterminant  £*  les  valeurs  trouvées  précédem- 
ment pour  ifil.  Il  viendra  : 


Ô«=  — 


1 

««^ 

w. 

«II*  H-  «ist  +  «,8& 

«^ 

1 

«t 

«itx  +  8jît  +  Ô,8& 

Wj 

w, 

1 

^ii^   +   ^J8l  +   ^S& 

ix  +  «ist. 

^81^   4-   S,5l, 

^i*   +   Ôsjt, 

0 

+  «laSr, 

+  «233r, 

+  8„2r. 

Les  coordonnées  de  deux  plans  perpendiculaires  l'un  à  4'autre  satisfont  à  la  re- 
lation : 

0  =      1   (i>3  coj  Ç 

<ûs   1    «0,  Tl 

Cl),  COi     1      ^ 

V    ri'  C  0 

En  substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  trouvées  précédemment  pour  ^t,C 
en  fonction  de  xi^  et  celles  de  Ç'V^'  en  fonction  de  x'i'y,  on  obtiendra  l'équation 
polaire  des  plans  diamétraux  et  des  diamètres  conjugués  dans  Tellipsoïde  des 
forces.  Il  en  résulte  qu'à  des  sections  ou  directions  rectangulaires  correspondent 
des  points  à  rinfini^  qui  sont  conjugués  dans  Tellipsoïde  des  forces. 

On  peut  en  conclure  que  le  cône  et  relUpsoïde  ont  les  mêmes  axes,  puisque  les 
axes  du  cône  sont  aussi  conjugués  dans  Tellipsoïde.  Comme  les  trois  plans  qu'ils 
forment  sont  rectangulaires  entre  eux,  les  axes  qui  leur  sont  opposés  sont  aussi 
conjugués  dans  Tellipsoïdc,  et  sont  aussi  les  axes  de  cet  ellipsoïde,  comme  étant  dee 
diamètres  conjugués  rectangulaires.  On  voit  que  l'équation  trouvée  plus  haut  pour 
X  détermine  aussi  les  axes  de  l'ellipsoïde. 

Supposons  maintenant  que  les  trois  plans  dont  nous  sommes  partis  et  que  nous 
avons  pris  comme  plans  de  coordonnées  soient  conjugués  dans  le  système  polaire 
des  forces  et  des  sections,  toutes  les  foix^es  9  seront  alors  nulles,  d'après  ce  que 
nous  avons  dit  (n»  129,  p.  496).  Par  suite  : 

^  =  Pipfpt;    3ii  =  ptp8;    Ô2t=p8pi;    ^9  =  piPî;    5u  =  5î8  =  ^i  =  o, 


et  réquation  du  cône  directeur  se  réduit  à  : 


Pi        Pi      .  P» 

« 

Les  p  ont  les  mêmes  signes  ou  des  signes  différents,  suivant  qu'ils  représentent 
pour  le  point  matériel  des  efforts  de  même  nature  ou  de  nature  différente.  Lorsque 
le  point  matériel  est  soumis,  suivant  les  trois  directions,  à  des  efforts  de  même  na- 
ture, il  n'existe  pas  de  valeur  réelle  pour  xij  ou  z  qui  satisfasse  à  l'équation  précé- 
dente; le  cône  directeur  est  donc  imaginaire  bien  que,  dans  l'équation  polaii^edece 
cône,  un  plan  réel  soit  conjugué  à  un  point  réel  et  réciproquement. 

Lorsque  les  p  n'ont  pas  tous  le  même  signe,  un  seul  d'entre  eux  sera  contraire 


5i8 
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aux  deux  autres.  Nous  avons  affecté  de  ce  sif^ne  la  force  ap^issant  suivant  Taxe  den 
s,  comme  nous  Pavons  indiqué  par  le  signe  inférieur  du  dernier  terme  dans  Téqua- 
tion  du  cône.  Dans  ce  cas,  ce  cône  sera  réel,  et  toutes  les  propositions  énoncées 
(n*  129,  p.  496)  concernant  tes  sections  et  les  forces  conjuguées  seront  applicables. 
L'équation  en  X  qui  donne  les  axes  du  cône  et  de  Tellipsoïde  se  réduit  à^ 

=  0, 


-   P«P8^ 

«, 

«1 

"8 

1  —  PaPi\ 

«1 

«t 

«1 

1  —  PiPî^ 

et  celle  de  Pellipsoïde  des  forces  à  : 


1  CO3        fa>2       — 

Pi 

01,      1       co,     - 

Pî 

0 


(0{         Ct>| 


X 

Pi 


t 

Pt 


3 


Cette  équation  peut  s'écrire  encore,  en  désignant  par  iùik  les  déterminants  mi- 
neurs du  sinus  de  l'angle  solide  : 


X^  XI 

Pi  Pi  P» 


-h  cojî  —  -u  2w|j  -^=^  +  ?«•> 


x2r^ 
PiPs 


i2r  ^        y 


PsPi 


P's 


En  supposaat  enfla  que  les  trois  nxcs  conjugué?  soient  rectangulaires,  tous  les 
iùf  et  les  tùik  seront  nuls;  les  ton  avec  les  mêmes  indices  seront  égaux  à  1,  et  lois 
équations  du  cône  et  de  rellipsoïdc  seront  : 

X*       t/*       j' 

-  +  -  ±  -  =  0, 

Pi        Ps       Pi 

X«  l«  ^« 

P'i      9\      pS 

En  égalant  à  zéro  dans  ces  équations,  Tune  des  coordonnées  courantes,  on  ob- 
tiendra celles  que  nous  avons  trouvées  (n«  128,  p.  493).  On  voit  que  dans  les  plans 
principaux  il  existe  entre  les  sections  et  les  forces  conjuguées  les  mêmes  relations 
que  dans  un  système  plan.  Les  éléments  conjugués  peuvent  être  construits  au 
moyen  des  cercles  du  n"  127  (p.  i^  ot  suivantes\ 

Des  plans  ne  contenant  qu'un  axe  ne  jouissent  pas  toutefois  de  cette  propriété. 
Posons,  en  effet,  .y=Tj'  et  i  =  tx;  les  équations  du  cône  et  de  Tellipsoïde  devien- 
dront: 


et 


Or 


\p*i       P%/ 


est  pas  le  carré  de 


\pi   p«/     pj 

\p'.     p'J      P'. 


par  suite  les  propositions  trouvées 


pour  le  plan,  et  les  constructions  au  moyen  du  cercle  ne  sont  plus  applicables,  ce 
qui  concorde  avec  ce  que  noua  avons  dit  (u"  129,  p.  496). 
L*intei*section  du  cône  avec  l'ellipsoïde  ne  peut  naturellement  être  réelle  que 
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lorsque  ce  cône  est  réel.  Dans  ce  cas,  les  trois  projections  de  Tintersection  seront  : 

\Pl        P»/ Pi       \Pi       Ps/Pj 
\Pi       Pî/Pi       \P8       Pj/Ps 

^Pi       P1/P2       \Pi       Pî/F» 

De  ces  trois  projections,  la  première  est  toujours  une  ellipse,  et  des  deux  autres, 
Tune  est  une  ellipse  et  l'autre  une  hyperbole,  quoique  la  courbe  d'intersection  elle- 
même  soit  du  quatrième  degré.  Cette  propriété  nous  a  permis  d'effectuer  d'une 
manière  assez  simple  la  construction  de  la  courbe  de  la  PI.  XV,  Toir  n*  130  (p.  511). 
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CHAPITRE  II 

FIBRE  MOYENNE 


133.   DE  LA  FIBRE  MOYENNE   EN  GÉNÉRAL. 

La  théorie  de  rélasticité  sert  surtout;  dans  les  calculs  de  construction, 
à  déterminer  les  forces  qui  sollicitent  une  poutre,  lorsque  les  conditions 
d'équilibre  ne  sont  pas  indiquées  à  pnori.  Soit,  par  exemple,  une  poutre 
chargée  d*une  manière  quelconque  et  reposant  sur  deux  points  d*appuis 
qui  ne  peuvent  résister  que  dans  le  sens  vertical;  les  charges  qui  agis- 
sent sur  la  poutre,  ne  pourront,  dans  ce  cas,  se  décomposer  que  d*une 
seule  manière  en  deux  forces  verticales  passant  par  les  points  d*appuis, 
comme  nous  Tavons  vu  au  n«  58  (p.  197);  nous  n'aurons  donc  pas  be- 
soin, dans  ce  cas,  de  la  théorie  de  Télasticité.  Mais  si  la  poutre  repose 
sur  plus  de  deux  appuis,  en  n  points  par  exemple,  les  conditions  ordi- 
naires d'équilibre  ne  suffisent  plus  pour  déterminer  les  réactions  verti- 
cales de  ces  points  ;  car  n  —  2  réactions  peuvent  être  prises  arbitraire- 
ment et  composées  avec  les  charges,  de  manière  à  donner  une  résultante 
unique;  cette  résultante  pourrait,  dès  lors,  déterminer,  d'après  les  lois 
de  la  statique,  les  deux  réactions  restantes.  On  voit  que  le  problème  au- 
rait ainsi  une  infinité  de  solutions.  L'indétermination  disparaît  si  l'on 
exprime  que  dans  la  déformation  de  la  poutre^  sous  l'influence  des  forces 
qui  la  sollicitent,  la  position  des  points  d'appuis  ne  change  pas.  U  en 
est  de  même  pour  l'arc  ;  les  réactions  des  culées  peuvent  avoir  des  direc- 
tions, quelquefois  même  des  positions  diverses  (voir  n*  55,  fig.  109  et  110, 
p.  185),  ce  qui  donnerait  pour  l'équilibre  des  forces  sollicitant  un  arc, 
une  infinité  de  solutions  ;  ici  aussi,  on  fera  disparaître  l'indétermination 
en  exprimant  que  les  forces  qui  agissent  sur  l'arc  doivent  être  telles  que, 
malgré  la  déformation,  la  position  et  la  direction  des. surfaces  d'appuis 
que  peut  présenter  cet  arc,  ne  varient  pas. 
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Nous  emploierons  la  méthode  suivante  pour  déterminer  les  forces 
(réactions  des  piliers  ou  des  culées)  satisfaisant  à  de  pareilles  conditions  : 
nous  supposerons  la  poutre  sollicitée  par  un  système  de  forces  admis- 
sibles, c'est-à-dire  satisfaisant  aux  conditions  d'équilibre;  nous  cherche- 
rons les  déformations  que  produisent  ces  forces,  variables  d'une  section  à 
l'autre  ;  puis,  nous  modifierons  le  système  adopté,  c'est-îVdire  que  nous 
ajouterons  de  nouvelles  forces  en  équilibre  (dont  la  somme  sera  nulle) 
et  qui  seront,  la  plupart  du  temps,  constantes  pour  une  grande  partie  de 
la  poutre,  de  manière  à  ramener  à  leur  position  primitive,  ceux  des  points 
de  la  poutre  qui  ne  doivent  pas  être  déplacés,  d'après  les  conditions  du 
problème. 

Le  problème  comporte  ainsi  les  deux  opérations  suivantes  : 

i)  Nous  déterminerons  la  déformation  d'une  poutre  sollicitée  par  des 
forces  quelconques,  c'est-à-dire  que  nous  conshniù^ons  la  fibre  moyenne 
correspondant  à  ces  forces, 

2)  Nous  ramènerons  certains  points  à»  leur  position  primitive,  c'est-à- 
dire  que  nous  ferons  passer  la  fibre  moyenne  par  des  points  donnés,  en  mo- 
difiant les  forces  primitivement  adoptées. 

Nous  allons  d'abord  traiter  ces  questions  aussi  complètement  qu'il  est 
possible  de  le  faire  dans  le  cas  général,  surtout  en  ce  qui  concerne  la 
seconde  de  ces  opérations,  puis  nous  étudierons  avec  plus  de  détails  les 
cas  spéciaux  de  la  poutre  continue  et  de  l'arc. 


134.    DÉFORMATIONS  QUE  PRODUISENT,    SUR  LES   ÉLÉMENTS  d'uNE  POUTRE, 

DES  PRESSIONS   ET  DES   EFFORTS  TRANCHANTS. 


Nous  limiterons  nos  recherches  au  cas  où  la  fibre  moyenne  est  plane. 
Dès  lors,  les  forces  qui  sollicitent  la  poutre,  ne  devant  pas  la  faire  sortir  de 
son  plan,  il  faudra  que  la  résultante  de  toutes  les  forces  extérieures  à 
une  section  quelconque  soit  située  dans  ce  plan.  11  n'existera  pas  de 
forces  de  torsion,  tournant  autour  d'axes  non  perpendiculaires  à  ce  plan, 
et  il  faudra  de  plus  que  ce  plan  contienne  un  axe  de  l'ellipse  centrale  de 
chaque  section. 

Gela  posé,  il  sera  toujours  possible  de  décomposer  la  résultante  des 
forces  extérieures  à  une  section  en  trois  forces  :  l'une  Q,  agissant  suivant 
la  direction  de  l'axe  de  la  poutre,  l'autre  S  agissant  normalement  à  la 
première  dans  le  plan  de  la  section  et  qui  est  l'eftort  tranchant;  la  der- 
nière enfin,  située  à  l'infini  et  que  nous  désignerons  par  ^. 

La  première  force  Q  comprime  l'élément  as  de  la  poutrt  {fig,  197)  sui- 
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vant  la  direclion  de  l'axe.  Q  agissant  au  centre  de  gravité,  Taxe  neutre 

autour  duquel  tourne  la  section  est  situé  à  Tinfini, 
car  il  est  Tanti polaire  du  centre  de  Tellipse  centrale  ; 
la  section  se  déplacera  donc  parallèlement  à  elle- 
même.  On  admet  que  la  force  p,  par  unité  de  sur- 
face, capable  de  produire  sur  l'unité  de  surface  un 
certain  déplacement  X  très  petit,  est  proportionnelle 
à  ce  déplacement,  de  sorte  que  Ton  peut  écrire 
p=:6X,  formule  dans  laquelle  t  est  un  coefficient 
déterminé  par  l'expérience,  et  que  Ton  appelle  mo- 
dule d élasticité.  Soit  F  la  surface  de  la  section  ;  on 

aura  p  =  -,  et  le  déplacement  Xas  d'un  élément  de 
F 

longueur  As  sera  égal  à  -=  As. 

L*angle  dont  tourne  la  surface  terminale  de  As  étant  égal  à  zéro  pen- 
dant cette  compression,  il  faudra  que  tous  les  points  invariablement  liés 
à  Télément  As,  l'extrémité  de  la  poutre,  par  exemple,  se  déplacent  de 

cette  même  quantité  —  As,  parallèlement  à  l'axe  de  l'élément. 

Pendant  que,  sous  l'influence  de  la  force  Q,  la  longueur  de  l'élément 
As  diminue,  toutes  les  dimensions  dans  le  sens  de  la  section  augmentent. 

Admettons  que  cette  augmentation  soit  la  même  pour  toutes  les  di- 
mensions de  la  section  et  qu'elle  soit  égale  à  (a  pour  l'unité  de  longueur 
le  volume  de  l'élément  As  deviendra,  par  suite  de  sa  compression  et  de 
son  élargissement,  égal  à  : 


ou 


(1  — X)(l  +  (x)«FAs=(i-f  2iJi  — X-f  ,1»  — 2X,ji  — fi«X)FAs 

=  (i-f2fx--X)FAs, 


en  négligeant  les  termes  du  deuxième  degré  en  (x  et  X,  puisque  X  et  |x 
sont  des  quantités  extrêmement  petites. 

La  force  Q  n'a  pu  que  diminuer  le  volume  de  As,  il  faudra  donc  que 
Ton  ait  : 

i  i 

[A  <  -  X,  c'est-à-dire  que  fx  soit  compris  entre  0  et  -  X. 
z  2 

La  deuxième  force  S  déplace  la  surface  terminale  de  As,  dans  le  plan  F 
de  cette  surface,  suivant  sa  propre  direction.  Nous  admettrons  également 
que  la  force  a  qui  est  nécessaire,  par  unité  de  surface,  pour  déplacer 
d'une  longueur  <p  la  surface  terminale  d'un  élément,  ayant  pour  Ion- 
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gueur  1,  est  proportionnelle  à  ce  déplacement,  et  nous  poserons  : 

ff  =  s'cp. 

Le  déplacement  <pA5,  produit  par  la  force  S  sur  un  élément  de  Ion- 

S  S 

gueur  A«,  sera  donc  égal  à  -=  ils,  puisque  »=  « . 

6r  r 

Nous  reproduisons  ici  la  méthode  employée  par  M.  Clebsch,  dans  sa 

i 

théorie  de  l'élasticité  (p.  10),  pour  démontrer  que  e  est  compris  entre -e 

i 

et  ~  e,  et  par  suite  que,  si  Q  est  égal  à  S^  le  déplacement  de  la  section 

dans  son  propre  plan,  produit  par  Teffort  tranchant  S,  est  de  deux  à  trois 
fois  plus  grand  que  le  déplacement  suivant  Taxe,  produit  par  la  force  de 
compression  Q. 
Soit  [fig.  198)  la  sectio|  d'un  élément  cubique,  dont  les  faces  ont  pour 

surface  Tunité,  et  supposons  cet  élément  sou- 
mis à  une  force  p.  Sous  l'influence  de  cette 
force,  la  hauteur  de  l'élément  diminuera  d'une 
quantité  X,  et  sa  largeur  augmentera  d'une 
quantité  (a.  Ce  changement  des  dimensions  aug- 
mentera l'angle,  primitivement  droit,  des  diago- 
nales, qui  deviendra  90*-|-<j>  comme  L'indique 
la  figure,  et  l'on  aura  évidemment,  l'angle  ^  étant 
très  petit  : 


Pig..  198. 


>. 


'^ 


« 


•«(«-^)=^=l 


—  k 


+1* 


On  en  déduit  : 


i<p(2-.X-|.,x)  =  X-|-i., 


ou,  en  négligeant  les  termes  Xo,  [xcp  très  petits  par  rapport  aux  autres  : 

«  =  X  -}-  [X. 


Nous  avons  montré  plus  haut  que  |x  était  compris  entre  0  et  -  X,  il  » 

3 

faudra  donc,  dans  notre  cas,  que  ©  soit  compris  entre  X  et  -  X. 

2 

Puisque  l'angle  <p  est  très  petit,  on  pourra  le  considérer  comme  repré- 
sentant le  déplacement  dans  leur  propre  plan  de  toutes  les  sections  nor- 
males aux  diagonales,  et  M.  Clebsch  admet  que  c'est  la  composante  de 
p,  parallèle  à  ces  sections,  qui  produit  ces  déplacements.  Coupons  le 


524  ÉLÉMENTS  DE  LA  THÉORIE  DE   L^ÉLASTIGITÉ. 

cube  suivant  ses  plans  diagonaux  (comme  l'indique  la  fig.  498),  et  dé- 
composons p,  à  son  intersection  avec  ces  plans,  suivant  deux  composantes 
dont  Tune  soit  située  dans  la  section  et  dont  Tautre  soit  normale  à  cette 

section;  chacune  d'elles  sera  égale  à  p  I/5,  puisqu'elles  forment  avec  p 
un  angle  de  45*.  Mais  la  surface  correspondant  à  une  diagonale  est  yj'i, 

dans  un  cube  dont  les  côtés  sont  égaux  à  i  et  l'effort  tranchant  0  %/- 
se  répartit  sur  cette  surface;  l'unité  de  force  sera  donc  : 


=  PV/§:v2  =  |p. 


Gomme  p  =  Xt,  nous  aurons  a=  -Xe,  et,  en  substituant  cette  valeur 

2  t 

dans  l'équation  9  =  oe'  et  tenant  compte  de  la  valeur  de  7  trouvée  plus 

haut,  nous  obtiendrons  une  relation  entre  e  et  t'  : 


\ 

-  Xs  =s  (X  -1-  ^)i\ 


d'où 


(• + 1) 


2 


UL  4 

Nous  avons  vu  que  ^  était  compris  entre  0  et  -;  en  substituant  succes- 
sivement ces  limites  dans  la  relation  précédente,  on  voit  que  t  varie  entre 

4       4 

-  et  -  e.  Gomme  nous  manquons  de  données  plus  précises  au  sujet  de  %\ 

nous  poserons  : 

ft  =0,4e. 

Pour  construire  les  déformations  provenant  de  Q  et  de  S,  il  est  com- 

s 

mode  de  les  combiner,  en  augmentant  S  dans  le  rapport  -  et  en  compo- 


e 


e 


sant  -,  S  avec  Q,  de  manière  à  n'avoir  qu'une  force  Q'.  Nous  avons  opéré 

1 

ainsi  dans  la  fig.  494  ;  Q  a  été  composé  avec  r-j  S,  et  nous  avons  construit 

0,4 

Q' 
la  déformation -;r  AS  provenant  de  0'  et  correspondant  au  module  t. 

Nous  avons,  pour  cela,  porte  As  et  eF  sur  une  droite  passant  par  le  point 
d*application  de  la  force  ;  à  partir  de  ce  point,  et  par  l'extrémité  de  as 
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nous  avons  mené  une  parallèle  à  la  droite  joignant  les  extrémités  de  Q' 
et  de  eF.  Cette  parallèle  détermine  sur  Q',  à  partir  du  point  d'application, 
un  segment  égal,  en  grandeur  et  en  direction,  au  déplacement  cherché. 
La  figure  explique  cette  construction.  Il  est  inutile  de  faire  remarquer 
que  cette  construction  peut  s'effectuer  dans  une  partie  quelconque  de 
répure,  sans  s'astreindre  à  l'exécuter  à  l'extrémité  de  chaque  élément  ; 
on  pourra,  pour  les  divers  éléments,  former,  par  exemple,  un  faisceau 
avec  les  Q  ou  les  As,  et,  de  cette  manière,  il  suffira  de  tracer  une  seule  fois 
les  lignes  2F  et  as.  Quant  à  la  force  eF,  il  ne  faudra  pas  la  porter  à 
l'échelle  des  forces  Q  et  S,  car  elle  est  de  500  à  iOOO  fois  plus  grande 

que  toutes  les  forces  qui  se  présentent  dans  l'épure  et  qui  sont  de  la  na- 

1 
ture  de  pF  ;  si,  au  lieu  de  eF,  on  porte  -  eF,  il  est  clair  que  toutes  les  dé- 

formations  obtenues  seront  n  fois  trop  grandes^  ce  dont  il  faudra  tenir 
compte,  pour  les  comparer  aux  autres  lignes.  M.  Mohr,  professeur  à 
Dresde,  recommande  {Hannovef*amsc/ie  Zeitschrift  des  Ing.  und  Arch, 
Vereins^  1868)  de  prendre  n  égal  à  la  réciproque  de  l'échelle  ;  les  défor- 
mations s'obtiendront  ainsi  en  grandeur  naturelle.  Il  est  bon  d'opérer 
ainsi;  mais  ce  n'est  pas  toujours  possible. 

En  ajoutant  successivement  les  déformatiqns  des  divers  As,  on  ob- 
tiendra le  déplacement  total  d'un  point  quelconque  invariablement  lié 
à  l'arc,  de  son  extrémité,  par  exemple.  Le  polygone  de  sommation  sera 
une  figure  de  même  forme  que  l'arc  ou  la  poutre  quand  les  p  seront  très 
petits,  ce  qui  doit  avoir  lieu  autant  que  possible. 

Lorsque  les  S  peuvent  être  négligés  et  que  les  rapports  -=  sont  con- 
stants pour  toute  la  poutre,  le  polygone  de  sommation  a  une  forme  sem- 
blable à  celle  de  la  poutre,  car  tous  les  éléments  correspondants  sont 
parallèles  et  sont  entre  eux  dans  le  rapport  de  eF  à  Q.  Ce  cas  se  présente 
pour  un  arc,  dont  la  forme  coïnciderait  avec  celle  de  la  courbe  de 
pression,  et  dont  les  surfaces  des  sections  seraient  proportionnelles  aux 
forces  extérieures  qui  les  sollicitent.  Si  les  extrémités  d'un  pareil  arc 
étaient  situées  primitivement  sur  une  horizontale,  le  résultat  de  la  som- 
mation de  tous  les  déplacements  donnerait  une  ligne  droite  d'une  lon- 
gueur égale  à  -^  fois  la  portée. 

Les  déplacements  produits  par  des  différences  de  température  satis- 
font à  ces  conditions.  Le  polygone  de  sommation  est  semblable  à  Tare 

ou  à  la  poutre;  le  rapport  de  similitude  est  de  1  :  t  'TrÇr.^U  '^  étant  le 
coefficient  de  dilatation  pour  iOO*  et  a^  étant  la  différence  des  tempéra- 
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lures.  D'après  la  Physique  de  M.  Mousson  (p.  47),  le  coeflScient  x  est  : 
pour  le  fer,  égal  à  0,00ill8  ;  pour  Tacier,  à  0,00124  environ  j^  ;  pour  le 
cuivre,  à  0,00171  ;  pour  le  grès,  à  0,0117;  le  granit,  à  0,0009;  le  bois,  à 
0,0003. 

On  peut,  par  suite,  déterminer  d'avance  les  deux  sortes  de  déplace- 
ment avec  une  approximation  assez  grande.  On  les  supposera  égaux  à 

Q  1 

7f' 


t-— Ax,  et  Ton  admettra  que  ceux  qui  proviennent  des  S  se  détrul- 
100 


sent.  On  mettra  pour  —  une  valeur  moyenne. 

Cette  méthode  suffit  d'autant  mieux  que  les  déformations  produites 
par  Q  et  S  sont  très  petites  par  rapport  à  celles  que  produit  le 
moment  ^ ,  ainsi  que  nous  le  verrons  dans  le  numéro  suivant.  Dans  la 
poutre  continue  elle-même,  où  les  déformations  produites  par  les  S  sont 
relativement  les  plus  grandes,  elles  sont  presque  toujours  négligeables. 


135.    DÉFORMATIONS   MIODUITES  PAR  DES  MOMENTS    SOLUGITANT  LES  SECTIONS 

d'une    POUTRE. 

Pour  déterminer  les  déformations  que  produisent  les  moments  $, 
nous  composerons  de  nouveau  chaque  moment  ^  avec  la  force  Q,  en 
une  seule  force  Q  qui,  dès  lors,  n'agira  plus  au  centre  de  gravité,  mais  à 

Fig.  m. 


0_- 


>  T 


'1 


Oyjf  ..--- i- 


•7 


l'extrémité  d'un  bras  âe  levier  q  (voir  fig.  199),  tel  que  Qq  s  sjj.  D'après 
le  a*  105  (p.  389),  la  force  Q  fait  tourner  la  surface  terminale  de  as  au' 
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A' 
tour  d'un  axe  neutre,  situé  à  une  dislance  i  =  —  du  centre  de  eravité, 

q 

k  étant  le  rayon  d'inertie  correspondant,  dans  l'ellipse  centrale  de  la  sec- 
tion. Le  déplacement  du  centre  de  gravité  est  égal  à  -=;  A^  ou  ia8,  si  Ton 

représente  par  a§  l'angle  dont  tourne  la  section  autour  de  l'axe  neutre. 
Il  en  résulte  que  l'on  a  : 

^      Q  qQ  '4Î 

en  posant  t(yF='A'P  =  3,  moment  d'inertie  de  la  section,  par  rapport  à 
l'axe  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  et  qui  est  conjugué  au  point 
d'application  de  Q  dans  l'ellipse  centrale. 

Le  moment  ^,  considéré  indépendamment  de  la  force  Q,  agit  comme 
force  infiniment  petite  située  à  l'infini,  et  fait  tourner  la  section  autour 
de  l'antipolaire  de  son  point  d'application,  c'est-à-dire  autour  du  diamè- 
tre de  l'ellipse  centrale  conjugué  à  ^,  et  autour  de  l'axe  horizontal  de 
cette  ellipse,  en  supposant  que  le  grand  axe  soit  situé  dans  le  plan  ver- 
tical de  ^.  On  voit  que  le  moment  ^  ne  change  pas  la  position  de  l'axe 
du  centre  de  gravité,  il  ne  produit  qu'une  rotation  autour  de  cet  axe. 
D'un  autre  côté,  la  force  Q,  agissant  seule,  déplace  la  section  parallèle- 

Oas 
nient  à  elle-même,  sans  produire  de  rotation,  d'une  quantité  2â8  =  — ^, 

ainsi  que  nous  l'avons  vu  dans  le  numéro  précédent.  Lorsque  les  deux 
forces  ÎJÎ  et  Q  agissent  simultanément,  c'est  à  la  force  Q  qu'il  faut  attri- 
buer le  déplacement  parallèle  (za8)  et  à  la  force  $  la  rotation  â8. 

Lorsque,  par  suite,  un  moment  ^  sollicite  la  surface  terminale  d'un 
élément  As,  la  rotation  qu'il  produit  autour  de  l'axe  du  centre  de  gravité 
est  donnée  par  la  formule  : 

a8  =  -^as. 

Toute  surface  invariablement  liée  à  l'élément  As,  comme  l'est  par 
exemple  celle  de  l'extrémité  de  l'arc,  tourne  du  même  angle  et  chaque 

point  invariablement  lié  à  cette  surface,  décrit  un  chemin  rA8  =  -^  As 

«3 

(voir  fig.  199),  r  étant  la  distance  de  ce  point  au  centre  de  rotation.  La 
direction  de  ce  déplacement  est  naturellement  perpendiculaire  au  rayon 
r  qui  joint  le  point  au  centre,  c'e&t-à-dire  à  l'axe  du  centre  de  gravité,  si- 
tué dans  la  surface  terminale  de  l'élément  As. 
Le  chemin  total  parcouru  sous  l'action  des  forces  ^  et  Q  et  qui  se 
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compose  de  rA$  et  de  «Ao,  est  normal  à  la  droite  7\  joignant  le  point  mo- 
bile à  Tantipolaire  du  point  d'application  de  0,  c'est-à-dire  à  l'extrémité 
de  i;  il  est  égal  à  7\Lù,  et  la  .figure  montre  que  r,Ao  est  bien  égal  à  la 
somme  des  chemins  rào  et  iaÔ. 

On  a,  en  effet  : 

?',Ao       eAo       rAo 

r^  i  r  ' 

# 

436.    SOMMATION  DES  DÉFORMATIONS  QUE  PRODUISENT  LES  MOMENTS. 

Pour  ajouter  les  déformations  produites  sur  tous  les  éléments  à$  de  la 
poutre,  il  est  bon  de  déterminer  les  changements  àx^  et  Ay^  des  coor- 
données du  point  x^y^y  invariablement  lié  à  Tare.  Les  trois  déformations 
Ax, ,  Ayj  et  rA8  forment  un  triangle  rectangle  (fig.  499)  qui  est  semblable 
au  triangle  y  —  y^,  x  —  x,  et  r,  en  désignant  par  x  et  y  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité  de  la  section.  Les  deux  triangles  ont,  en  effet,  leurs 
côtés  perpendiculaires,  et  Ton  a  : 

^X^      _  —Ay,   _  rA5  __  ^As 

y—y^'^  x—x,  ""  """là"' 
d'où 

^i  =  (y  — y,)^     et     — Ay,  =  (ar  — a:j2_.. 

Ay,  est  négatif  puisqu'à  une  rotation  positive  correspond  une  diminution 
de  l'ordonnée,  comme  l'indique  la  figure. 

Désignons  par  A  et  A:  le  changement  total  des  coordonnées  du  point 
(^nyi)»  et  par  5  la  rotation  totale  d'une  droite,  invariablement  liée  au 
point  (^,y,].  Ces  grandeurs  se  composent  de  la  somme  de  tous  les  A$, 
Ajc,  et  Ay,  provenant  de  chaque  As,  sollicité  par  un  moment  extérieur  ^, 
et  l'on  aura  :  8  =  Sao,  h  =  SAa:,  et  k  =  SAy , .  Lorsqu'on  a  déterminé  ces 
sommes,  on  peut,  inversement,  en  déduire  le  centre  (x'y)  de  rotation, 
autour  duquel  x^  y,  a  dû  tourner,  pour  passer  de  sa  position  primitive  à 
sa  dernière  position.  Il  suffira,  pour  trouver  ce  point,  de  remplacer  dans 
les  formules  précédentes  aj:,  ,  Ay, ,  aS,  j?  et  y  par  h,  k,  o,  et  x'\  y". 

Les  sommations  indiquées  nous  conduisent  aux  formules  suivantes: 
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Les  sommes  s'étendent  naturellement  à  toute  la  portion  de  la  poutre 
que  Ton  considère,  par  exemple  à  celle  qui  s'étend  depuis  une  culée  fixe, 
jusqu'à  la  section  à  laquelle  le  point  x^y^  et  une  droite  passant  par  ce 
point  sont  invariablement  liés. 

Pour  effectuer  cette  sommation  et  pour  en  construire  les  résultats, 
nous  chercherons  d'abord  l'influence  d'une  seule  force  A  agissant  sur 
une  partie  plus  ou  moins  longue  de  la  poutre,  et  nous  déterminerons 
ensuite  les  déformations  produites  par  diverses  charges  aP.  Nous  suppo- 
serons à  la  poutre  la  forme  générale  d'un  arc.  Admettons  donc  que  les 
moments  ^  sont  produits  par  une  seule  force  A,  constante  pour  la  partie 
considérée  de  l'arc,  et  ajoutons  les  unes  aux  autres  les  déformations 
correspondantes  des  divers  éléments. 

Soit  u  la  distance  variable  du  centre  de  chaque  section  à  la  direction 
de  la  force  A.  On  aura  ^  =  wA  et  les  formules  fondamentales  devien- 
dront : 

«=a2«(|).  ^ 

puisque  le  facteur  constant  A  peut  être  mis  en  dehors  du  signe  S.  Ima- 
ginons maintenant  que  chaque  élément  de  l'arc  ait  un  poids  représenté 

As 
par  le  nombre  —  ;  déterminons,  d'après  les  règles  connues,  la  somme  a 

de  ces  poids,  et  cherchons  le  centre  de  gravité  et  l'ellipse  centrale  de  ce 
système  idéal  de  forces.  Dans  cette  supposition,  le  signe  £  de  la  pre- 
mière formule  correspondra  à  un  moment  statique,  puisque  les  lon- 

As 
gueure  u  sont  les  distances  des  éléments  de  l'arc  ayant  un  poids  -^,  à  la 

ligne  droite  suivant  laquelle  agit  A. 

Transportons  les  axes  des  coordonnées  au  point  ar,y, ,  de  manière  que 
les  coordonnées  de  ce  point  soient  égales  à  zéro  avant  le  déplacement, 
et  deviennent  égales  à  A  et  A  après  le  déplacement.  Donnons,  en  outre, 
{fig.  200)  à  la  force  A  le  sens  qu'elle  a  réellement,  lorsqu'elle  agit  comme 
réaction  (le  moment  négatif  produit  par  cette  force  aura  le  signe  con- 
traire à  celui  de  ^  dans  les  formules  précédentes),  et  désignons  par  w. 

As 
la  distance  du  centre  de  gravité  a  du  système  idéal  -tt  à  la  direction 

de  A,  et  par  a:^,y^  les  coordonnées  de  ce  point,  par  rapport  aux  nouveaux 

34 
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axes;  nous  désignerons  de  même,  par  x^  et  y„,  les  coordonnées  de  Tanti- 
pole  de  la  ligne  A,  et  par  u^  u^  les  distances  à  A  des  antipôles  des  deux 
axes,  ainsi  que  la  figure  l'indique.  La  première  somme  o  sera  alors  propor- 


l-v 


Fig.  200. 


tionnelle  au  moment  statique  des  -^  par  rapport  î\  la  droite  A,  et  égale  à 

^Aa;  la  deuxième  somme  sera  égale  à  y^^u^ka  ou  à  1/»%^^  ou  enfin  à 

^s 
y^8,  car  elle  contient  le  moment  centrifuge  des  poids  —,  par  rapport  àla 

ligne  A  et  à  la  parallèle  à  Taxe  desx,  menée  par  le  po\nix^y^  ;  et  Ton  a 
vu  (n*  iOi,  p.  377),  que  le  moment  centrifuge  était  égal  à  la  somme  a  de 

As 

toutes  les  forces  -^  multipliée  :  1*  par  la  distance  ti^  ou  y^  du  centre  de 

gravité  a  à  Fun  des  axes  ;  2"  par  la  distance  y„  ou  ti^  à  Tautre  axe  de  Tan- 
tipôle  de  la  ligne  correspondante.  Nous  trouverons,  de  la  même  manière 
et  au  moyen  du  moment  centrifuge  par  rapport  à  A  et  à  Taxe  des  y,  que 
—  k  est  égal  à  x^UyA<s  ou  à  x^u^Aa  ou  enfin  à  x„o. 
Nous  avons  donc  : 

5  =  w^Aa, 

à  =  y,^*  Aa  =  y^UaAo  =  y„6, 
—  A:  =  x^Uy  Aa  =  x^u^AfT  =r  x^^. 

Gomme  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  la  direction  des  axes, 
nous  pouvons  leur  donner  une  direction  quelconque  et  les  résultats  que 
nous  avons  trouvés  seront  encore  applicables.  Faisons  donc  passer  Taxe 
des  X  par  Tantipôle  de  A,  en  l'amenant  dans  la  position  r,  indiquée 
fig,  200;  on  aura  alors  y„  =  0,  x„  =  ?\  et  le  chemin  décrit  par  Torigine 
x,y,  coïncidera  avec  Taxe  des  y  et  sera  égal  à  ro.  On  a,  en  résumé  : 

8  =  M^Aa;       ^=rO:       —  Â'=rrô. 

Ces  résultats  nous  conduisent  au  théorème  suivant  : 

Une  force  quelconque^  sollicitant  un  arc,  fait  tourner*  Vextrémité  de  l'arc 

As 
autour  de  son  antipôle  par  rapport  à  Fellime  cenli^ale  des  -5;;  et  la  gimuiew 
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de  la  rotation  est  égale  à  la  forcCy  multipliée  par  le  moment  statique  de  ces 
-^  par  rapport  à  sa  direction. 
Les  équations  trouvées  plus  haut  peuvent  s'écrire  delà  manière  suivante  : 

h  k    ^    I 


et  nous  pourrons  dire  que  les  perpendiculaires,  abaissées  sur  la  direction 

de  la  force  A,  à  partir  du  centre  de  gravité  <t  et  des  deux  antipôles  des 

h             k       ,  . 

axes  de  coordonnées,  sont  proportionnelles  à  o,  —  et ;  c/est-à-dire 

que,  si  de  ces  trois  points,  toujours  connus,  comme  centres,  on  décrit 

h  k 

des  cercles  avec  des  rayons  proportionnels  à  o,    -  et  —  —,  les  tangentes 

communes  à  deux  quelconques  de  ces  cercles  se  couperont  en  un  point 
de  la  droite  A.  Nous  pourrions  aussi  déterminer  trois  points  de  cette 
droite,  en  employant  la  méthode  indiquée  n"  2  (p.  6).  Sur  trois  paral- 
lèles, passant  par  les  trois  points  donnés,  nous  porterons,  à  partir  de  ces 

k        k 
points,  des  longueurs  proportionnelles  à  o,  —  et  — ,  et  les  droites,  joi- 

gnant  deux  à  deux  les  deux  extrémités  de  ces  parallèles,  se  couperont 

aussi  sur  la  droite  cherchée  A.  Il  convient  de  remarquer  que  les  points 

de  A,  obtenus  par  cette  nouvelle  construction,  sont  précisément  ceux 

qu'on  obtenait  au  moyen  des  cercles. 

Lorsque  les  sommations  sont  faites  algébriquement,  les  trois  valeurs 

h        k 
0,  —  et  —  ont  une  signification  toute  particulière  :  elles  sont  les  coordon- 
na       ^<T 

nées  trilinéaires  de  la  ligne  A,  par  rapport  au  triangle  fondamental,  formé 

par  le  centre  de  gravité  des  —  et  les  antipôles  des  nxes  de  coordonnées. 

Nous  sommes  maintenant  en  état  de  résoudre  la  deuxième  partie  de 
notre  problème  (voir  p.  521),  c'est-à-dire  de  déterminer  la  force  qu'il  est 
nécessaire  d'appliquer  à  l'extrémité  de  l'arc,  pour  ramener  à  zéro  une 
rotation  d'un  angle  donné  et  un  déplacement  d'une  longueur  donnée. 
Déterminons,  sur  la  perpendiculaire  menée  à  l'extrémité  de  cette  lon- 
gueur, le  point  d'où  la  longueur  donnée  est  vue  sous  l'angle  S.  L' antipo- 
laire de  ce  point  sera  la  direction  de  la  force  A  cherchée  ;  construisons 
cette  antipolaire,  les  u  seront  connus,  et  la  grandeur  de  A  sera  donnée 

•s 
0 

par  A  =  — , 
V 
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CHAPITRE    III 

ARC   ÉLASTIQUE 


437.    RÉACTIONS  DKS  CULKKS  d'uN  ARC. 

Nous  avons,  dans  le  numéro  précédent,  déterminé  d'une  manière  tout 
à  fait  générale  la  force  A,  capable  de  ramener  à  sa  position  primitive  un 
point  invariablement  lié  à  une  poutre  ou  à  un  arc,  en  supposant  que 
cette  poutre,  dont  la  forme  est  d'ailleurs  quelconque,  soit  flxée  en  Tune 
de  ses  extrémités.  Avant  de  construire  les  formules  que  nous  avons  trou- 
vées, nous  allons  montrer  comment  elles  peuvent  nous  donner  les  réac- 
tions des  culées  des  arcs,  puisque  c'est  surtout  pour  la  construction  des 
ponts  en  arcs  que  notre  théorie  servira  aux  ingénieurs. 

Nous  procéderons  comme  dans  le  numéro  précédent,  pour  déterminer 
les  réactions  des  culées  d'un  arc,  appuyé  assez  solidement,  pour  que  les 
directions  de  ses  surfaces  d'appui  ne  puissent  pas  varier.  Déterminons  la 
déformation  produite  à  l'extrémité  de  l'arc  par  chaque  AP,  provenant  soil 
du  poids  propre,  soit  de  la  charge  accidentelle,  et  admettons  pour  cela 
que  cette  extrémité  soit  mobile,  l'autre  étant  fixe.  Nous  chercherons  en- 
suite la  réaction  aA  de  la  culée  qui  annulerait  cette  déformation,  et  la 
résultante  de  tous  les  a  A  trouvés  pour  les  divers  AP,  sera  la  réaction 
cherchée. 

La  réaction  des  culées  du  même  arc,  provenant  d'un  changement  de 
température  pourra  se  déterminer  de  la  manière  suivante.  Si  l'une  des 
extrémités  est  fixe,  l'arc  déformé  par  la  dilatation,  qui  s'exerce  unifor- 
mément sur  taute  la  longueur,  sera  semblable  à  l'arc  primitif,  et  son 
extrémité  libre  décrira  une  ligne  horizontale,  sans  rotation;  le  centre  de 
rotation  est  par  suite  le  point  à  l'infini  d'une  verticale,  et  l'antipolaire  de 
ce  point,  c'est-à-dire  le  diamètre  conjugué  dans  l'ellipse  centrale  à  la 
direction  verticale,  sera  la  direction  suivant  laquelle  agit  la  réaction 
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cherchée.  Lorsque  Tare  est  symétrique,  cette  réaction  est  Thorizontale 

As 

passant  par  le  centre  de  gravité  des  -tt  . 

Supposons  maintenant,  comme  second  cas,  que  l'arc  repose  en  deux 
points  sur  ses  deux  culées,  et  qu'il  puisse  tourner  autour  de  ces  points. 
Nous  agirons  comme  précédemment;  nous  décomposerons  AP  en  deux 
composantes  verticales,  passant  par  les  deux  points  d'appuis  et  en  une 
poussée  aA,  qui  devra  passer  par  ces  deux  mêmes  points,x parce  que  si 
cette  condition  n'était  pas  remplie,  elle  produirait  autour  d'eux  une  rota- 
tion de  l'arc.  Lorsque  Taxe  des  :c  aura  été  choisi  parallèlement  à  la  droite 
qui  joint  les  points  d'appui,  on  pourra  déterminer  la  grandeur  de  la 
réaction  OA  au  moyen  de  la  deuxième  équation,  donnant  h\  dans  cette 
équation  on  connaît  tous  les  bras  de  levier,  puisque  la  position  de  la 
réaction  aA  est  connue  d'avance.  Les  réactions  aA,  qui  passent  par  les 
deux  points  d'appui,  produisent  aussi  des  déformations  Ay,  positives, 
qu'on  ne  peut,  en  général,  annuler  par  aucune  force,  précisément  parce 
que  cette  force  ne  passerait  pas  par  les  points  d'appuis;  si  elle  y  passait, 
en  effet,  elle  ne  serait  jamais  nécessaire.  Il  ne  nous  reste,  par  suite, 
qu'un  moyen  :  nous  ferons  tourner  en  sens  inverse  tout  le  système,  de 

'angle  infmiment  petit  -y-,  /étant la  portée  de  l'arc.  Cette  valeur  repré- 
sente l'angle  dont  a  tourné  celui  des  points  d'appuis  que  nous  avions 
supposé  fixe.  Quant  à  l'extrémité  mobile,  elle  tournera,  suivant  le  signe 
de  8,  de  l'angle  ô  dz  l'angle  précédent. 

La  dilatation  produite  par  la  chaleur,  pourra  être  traitée  comme  dans 
le  cas  précédent.  L'extension  //,  produite  par  la  chaleur,  sera  neutralisée 
par  un  aA  horizontal,  passant  par  l'extrémité  de  l'arc.  Ce  AA  fait  tour- 
ner vers  le  bas,  la  partie  libre  de  l'arc,  et  il  faudra  faire  tourner  tout  le 
système,  en  sens  inverse,  de  la  môme  quantité.  Cette  opération  donnera 
lieu  à  un  redressement  vertical  des  deux  extrémités  de  l'arc,  ce  qui  est 
d'ailleurs  tout  naturel. 

De  vieux  routiniers  ont  parfois  l'idée  (!)  de  mettre  une  charnière  au 
milieu  du  pont.  On  n'a  plus  besoin  de  la  théorie  de  l'élasticité  pour  dé- 
terminer les  forces  qui  sollicitent  un  pareil  systèijaç,  car  il  n'y  a  qu'un 
seul  polygone  funiculaire  possible  ;  il  joint  tous  les  aP,  ses  côtés  extrêmes 
passent  par  les  centres  des  charnières  des  culées,  et  le  côté  situé  entre 
les  deux  forces  aP,  avoisinant  de  part  et  d'autre  la  charnière  centrale, 
passe  par  cette  charnière.  Toutes  les  forces  sont  dès  lors  connues  au 
moyen  de  ce  seul  polygone. 


1 
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Nous  allons  maintenant  appliquer  à  Tare  les  formules  trouvées  au 
n*  i3()  et  montrer  comment  les  valeurs  placées  sous  le  signe  S  peuvent 
être  construites  d'une  manière  générale  et  peuvent  être  sommées.  Ainsi 
que  nous  l'avons  déjà  fait  remarquer,  nous  construirons  d'abord  les  dé- 
formations produites  par  une  charge  isolée  aP,  agissant  verticalement 
vers  le  bas,  et  placée  en  un  point  quelconque  de  l'arc;  nous  chercherons 
la  réaction  aA  correspondante;  puis,  nous  ajouterons  tous  les  AA  qui 
produisent  de  pareils  aP,  au  moyen  d'un  simple  polygone  funiculaire. 
Soient  p/  la  distance  de  la  force  AP  à  la  culée  A  de  gauche,  et  ,67  sa  dis- 
tance à  la  culée  B  de  droite  ;  soit  enfin  /  la  portée  entière  de  l'arc.  En 
désignant  par  x  la  distance  d'un  élément  quelconque  de  l'arc  à  la  verti- 
cale de  A,  et  par  x  sa  distance  à  la  verticale  de  B,  le  moment  provenant 
de  la  charge  aP  par  rapport  à  un  point  .r,  situé  sur  le  segment  p/,  pourra 
s'exprimer  par  fi^rAP,  et  le  moment  par  rapport  à  un  pointer'  situé  sur 
le  segment  [iV,  sera  ^x'^V  (voir  n*  86,  p.  315). 

Quant  à  la  force  aA  cherchée,  nous  supposerons  pour  le  moment  sa 

direction  et  sa  grandeur  connues  ;  son  moment  pour  tous  les  points  de 

la  poutre  sera  waA,  puisqu'elle  agit  sur  la  poutre  entière. 

As  ùkX 

Nous  mettrons  la  valeur  —  sous  la  forme  jr-;;,s  ®  étant  une  constante. 

et  ::*'  étant  variable.  En  construisant,  par  exemple,  le  moment  d'inertie 
d'après  les  méthodes  indiquées  n'  116  (p.  446),  on  augmentera  la  troi- 

sième  base  dans  le  rapport  — .  Cette  opération  pourra  se  faire,  en  par- 

tageant  la  projection  de  l'arc  sur  Taxe  des  r,  en  parties  égales,  et  en  pre- 
nant les  bases  c  proportionnelles  aux  longueurs  d'arcs,  qui  correspondent 

As 

à  ces  projections.  On  aura  alors  £3 --  {tab)c  —  z\  et  en  écrivant  @  et  v* 
au  lieu  du  moment  constant  [iab)c  et  de  :;'"„,  il  viendra 

As         A.r 


-.3        (5: 


m 


Substituons  ces  valeurs  dans  les  équiitions  du  n"  136  (p.  528),  et  nous 
aurons  i\  construire  alors  les  valeurs  suivantes  ; 
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o  "  fi/        ^ 

f-./ 
?/  / 

"        ■  fi/ 

Dans  ces  formules,  <j  représente  une  valeur  égale  ^  \~'>  €»t  se  distin- 

gue,  par  suite,  du  <j  primitif  du  n**  135,  par  le  fui  leur  constant  (S. 

Les  produits  placés  sous  le  signe  I,  et  les  valeurs  ^.x^.y^^  peuvent  ôtre 

construites  au  moyen  de  polygones  de  sommation,  d'après  les  méthodes 

indiquées  (n*  4,  p.  18).  Les  constructions  ont  été  faites  sur  la  PI.  XVL 

Soit  (PI.  XVIJ  Taxe  de  Tare,  représenté  par  un  trait  fort  et  dont  la  forme 

est  à  peu  pr^s  parabolique.  Nous  partageons  cet  arc  en  dix  parties  ou 

lamelles,  ayant  môme  projection  Aa^,  sur  la  corde  de  Tare  prise  comme 

axe  des  x.  Ces  Ax,  placés,  dans  la  figure,  les  uns  à  la  suite  des  autres, 

peuvent  servir  à  former  un  polygone  des  forces,  ainsi  que  nous  l'avons 

vu  (n'  3);  mais  ce  polygone  ayant  de  trop  grandes  dimensions,  nous  le 

réduisons  de  moitié  (PI.  XVl,).  Sur  la  verticale  passant  par  le  milieu  de 

chacune  des  5  premières,  nous  portons  les  z"*  qui  leur  correspondent,  et 

que  nous  supposons  déterminés  d'une  manière  quelconque;  la  figure 

indiquera  ainsi  la  loi  de  variation  de  ces  longueurs.  Les  sommets  du 

premier  polygone,  analogue  à  celui  de  la  fig,  25  (p.  21),  sont  situés  sur 

les  horizontales  des  extrémités  des  z"\  Pour  le  construire,  nous  avons 

pris  verticalement  le  rayon  56  (PL  XVI,)  et  formé  de  part  et  d'autre  de 

ce  rayon,  les  autres  rayons  et  triangles. 

Ajr. 
L'un  quelconque  des  rapports  -^  est  donné  dans  ce  polygone  par  iXi 

^    i 

m 

et  la  hauteur  du  triangle  dont  àx^  est  la  base.  La  somme  de  tous  ces  rap- 

v^  1  1 

ports  est  égale  à  >  -  Ajr  =  -  /,  c'est-à-dire  à  la  demi-portée,  divisée  par 

1  1 

la  hauteur  -  m  du  triangle  dont  -  /  est  la  base  (voir  /?</.  2)  (nous  avons 

i 

écrit  -  7)1,  pour  la  symétrie).  Nous  aurons  donc  : 

m' 
Pour  déterminer  la  valeur  de  AA  au  moyen  des  équations  précédentes 
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(p.  535),  nous  aurons  à  diviser  par  a  toutes  les  longueurs  qu'elles  con- 
tiennent; nous  nous  épargnerons  donc,  pour  l'avenir,  beaucoup  de  ré- 
ductions, en  multipliant,  dès  maintenant,  tous  les  z"^  par  ce  rapport.  Il 

faudra  par  suite  que  le  rapport  V  -^ ,  construit  avec  les  nouveaux  s", 


O 
l 


soit  égal  à  1,  puisque  l'on  a:V-^  =  -V  —  =  -  =  i.  Nous  défor- 

o  o 

merons  donc  coUinéairement  à  lui-même  le  polygone  des  forces,  de 
manière  que  l'ancien  et  le  nouveau  polygone  aient  comme  ligne  com- 

i 

mune  celle  des  -  ax^  que  le  centre  de  collinéation  soit  situé  à  Tinfini  sur 

la  droite  m,  et  que  la  distance  à  la  ligne  des  àx  de  l'intersection  des 

1 

côtés  extrêmes  soit  égale  à  -  /. 

Gomme  chaque  verticale  est  commune  aux  deux  polygones,  il  suffira 

1 

de  porter  -  /  sur  la  verticale  m,  de  joindre  l'extrémité  de  cette  longueur 

aux  extrémités  de  /,  et  de  prolonger  ces  lignes  de  jonction  jusqu'à  leur 
rencontre  avec  les  verticales  du  premier  et  du  dernier  (/i*^*)  fiz".  On 

1  1 

joindra  ensuite  ce  point  au  commencement  de  -  ax,  cl  de  -  Ax,_,,eton 

déterminera  l'intersection  de  ce  rayon  avec3'"jet3'"„«,  .En  continuant  ainsi, 
on  construira  le  polygone  en  rebroussant  chemin,  comme  nous  l'avons 
déjà  souvent  fait.  Par  cette  méthode,  les  os"  du  milieu  ne  seront  pas 

i 

déterminés  très  exactement,  lorsqu'on  approchera  de  la  verticale  -  m,  et 

c'est  pour  cela  que  nous  commençons  le  dessin  par  les  côtés  extrêmes; 
nous  pourrons  trouver  exactement  les  as"'  du  milieu,  en  joignant  l'extré- 
mité de  l'ancien  s'"  à  un  s*'^  quelconque  un  peu  éloigné,  cette  ligne  de 

\ 

jonction  coupera  la  droite  des  -  Ax,  en  un  point  qui,  joint  à  l'extrémité 

de  az"',,  coupera  sur  la  verticale  de  z"'  le  az'"  cherché.  Cette  construction 
repose  sur  les  principes  élémentaires  de  la  collinéation. 

Avec  ce  nouveau  polygone  nous  construirons,  d'après  la  méthode  in- 
diquée (n*  4),  le  polygone  funiculaire  (PI.  XV!,)  dont  les  côtés,  compris 
entre  les  verticales  des  milieux  des  ax,  sont  perpendiculaires  aux  rayons 
correspondants  de  la  fig.  2.  Deux  côtés  consécutifs,  l'un  avant,  l'autre 

après  un  ax,  coupent  sur  les  verticales  de  A  et  de  B  les  segments  -^ 

A   9 
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et  — ;;— ,  ainsi  que  nous  l'avons  indiqué  [fig,  3)  pour  la  lamelle  8.  Un  côté 
du  polygone,  situé  sous  rextrémité  d'un  .6/  quelconque,  intercepte  sur 

ces  mêmes  verticales  les  segments  V] ;î?  ~,^^^^'  "z^,'-*  les  valeurs  sont 

marquées  dans  la  figure  pour  le  côté  45,  c'est-à-dire  pour  p  =  0,4.  Par 
suite,  l'ordonnée  du  polygone  funiculaire,  à  l'extrémité  d'un  p/,  c'est-à- 
dire  au-dessous  d'une  force  AP,  est  : 


^^  = 


puisque  p7  +  p/=/. 

Ainsi  u'^  est  le  facteur  de  aP,  déjà  divisé  par  <t,  que  l'on  trouve  dans 
la  première  équation  (p.  535);  les  deux  côtés  extrêmes  du  polygone  se 

coupent  sur  le  centre  de  gravité  de  tous  les  -^r  ou  — ,  et  déterminent  par 

suite  x^  (voir  Pl.  XYI^). 

Nous  joignons  ensuite  toutes  les  parallèles  à  Taxe  horizontal  des  a:, 
menées  par  les  milieux  des  As,  au  moyen  d'un  polygone  funiculaire  dont 
les  côtés  sont  parallèles  aux  côtés  correspondants  du  polygone  de  la 
fig.  2  (voir  fig,  4).  Les  segments  que  déterminent  les  côtés  de  ce  poly- 

gone  funiculaire,  sur  l'horizontale  /,  sont  égaux  à  ^-^^  comme  Tindique 

la  figure,  et  les  côtés  extrêmes  du  polygone  se  coupent  sur  l'horizontale 
du  centre  de  gravité  <t  et  déterminent  par  suite  y^.  Le  point  a  est  main- 
tenant connu. 

ûiX 

Considérons  à  présent  la  ligne  des  x  -;^  (fig.  3)  comme  formant  un 

z   9 

nouveau  polygone  des  forces,  et  prenons  comme  pôle  l'intersection 

des  côtés  extrêmes  du  polygone,  c'est-à-dire  x^  comme  distance  polaire. 

Ce  polygone  nous  permettra  de  construire  le  polygone  funiculaire  de 

Isifig.  5,  dont  les  côtés  compris  entre  les  verticales  des  as,  sont  parallèles 

aux  côtés  correspondants  du  premier.  Gomme,  pour  la /?^.  3,  ce  polygone 

nous  donnera  les  résultats  suivants  :  deux  côtés  consécutifs  déterminent 

X  àx  xsx 

sur  les  verticales  A  et  B  les  produits  x :;?  et  ar' j^  (voir  fig.  5);  à 

x^  9Z  3:gQZ 

l'abscisse  p/,  Tordonnée  du  polygone,  mesurée  jusqu'à  la  droite  qui  le 
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ferme,  est  donnée  par  la  formule  : 

Elle  est  donc  égale  au  facteur  de  aP  dans  l'équation  —  (SA-  (p.  o35\  lors- 
qu'on divise  ce  facteur  par  x^n.  Les  côtés  extrêmes  de  rc  polygone  se 
coupent,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  (p.  382),  sur  la  verliralc  de  Tan- 
tipôle  de  Taxe  des  y  passant  par  A,  comme  l'indique  la  figure. 

Un  demi-cercle,  décrit  sur  la  distance  de  cet  antipôle  à  son  antipolaire 
(voir  l»figure)  comme  diamètre,  détermine  sur  la  verticale  du  point  «r,  la 
demi-distance  des  tangentes  verlicales  à  l'ellipse  centrale.  Comme,  dans 
notre  cas,  nous  avons  supposé  Tare  symétrique,  cette  distance  sera 
égale  au  grand  axe  de  Tellipse. 

Considérons  maintenant  la  ligne  des  //  -^,  (/Ç.y.  K\  comme  un  nouveau 

polygone  des  forces,  et  prenons  comme  pôle  linterseclion  des  côtés 
extrêmes;  la  distance  polaire  sera  égale  ày,.  Nous  construirons  un  po- 
lygone funiculaire  {fiq,  6)  normal  î\  ce  polygone  des  forces,  c'est-à-dire 
dont  les  côtés  seront  situés  sur  les  verticales  élevées  par  les  milieux  des 
lamelles.  Deux  côtés  consécutifs  de  ce  polygone  intercepteront,  sur  les 

.    ,      .      ^    ,                          y  ^x         ,  y  iiX  ,        .     , 

verticales  AetB,  des  segments  x ;;  et  .r ;;,,  et  une  ordonnée  de 

y  9  ^^        y<s  ^- 

ce  polygone  sera  égale  à  ; 

^^    L     o  p/  J 

c'est-à-dire  au  facteur  de  aP  dans  l'équation  @A  (p.  535),  après  avoir  di- 
visé ce  facteur  par  y^a.  Les  côtés  extrêmes  du  polygone  se  coupent, 
sur  la  verticale  de  l'antipôle  de  Taxe  des  ar,  ainsi  que  nous  l'avons  vu 
p.  382. 

Pour  déterminer  complètement  cet  antipôle,  nous  nous  servirons  du 
polygone  des  forces  précédent  {fig,  4),  et  nous  construirons  un  second 
polygone  funiculaire  {fig.  7)  parallèle  au  polygone  des  forces  et  dont  les 
sommets  seront  situés  sur  les  horizontales  des  milieux  des  lamelles.  Les 
côtés  extrêmes  de  ce  polygone  se  couperont  sur  l'horizontale  de  l'anti- 
pôle, par  rapport  à  l'axe  des  x,  et  cet  antipôle  sera,  dès  lors,  complète- 
ment déterminé.  Un  demi-cercle,  décrit  sur  la  distance  verticale  de  cet 
antipôle  à  l'axe  des  x  comme  diamètre,  détermine  sur  l'horizontale  de  ç 
la   dcmi-distanco  des  deux  tangentes,  parallèles  à  l'axe  des  x  dans 
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'ellipse  centrale.  La  droite  qui  joint  Tantipôle  au  centre  a  représente  le 
diamètre  conjugué  à  Taxe  des  ar,  et  coupe,  par  suite,  les  tangentes  pa- 
rallèles que  nqiis  venons  de  trouver,  en  leurs  points  de  contact.  L'ellipse 
peut  donc  être  dessinée  d'après  les  règles  données  au  n*  100. 

Nous  venons  d'indiquer  la  construction  de  l'ellipse  centrale  pour  com- 
pléter notre  étude,  mais  cette  ellipse  ne  sert  qu'à  mieux  faire  com- 
prendre la  question,  et  il  suflSt  de  construire  les  polygones  qui  donnent 
les  u^u^u\,  le  centre  de  gravité  et  les  deux  antipôles.  En  tenant  compte 
des  longueurs  qu'ils  fournissent  les  équations  d'équilibre  deviennent  : 

Lorsque  aA  est  précisément  la  réaction  de  la  culée,  qui  annule  toutes 
les  déformations  produites  par  AP,  il  faut  égaler  à  zéro  les  premiers 
membres  de  ces  équations,  et  Ton  a  par  suite  : 

'^_w,_/^____aP 
u,  """  «X  ~~  "y  ~"       aA ' 

Puisque  les  distances  ti^ti^^y,  de  la  force  inconnue  aA,  au  centre  de 
gravité  <j  et  aux  deux  antipôles  sont  proportionnelles  aux  longueurs 
u'^u\iiy,  il  sera  facile  de  déterminer  la  droite  aA.  Nous  avons  indiqué 
spécialement  la  construction  pour  les  segments  marqués  u^u'^Uy,  sur 
la  verticale  située  entre  les  lamelles  4  et  5,  dans  la  Pl.  XVI3, 6ei6.  Ces 
trois  longueurs  ont  été  portées  sur  des  parallèles,  à  partir  du  centre  de 
gravité  S  et  des  antipôles  XY.  Les  droites,  joignant  deux  à  deux  les  extré- 
mités de  ces  longueurs,  déterminent  sur  les  côtés  correspondants  du 
triangle  SXY  trois  points  de  la  force  cherchée  aA,  qui  sera  ainsi  entière- 
ment déterminée,  et  l'on  pourra  mesurer  les  segments  u^it^Uy.  On  con- 
struira ensuite  aA  dans  l'angle  que  forment  tt^  et  w,  (Pl.  XVI,),  au 
moyen  de  la  longueur  de  aP. 

Toutes  les  forces  aA,  provenant  des  autres  AP,  s'obtiennent  de  la  môme 
manière.  Nous  les  avons  indiquées,  sur  la^.^.  i,  par  leurs  intersections 
avec  la  verticale  de  A,  et  par  le  segment  déterminé  sur  chacune  d'elles 
par  celle  qui  la  précède  et  celle  qui  la  suit.  Os  segments  déterminent 
une  enveloppe  de  forme  elliptique,  qui  doit  être  tangente  à  la  culée  de 
droite,  puisque  les  verticales  des  culées  se  correspondent  réciproque- 
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ment,  comme  directions  de  forces  àP  et  aA.  Lorsqu'en  effet  aP  est  situé 
au-dessus  de  la  culée  de  gauche,  les  segments  infiniment  petits  u'^u\,u\ 
sont  entre  eux  comme  les  segments  déterminés  sur  la  vertitale  de  droite, 
*  par  les  premiers  côtés  des  polygones  funiculaires  et  par  les  droites  qui 
les  ferment.  On  aura,  par  suite,  à  cause  du  parallélisme  des  côtés 
extrêmes  (voir  fig.  5)  :  . 

u'^  :  u,  :  u\  =  DM  :  DM'  :  DT  =  DM  :  DM  :  DY. 

Ces  coordonnées  trilinéaires  sont  les  mêmes  pour  les  sommets  a  et  X 
(fig,  1)  et  sont  à  l'ordonnée  de  Y  comme  les  distances  de  ces  points  à  la 
verticale  de  la  culée  de  droite;  cette  verticale  est  donc  la  force  cherchée. 
Son  point  de  contact  avec  la  courbe  enveloppe  ne  se  détermine  pas  di- 
rectement; on  pourrait  le  trouver  par  approximation,  en  supposant  AP 
aussi  rapproché  que  possible  de  la  culée  de  gauche. 

Les  AA,  déterminés  en  grandeur  et  en  direction  par  cette  méthode, 
ne  constituent  pas  la  réaction  entière  des  culées,  il  faut  encore  leur 
ajouter  la  réaction  verticale  que  produit  aP.  La  construction  a  été 
indiquée  (fig,  i)  pour  AA;-...,  et  les  résultats  aA'  seront  les  véritables 
réactions  de  culées  provenant  des  charges  aP.  Ces  réactions  aA'  peuvent 
aussi  s'obtenir  directement:  leurs  coordonnées  trilinéaires  sont  propor- 
tionnelles aux  segments  n"^n\u'\  (fig.  3,  5,  6).  La  première  équation 
(p.  535)  peut,  en  elfet,  s'écrire  de  la  manière  suivante,  en  remplaçant 

»    '■-        tl 

Remarquons  mainlenant  que  l'on  a  : 


o 


et 

/ 

La  première  de  ces  relations  est  évidente  d'après  la  manière  dont  nous 
avons  trouvé  x^\  et  pour  montrer  l'exactitude  de  la  seconde,  nous  avons, 

dans  la  fig.  3,  indiqué  spécialement  la  signification  de  (x^  —  PO  -:::7  • 

En  égalant  dans  Téquation,  5  à  zéro,  substituant  les  valeurs  de  x^  et 
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de  t/"^,  et  faisant  enfin  les  transformations  analogues  pour  Igâ-fiflualions 
qui  donnent  A  et  &,  il  viendra  :  /^^Xi\  t  S  f   /  -  7* 


0  =  .,P'AP-v.'/^+VA, 


V  étant  un  facteur  à  déterminer  pour  chaque  p  et  j5',  ^^x^x^  et  n^Uj^tt^ 
étant  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  a,  X  et  Y  sur  les  direc- 
tions de  la  réaction  verticale  p'AP  et  de  la  force  AA;  les  équations  précé- 
dentes peuvent  donc  être  considérées,  comme  les  résultats  de  la  substi- 
tution des  coordonnées  de  ces  trois  points,  dans  l'équation  normale  des 

AP 

forces  SaP>  ^A  et  de  leur  résultante.  Par  suite,  —  est  leur  résultante,  et 

V 

vm"ç,  m"^  et  vM"y  sont  les  perpendiculaires  abaissées  sur  cette  force,  des 
trois  points  <j  X  Y.  On  obtiendra  la  direction  de  la  réaction  totale,  en 
faisant  la  construction  au  moyen  des  coordonnées  trilinéaires  w"^,  w", 
et  u'\ . 

On  voit  que  aA'  se  construit  de  la  môme  manière  que  aA,  mais  avec 
les  segments  u"^,  ii\  el  u'\ .  En  représentant  la  forme  normale  des  trois 
forces  par  aA,  ji'AP  et  aA',  il  résultera  de  l'équation 

aA=— P'aP  +  AA', 
que 

A  A'  =  AA  +  P'aP. 

AA'  est  donc  la  réaction  de  la  culée,  en  y  comprenant  fJ'Ap;  et  c'est  bien 
cette  force  que  nous  voulions  construire. 

Dans  la  pratique,  il  suffira  de  faire  cette  dernière  construction.  On  dé- 
terminera ces  réactions  pour  deux  segments  p,  complémentaires  de  la 
portée;  les  deux  forces  ainsi  obtenues  devront  se  couper  sur  aP,  et,  en 
ce  point  d'intersection,  nous  pourrons  décomposer  directement  AP  sui- 
vant leurs  deux  directions,  sans  être  obligé  de  déterminer  d'abord  la 
force  aA. 

Cette  construction,  bien  plus  rapide  que  l'autre,  n'est  malheureuse- 
ment applicable,  que  dans  le  cas  où  aA  ne  dépend  que  de  aP  et  peut  sa- 
tisfaire aux  trois  équations,  sans.ôtro  lié  par  d'autres  conditions,  telles 
que  celle  de  passer  par  des  points  donnés.  Dans  ce  dernier  cas,  qui  est 
le  plus  fréquent  dans  la  pratique,  il  faut  se  servir  de  la  première  mé- 
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thode,  qui  est  générale,  et  c'est  pour  cela  que  nous  l'avons  indiquée  en 
premier  lien. 

Lorsqu'on  a  à  dessiner  Tépure  d'un  an-,  il  est  inutile  de  la  faire  pour 
l'arc  entier,  il  suffit  de  prendre  la  moitié  de  cet  arc,  que  Ton  dessine 
alors  à  une  échelle  double.  Les  premiers  et  les  derjiiers  côtés  des  poly- 
gones étant  parallèles,  on  fera  partir  les  polygones  des  figures  3,  4  et  5, 
d'un  même  point  situé  à  gauche  et  au  bas  de  la  feuille,  et  les  polygones 
4  et  7,  de  la  verticale  du  sommet  de  Tare.  Les  côtés  extrêmes  des  deux 
derniers  polygones,  4  et  7,  se  couperont  précisément  sur  cette  verticale  et 
y  détermineront  les  points  a  et  X.  Les  polygones  symétriques  3  et  6  peu- 
vent être  tracés  sans  difficulté  au  moyen  des  polygones  2  et  4.  Quant  au 
polygone  5,  qui  n'est  pas  symétrique  et  dont  le  rabattement  a  été  ponc- 
tué, il  faudra,  pour  le  dessiner  dans  cette  position,  rabattre  aussi ia  partie 
supérieure  du  polygone  des  forces  {fig,  3)  qui  sert  à  le  construire,  c'est: 
à-dire  rabattre  sur  le  bas  les  segments  7,  8,  9, 10  marqués  sur  la  verti- 
cale A.  Ce  dernier  rabattement  pourra  s'effectuer  de  la  manière  sui- 
vante :  on  prolongera  le  côté  2  3  du  polygone  jusqu'à  la  verticale  A 
sur  laquelle  il  coupe  le  point  2  3,  et  jusqu'à  la  verticale  du  milieu  de 
l'arc;  on  portera  alors,  au-dessus  de  2  3,  deux  fois  la  distance  d  delà 
dernière  intersection  au  pôle  x^^  comme  l'indique  la  ligne  pointillée,  on 
obtiendra  ainsi  le  point  8  9.  En  effet,  si  l'on  rabattait  autour  de  oh  le 
côté  8  9  symétrique  de  2  3,  il  viendrait  se  placer  parallèlement  à  2  3  et 
à  une  distance  2  d  au-dessus  du  point  2  3. 

Lorsque  l'arc  doit  être  dessiné  à  la  plus  grande  échelle  possible  et  que 
le  point  Y  [fig.  1)  est  situé,  par  suite,  hors  des  limites  de  l'épure,  on 
peut,  pour  un  arc  symétrique,  construire  toutes  les  réactions  avec  l'anti- 
pole  Y'  de  la  verticale  B.  Dans  ce  cas,  le  aB  construit  pour  p=0,4  à  par- 
tir de  la  verticale  de  droite  (pour  p  =  0,6  à  partir  de  la  gauche)  sera 
exactement  le  symétrique  du  AA  construit  pour  0,4,  mais  les  coordon- 
nées trilinéaires  de  ce  aB  seront,  pour  le  point  fondamental  Y',  égaux  à 
[Uy]  et  à  {u'\)  ;  par  suite  de  la  symétrie,  ces  segments  seront  aussi  ceux 
qu'on  obtiendra  au  moyen  du  côté  symétrique  4  5.  Les  distances  u^  et  u^ 
ne  varient  naturellement  pas.  Ainsi,  pour  des  arcs  symétriques,  on 
peut  faire  toutes  les  opérations  sur  la  moitié  de  Tare;  lorsque  le  point  Y 
est  encore  situé  sur  la  feuille^  on  aura  une  détermination  plus  exacte  des 
réactions  AA,  car  le  point  trouvé  sur  XY'  est  situé  assez  loin  des  points 
situés  sur  aY,  aX  et  XY,  de  sorte  que  ce  point  est  très  nécessaire  à  la 
détermination  des  directions  aA'.  On  a^  d'ailleurs,  de  toute  manière,  les 
relations  suivantes  : 

au; = u\  +  (u  .)      et      2tt",  =  u\  +  (u",). 
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Ces  relations  fournissent  un  contrôle  précieux  pour  Texactitude  du 
dessin. 

Les  relations  entre  les  différents  u  s^obtiennont  par  l'addition  des  for- 
mules correspondantes.  Puisque  Ton  a,  en  effet,  à  cause  de  la  symétrie: 

il  viendra,  d  après  la  relation  x-^-x  =z^x^: 

0        "  .0  p/ 

On  voit  sur  la  figure  que  Ton  a 

Ki=2:(p'/-x)j-^=i(x-p/)f^.  *"• 


or 


/ 

X     àx 


et  ajoutant,  membre  à  membre,  ces  deux  dernières  relations,  il  viendra 
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En  employant  le  procédé  qui  nous  a  servi  à  déterminer  Tune  des  réac- 
tions aA'  des  culées,  nous  pourrons  aussi  déterminer  Tautre,  aA".  Ces 
deux  réactions  doivent  évidemment  se  couper  sur  la  force  àP,  L'arc  de 
la  PI.  XYI  étant  symétrique,  les  AA'  et  aA"  le  sont  également  pour  des 
aP  situés  à  égale  distance  des  extrémités  de  Tare,  et  la  condition  que  les 
trois  forces  se  coupent  en  un  même  point  sera  remplie,  lorsque  la  ligne 
joignant  toutes  les  intersections  des  aA'  avec  leurs  aP  sera  également 
symétrique  par  rapport  à  Taxe  de  l'arc*  Cette  ligne  d'intersection  des 
forces  forme  dans  les  limites  du  dessin  une  courbe  légèrement  re-^ 
courbée  sur  Tare  ;  si  Ton  prolongeait  celte  courbe  au  delà  de  Tare,  on 
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verrait  qu'elle  a  un  point  double,  coïncidant  avec  le  point  à  Tinfini  de  la 
direction  verticale  ;  les  asymptotes  correspondantes  sont  situées  assez 
loin  en  dehors  des  limites  de  Tare;  elle  a,  de  plus,  un  autre  point  à  Tin- 
lini  dans  la  direction  horizontale.  Nous  verrons  plus  tard,  dans  l'étude 

analytique,  que  la  courbe  d'intersection  des  forces,  lorsque  ej  —  est 

As 

constant,  devient  une  courbe  du  troisième  ordre,  ayant  un  point  double 
à  rinflni  sur  une  verticale;  il  en  résulte  que,  si  la  section  varie,  la 
courbe  conserve  la  même  direction  pour  les  asymptotes,  quoique  ces 
dernières'  ne  soient  plus  placées  comme  elles  Tétaient  pour  une  section 
constante. 

En  traçant  le  segment  de  chaque  aA',  compris  entre  le  aA'  qui  le  pré- 
cède et  celui  qui  le  suit,  nous  obtiendrons  {fig,  1)  la  ligne  enveloppe  de 
tous  les  aA'.  Cette  courbe  est  analogue  à  celle  que  Ton  obtient  lorsque 

Aj? 

les  t3  —  sont  constants,  et  nous  pouvons,  dès  lors,  en  conclure  qu'elle 

As 

a  un  point  double  à  l'infini  sur  la  verticale,  deux  autres  points  doubles 
également  à  l'infini,  et  enfin  un  quatrième  point  double.  Lorsque  l'arc 
est  symétrique,  la  courbe  se  décompose  en  deux  branches  symétriques; 

A5? 

et  lorsque  e3 —  est  constant,  en  deux  hyperboles. 

As 

La  ligne  d'intersection  et  l'enveloppe  des  forces  permettent  de  déter- 
miner les  réactions  des  culées,  pour  un  aP  quelconque.  Par  le  point  de 
rencontre  de  ce  AP  avec  la  ligne  d'intersection  des  forces,  on  mènera 
deux  tangentes  à  la  courbe  enveloppe;  ces  tangentes  seront  les  droites 
suivant  lesquelles  agissent  les  deux  réactions,  et  la  grandeur  de  ces  ré- 
actions s'obtiendra,  en  décomposant  AP  suivant  leurs  deux  directions 
(voir  fig.  1),  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  recourir  aux  relations  qui  re- 
lient uu  et  aP. 

Nous  pourrons  aussi,  grâce  à  ces  deux  courbes,  déterminer  les  charges 
les  plus  défavorables  pour  l'arc  élastique,  c'est-à-dire  les  charges  qui 
rendent  maximum  le  moment  des  forces  extérieures,  pour  certains 
points  déterminés.  Ces  points  sont  les  nœuds  dans  les  arcs  à  treillis  et, 
dans  les  arcs  pleins,  le  point  le  plus  haut  et  le  plus  bas  du  noyau  central 
de  chaque  section.  Nous  avons,  dans  la  fig.  1,  indiqué  la  construction 
pour  une  section  placée  près  de  la  lamelle  6.  Soit  G  le  point,  par  rapport 
auquel  le  moment  des  efl'orts  produits  dans  la  section  par  les  charges  doit 
être  un  maximum,  pour  que  la  section  soit  placée  dans  les  conditions  les 
plus  défavorables.  Nous  mènerons  par  C  des  tangentes  aux  courbes  enve- 
loppes; elles  couperont  la  ligne  d'intersection  des  forces  en  E  et  F.  Un 
AP,  placé  avant  le  point  E,  produit  un  aA"  qui  rencontre  la  section  au- 
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dessous  du  point  C.  et  qui  tourne  par  suite  autour  de  ce  point  dans  le 
sens  négatif.  Nous  supposons,  dans  cette  détermination,  que  la  parlie 
de  Tare  située  à  gauche  de  la  section  a  été  enlevée^  et  que  les  AA'  ainsi 
que  les  aA"  agissent  vers  la  droite  contrôla  section.  Un  aP,  placé  entre  E 
et  la  section,  produit  un  AA"  rencontrant  la  section  au-dessus  du  point 
G,  et  tournant  par  suite  autour  de  G  dans  le  sens  positif.  Un  AP,  compris 
entre  la  section  et  le  point  F,  produit  un  aA'  situé  au-dessus  de  G  et 
tournant  de  même  dans  le  sens  positif.  Enfin  un  AP,  situé  entre  F  et  la 
culée  de  droite,  produit  un  AA',  situé  au-dessous  de  G,  et  tournant  par 
suite  dans  le  sens  négatif  autour  de  G.  On  voit  que  les  aP  placés  entre  B 
et  F,  produisent  pour  le  point  G  des  moments  positifs,  et  les  A?  situés  en 
dehors  de  ces  points,  des  moments  négatifs.  Il  faudra  donc  que  le  seg^ 
ment  intérieur  soit  toujours  chargé  d'une  manière  inverse  à  celle  du 
segment  extérieur,  afin  que  la  section  de  Tare  considérée  soit  sollicitée 
par  les  plus  grands  efforts,  efforts  qui  dépendent  du  moment  par  rap- 
port au  point  G. 

Lorsque,  par  celte  méthode,  due  à  M.  le  professeur  Winkler,  on  a  dé- 
terminé la  charge  la  plus  défavorable,  il  reste  à  composer  les  divers  aA' 
provenant  des  aP  employés,  afin  d'obtenir  la  réaction  totale  de  la  culée. 
Nous  avons,  pour  faciliter  cette  composition,  formé  (fig.  i)  un  polygone 
des  forces  et  un  polygone  funiculaire  avec  les  aA'  et  aA",  provenant  de 
charges  aP  égales  entre  elles.  La  figure  n'a  pas  besoin  d'explications.  Ges 
polygones  donnent  immédiatement  les  réactions  qui  proviennent  d'un 
nombre  quelconque  de  AP  consécutifs.  Dans  la  pratique,  on  n'aura  ja- 
mais à  composer  plus  de  deux  groupes  de  ces  aA'  ou  AA"  pour  obtenir 
la  réaction  totale.  Cette  réaction  sera  enfin  la  force  extérieure  à  la  sec- 
tion, et  il  ne  nous  restera  plus  qu'à  la  répartir  entre  les  diverses  parties 
de  la  construction  pour  avoir  résolu  entièrement  notre  problème. 

Nous  allons  encore  indiquer  brièvement  comment  on  peut  tenir 
compte  des  efforts  de  compression,  des  efforts  tranchants  et  de  la  dila- 
tation produite  par  la  chaleur.  Lorsqu'on  voudra  tenir  compte  de  ces 
forces,  la  méthode  la  plus  simple  consistera  à  construire,  d'après  le 
n*  134  (p.  522)  les  déplacements  parallèles  produits  sur  les  surfaces  ter- 
minales, et  à  annuler  ces  déplacements  au  moyen  d'une  force  spéciale  aA. 
Si  nous  remplaçons  (S  par  sa  valeur  primitive  eaic,  nous  aurons  à  con- 
struire les  expressions  suivantes  : 


8 
labc  -  =  «_aA  =r  0, 

h           k 

Ut           ^fs 

,  c    h                 .   c    II 
no =  —  lah 

—  AA. 

y^  aw^                  x^  <ju^ 
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ky 
Nous  porterons  les  longueurs  A  et ^  sur  deux  parallèles,  passant 

par  les  antipôles  X  et  Y,  L'intersection  avec  la  droite  XY  de  la  ligne  de 
jonction  de  leurs  extrémités  donnera  un  point  de  la  force  AA.  Ce  point 
joint  à  a,  puisque  1/^  =  0  donnera  la  direction  de  la  force  cherchée,  et 

l'on  pourra,  dès  lors,  mesurer  directement  w,  et  u^.  Gela  posé,  on  con- 

c 
struira,  d'après  la  fig,  22  (p.  17),  deux  angles  dont  les  sinus  soient  — 

h  c  k  ^' 

et  —  ou  —  et  — ,  et,  au  moyen  de  ces  angles,  on  pourra  réduire  suc- 

cessivement  taô  dans  les  deux  rapports  voulus  et  obtenir  la  grandeur  de 
aA  ;  9Ug  et  ou^  se  construiront  dans  l'angle  que  forment  /  et  m. 

Il  faut  naturellement  tenir  compte,  dans  ces  réductions,  de  ce  que  h 
et  k  sont  à  multiplier  par  le  nombre  n  si  l'on  a  pris  uiù  n  fois  trop  petit 
(voir  n^  134,  p.  522). 


140.   ARCS  POUR  LESQUELS  LES   RÉACTIONS  DES  CULÉES  PASSENT 

PAR  DES  POINTS  FIXES. 

Nous  avons  supposé  dans  les  numéros  précédents  que  les  aA  pouvaient 
prendre  des  directions  quelconques,  et  que  l'on  donnait  aux  arcs  des  di- 
mensions suffisantes  pour  résister  à  ces  aA  ;  ce  cas  est  celui  de  l'arc  plein 
reposant  sur  des  culées  fixes.  Mais  il  arrive  souvent  que  les  aA  doivent 
passer  par  des  points  fixes  déterminés;  dans  les  arcs  à  treillis,  par 
exemple,  ils  passent  par  le  premier  nœud;  dans  les  arcs  à  charnières 
sur  les  culées,  par  les  centres  des  charnières,  etc.  En  général,  ces  arcs 
sont  symétriques  ;  le  AA  passe  alors  par  les  deux  culées,  car,  en  suppo- 
sant qu'il  ne  passe  pas  par  l'un  des  points  d'appui,  il  produirait  une 
rotation  autour  de  ce  point,  et  par  hypothèse  Tare  est  établi,  de  manière 
à  céder  à  cette  rotation.  Nous  devons,  par  suite,  admettre  que,  pour  ces 
arcs,  les  AA  sont  horizontaux. 

Par  contre,  il  arrive  souvent  que  le  point  d'application  du  aA  ne  se 
trouve  pas  sur  l'axe  théorique  de  l'arc;  dans  un  arc  à  treillis,  par 
exemple,  cet  axe  théorique  passe  par  le  centre  de  gravité  de  la  section, 
en  comprenant  dans  cette  section  le  longeron  supérieur  qui  est  horizon- 
tal; il  est  situé  par  suite  plus  ou  moins  au-dessus  de  l'arc  proprement 
dit.  Mais,  quelle  que  puisse  être  la  forme  de  l'arc,  les  valeurs  u^u^u^  sont 
connues  à  p7'wn\  et  constantes  pour  tous  les  aA.  La  grandeur  que  l'on 
pourra  choisir  pour  aA  ne  pourra,  par  suite,  plus  satisfaire  aux  trois 
équations  du  n*  138  (p.  535);  une  seule  d'entre^elles  suffira  pour  la  dé- 
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terminer.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  au  n*  137  (p.  533),  nous  poserons 
A  =  0,  et  nous  satisferons  à  la  deuxième  équation.  Nous  aurons,  par 
suite  : 

Les  longueurs  w,  étant  constantes,  nous  arriverons  le  plus  simplement 
possible  aux  directions  des  AA'  et  aA",  en  prenant  l'échelle  des  forces  de 
manière  que  AP  soit  représenté  par  m,,  alors  AA  sera  égal  à  —  m'..  On 
portera  donc  cet  w'„  sur  l'horizontale,  à  partir  du  point  fixe  de  la  culée; 
à  son  extrémité  on  ajoutera  la  verticale  P'AP  =  p'tt^,  construite  comme 
l'indique  la  PI.  XVI,.  On  obtiendra  de  cette  manière  aA'  qui  coupe  aP 
en  un  point  de  la  ligne  d'intersection  des  forces. 

La  courbe  enveloppe  est  ici  remplacée  par  les  deux  points  d'applica- 
tion de  aA  ;  la  ligne  d'intersection  des  forces  et  ces  deux  points  servi- 
ront, dès  lors,  à  effectuer  les  constructions  suivantes  comme  dans  le 
numéro  précédent;  on  pourra  déterminer  aussi,  de  la  même  manière,  le 
aA  provenant  de  la  dilatation,  et  le  aA  provenant  des  efforts  de  compres- 
sion et  des  efforts  tranchants. 

Si  l'on  voulait  enfin  savoir  de  quel  angle  l'extrémité  de  l'arc  a  tourné, 
il  faudrait  résoudre  le  problème  inverse.  On  remplacerait  chaque  aA, 
trouvé  au  moyen  des  formules  précédentes,  dans  les  deux  relations  : 

Ea6  •  -  8  =  m'ç  AP  -f  WçAA, 

C       k 

—  zab  '  -  —  =  t^'  aP  -4- 1^„ AA, 

et  l'on  en  tirerait  8  et  k.  Il  faut  déterminer  A:,  principalement  afin  de  con- 

k  k 

naître  l'angle  y;  8 — y  est  en  effet  (voir  n'  137,  p.  533)  l'angle  dont  a 

k 
tourné  l'une  des  extrémités  de  l'arc,  y  étant  celui  dont  a  tourné  l'autre. 

1 

Or  on  a,  dans  la  plupart  des  cas,  ar^  =  ^/. 

On  aura  par  suite  : 

c  fît 

Après  avoir  construit  -  dans  l'angle  -j-  [fig,  2),  on  réduira  les  surfaces 

9  l 
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de  moments  qu'indiquent  les  formules,  aux  bras  de  levier  -  pour  la  prc- 

9 

mière  et  —  pour  la  seconde,  et  les  résultats,  considérés  comme  arcs  d'un 

9 

rayon  tab,  fourniront  les  angles  cherchés. 


441.   COURBE  DB  PRESSION  DANS  UN  ARC   ÉLASTIQUE. 


Lorsqu'on  a  sommé  les  AA'  et  les  AA^  pour  toutes  les  charges  d*un 
arc,  et  que  Ton  a  obtenu  ainsi  les  réactions  totales  A'  et  A",  on  peut,  au 
moyen  de  ces  réactions,  construire  la  courbe  de  pression  des  forces  qui 
sollicitent  Tare,  comme  l'indiquent  le  polygone  des  forces  et  le  polygone 
funiculaire,  dans  les  fig.  301  et  20â.  La  courbe  de  pression  ainsi  dessinée, 

Fig.  iOl. 


Fiff.  202. 

pour  un  arc  déterminé,  est  en  corrélation  intime  avec  Taxe  de  cet  arc. 
Nous  trouverons  facilement  les  relations  qui  les  lient,  en  montrant  com- 
ment Ton  peut  arriver,  pour  une  charge  quelconque,  mais  déterminée, 
à  construire  les  réactions  totales  A'  et  A''  sans  passer  par  la  sommation 
des  aA'  et  des  aA". 

Relions  les  charges  aP  qui  agissent  sur  un  arc,  au  moyen  d'une 
courbe  de  pression  arbitraire,  mais  pour  laquelle  les  réactions  des  cu- 
lées auront  été  choisies,  de  manière  que  cette  courbe  se  rapproche  autant 
que  possible  de  l'axe  de  l'arc.  Soit  maintenant  T  la  force  qui  agit  sui- 
vant le  côté  du  polygone,  coupé  par  une  section  quelconque,  et  soit  As 
l'élément  de  l'arc  coupé  par  cette  môme  section.  Le  moment  de  la  force 
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extérieure  T,  par  rapport  au  milieu  de  Télément  de  Tare  sera  pT,  p  étant 
la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  milieu  sur  le  côté  T.  Menons  (fig.  201) 
la  verticale  A,  c*est-à-<iir6  une  parallèle  aux  forces  aP,  et  {fig,  202)  la 
ligne  H  perpendiculaire  à  h,  c'est-à-dire  horizontale.  Les  deux  triangles 
ph  et  PH  seront  semblables,  puisque  Tangle  TA  [fig.  201)  est  égal  à 
Tangle  TaP  (fig.  202),  et  que  les  deux  triangles  sont,  en  outre,  rectangles. 
Le  moment  de  la  force  extérieure  à  As  sera  donc  : 

Substituons  cette  valeur  de  $  dans  les  formules  générales,  et  rem- 
As 
plaçons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait,  e3  par  @z^ — .  11  viendra,  en 

supposant  qu'une  force  A  ramène  Tare  à  sa  position  primitive,  et  en  di- 
visant les  équations  par  <rH,  y^txE  et  j^^eH  : 


65  _  ^hix      A 

SA  ^  y  Aax      a 

(SA  ^œ  kàx      A 


'9 

Aàx 


^  représente  la  surface  de  moment  correspondante  à  une  lamelle 

{fig.  201),  après  la  réduction  de  cette  surface  à  la  base,  généralement  va- 
riable, az*^.  Traçons,  à  l'aide  de  tous  les  segments  obtenus  par  cette  ré- 
duction de  surfaces,  un  polygone  des  forces  ;  la  longueur  de  ce  polygone 

\^  Aax 
sera  :  tt'<T=  >  — -  et  de  plus,  elle  sera  proportionnelle  à  uq.  Construi- 
sons, au  moyen  de  ce  polygone  et  de  la  distance  polaire  y?,  un  polygone 
funiculaire,  dont  les  côtés  soient  situés  sur  les  horizontales  de  As;  les 
côtés  extrêmes  de  ce  polygone  intercepteront,  sur  Thorizontale  de  Textré- 

^^  y    hxc 
mité  de  Tare,  un  segment  u'^  =  > -^ -,  Ce  segment  sera  proportion- 
nel aux  moments  des  surfaces  par  rapport  à  cette  ligne,  et  en  outre  à  la 
longueur  tt^. 

Le  polygone  funiculaire  construit  avec  la  distance  polaire  x^j,  et  dont 
les  sommets  sont  situés  sur  les  verticales  des  as  interceptera  de  même, 

sur  la  verticale  de  l'extrémité  de  l'arc,  un  segment  w'y  —  V ^,  pro- 
portionnel au  moment  des  surfaces  par  rapport  à  cette  verticale,  pro- 
portionnel aussi  à  Uy,  Les  trois  grandeurs  Wg,  u^  et  w'„  peuvent,  comme 
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nous  l'avons  montré  n*  138  (p.  539),  servir  à  construire  la  direction  et  la 
grandeur  de  A,  force  qui  modifierait  la  réaction  arbitraire  avec  laquelle 
nous  avons  fait  la  construction.  Si  la  réaction  choisie  avait  été  exacte, 
les  sommes  m'^,  w'^,  u\^  et  par  suite  A  auraient  été  égales  à  zéro. 
Lorsqu'en  outre  les  z""  sont  constants,  on  pourra  faire  sortir  du  signe 

i 

2  le  facteur  — y^^  et  le  négliger,  puisque  nos  trois  sommes  sont  égales  à 

zéro  dans  le  cas  où  la  réaction  est  exacte.  La  première  somme  représente 
alors  rigoureusement  Faire  des  surfaces  comprises  entre  la  courbe  de 
pression  et  Tare,  puisque  les  côtés  du  polygone  funiculaire  se  coupent 
sur  les  verticales,  menées  par  les  Ax,  qui  leur  correspondent  ;  la  pre- 
mière relation  exprime,  par  suite,  que  les  aires  des  surfaces  situées  au- 
dessus  de  Tare  sont  égales  à  celles  qui  sont  situées  au-dessous  de  Tare. 
Nous  avons,  dans  la  figure,  ombré  les  surfaces  correspondant  à  des 
forces  extérieures  qui  tournent  dans  le  sens  positif  autour  de  Taxe;  les 
surfaces  de  moment  négatives  ont  été  pointillées.  x  eiy  sont  les  coor- 
données des  éléments  de  Tare,  par  rapport  aux  axes  qui  passent  par  son 
extrémité;  admettons  maintenant  que  l'on  recule  les  surfaces  élémen- 
taires, sur  des  verticales,  de  manière  que  leurs  centres  de  gravité  vien- 
nent coïncider  avec  ceux  de  l'arc,  il  faudra  dans  cette  hypothèse  que  les 
moments  des  surfaces  par  rapport  aux  axes  x  Qiy  soient  aussi  nuls. 

Or,  comme  la  somme  des  surfaces  est  elle-même  égale  à  zéro,  que  leur 
poids  peut  être,  dès  lors,  considéré  comme  infiniment  petit  et  situé  à 
l'infini,  et  qu'enfin  les  deux  axes  sont  situés  à  une  distance  finie,  les 
conditions  que  nous  venons  d'indiquer  ne  peuvent  être  satisfaites  que 
si  les  deux  centres  de  gravité,  celui  des  surfaces  positives  ombrées,  et 
celui  des  surfaces  négatives  pointillées  viennent  à  coïncider;  il  faut,  en 
un  mot,  que  la  résultante  des  poids  de  ces  deux  surfaces  soit  égale  à 
zéro. 

La  construction  que  nous  venons  d'employer  prouve  que  l'on  peut^ 
pour  une  charge  quelconque,  satisfaire  à  ces  conditions,  mais  nous  pou- 
vons encore  le  démontrer  plus  clairement  de  la  manière  suivante  :  pre- 
nons une  réaction  de  grandeur  et  de  direction  quelconques,  et  joignons- 
la  aux  charges  aP.  Il  sera  facile,  au  moyen  de  la  réduction  des  surfaces, 
et  d'un  déplacement  parallèle,  de  placer  la  courbe  de  pressipn  ainsi  ob- 
tenue, dans  une  position  telle  que  les  surfaces  situées  au-dessus  et  au- 
dessous  de  l'arc,  soient  équivalentes.  Si  maintenant,  les  centres  de  gra- 
vité de  la  surface  positive  et  de  la  surface  négative  ne  coïncident  pas, 
on  pourra,  à  partir  d'un  point  fixe  quelconque,  porter  la  distance  re- 
lative de  ces  deux  points,  puis  changer  la  réaction  adoptée.  Enfin,  si  on 
fait  varier,   pour  diverses   directions  des  réactions,  la  grandeur, de 
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celles-ci,  depuis  a  jusqu'à  oo,  Textrémité  de  la  distance  relative  des 
deux  centres  décrira  un  système  de  lignes,  et  celle  de  ces  lignes  qui 
passera  par  Torigine  déterminera  la  vraie  grandeur  et  la  vraie  direction. 
Mais  il  est  clair  que  cette  construction,  basée  sur  la  méthode  de  fausse 
position  à  deux  inconnues,  est  bien  plus  compliquée  que  celle  que  nous 
avons  donnée  précédemment. 

On  peut  encore  exprimer  de  la  manière  suivante  que  les  surfaces  com- 
prises entre  la  courbe  de  pression  et  Tare  doivent  être  égales  des  deux 
côtés  de  l'arc  ;  la  courbe  de  pression  doit  suivre  de  très  près  la  forme  de 
Tare  et  couper  cet  arc  au  moins  en  trois  points,  pour  les  formes  ordi- 
nairement admises.  Il  est  impossible,  en  effet,  que,  pour  un  arc  convexe 
ordinaire,  les  deux  surfaces  situées  aux  extrémités  de  l'arc  et  qui  sont 
de  même  signe,  puissent  avoir  le  même  centre  de  gravité  que  la  surface 
placée  à  Tintérieur  de  Tare,  dans  le  cas  où  il  n*y  a  que  deux  points  d'in- 
tersection, et  par  suite,  que  trois  surfaces.  L'écartement  plus  ou  moins 
grand  des  deux  courbes  entre  leurs  points  d'intersection  dépend  de  la 
condition  d'égalité  des  moments.  Il  est  clair  aussi  que,  lorsque  la  forme 
de  l'arc  est  celle  de  la  courbe  de  pression  produite  par  les  charges ,  les 
deux  courbes  doivent  coïncider.  Nous  avons  vu,  en  effet,  n*46(p.  165), 
que  tous  les  points  communs  des  deux  lignes  sont  situés  sur  une  même 
droite;  elles  coïncideront  donc  dès  qu'elles  se  couperont  en  plus  de  deux 
points. 

On  voit  qu'il  est  permis,  dans  tous  les  cas  où  la  courbe  de  pression 
peut  se  rapprocher  suflSsamment  de  l'axe  de  l'arc,  pour  qu'elle  coïncide 
à  peu  près  complètement  avec  lui,  de  dessiner  simplement  une  courbe  de 
pression  qui  satisfasse  à  ces  conditions.  Ce  cas  se  présente  pour  la  partie 
médiane  des  voûtes,  dans  lesquelles  le  poids  propre  est  très  grand  par 
rapport  à  la  charge  accidentelle.  Remarquons  toutefois,  qu'il  ne  faut, 
dans  aucun  cas,  faire  passer  la  courbe  de  pression  par  les  arêtes  exté- 
rieures des  voussoirs. 

Quant  aux  arcs  en  bois  ou  en  fer,  il  convient  de  leur  donner  la  forme 
de  la  courbe  de  pression  qui  correspond  au  poids  propre  (et  non  la 
forme  d'un  segment  de  cercle,  comme  on  le  fait  généralement  en 
France).  Dans  ce  cas,  en  effet,  le  poids  propre  se  répartira  uniformé- 
ment sur  toutes  les  sections  de  l'arc,  sans  y  produire  de  flexion,  et  l'on 
n'aura  besoin  de  la  théorie  de  l'élasticité  que  pour  trouver  les  efforts 
produits  par  les  charges  accidentelles. 

M.  le  professeur  Ritter  de  Riga  s'est  servi  de  l'équation  des  surfaces 
et  de  celles  de  leurs  moments ,  pour  construire  d'une  manière  très 
ingénieuse,  les  réactions  produites,  pour  un  arc  parabolique,  par  des 
charges  uniformes.  Mais  comme  nous  préférons,  dans  ce  cas,  calculer 
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les  réactious  une  fois  pour  toutes,  ainsi  que  nous  le  ferons  dans  le 
chapitre  suivant,  nous  n'exposerons  pas  sa  méthode. 

La  construction  que  nous  avons  indiquée,  dans  ce  numéro,  pour  la 
force  A  paraît  être  très  rapide  pour  une  charge  déterminée,  puisque 
deux  polygones  suffisent  pour  arriver  au  but;  mais  en  réalité  elle  n'est 
pas  aussi  pratique  qu'elle  en  a  Tair,  puisque,  pour  obtenir  les  points 
aXY,  la  courbe  d'intersection  et  la  courbe  enveloppe,  on  a  besoin  des 
polygones  de  la  planche  XYl;  de  plus,  pour  chaque  nouvelle  charge,  il 
faudra  deux  nouveaux  polygones.  Ce  n'est  que  dans  les  cas  particuliers, 
où  l'on  connaît  à  priori  les  charges  les  plus  défavorables  et  où  les  poly- 
gones se  composent  de  peu  de  lignes,  pour  les  poutres  droites,  par 
exemple,  que  l'on  pourra  se  servir  avantageusement  des  surfaces  des 
moments  ;  nous  emploierons  cette  méthode  au  chapitre  cinquième. 
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CHAPITRE  IV 

ARCS  ÉLASTIQUES  DE  FORME  PARABOLIQUE  ET  POUR  LESQUELS 

dx 
Ts 


@  =  e3[  ;t-  EST  CONSTANT 


142.   FORMULES  GÉNÉRALES  POUR  LA  PARABOLE   ÉLASTIQUE, 
DANS  LE  CAS  OU  @  EST  CONSTANT. 


Nous  sommes  arrivés,  n»  196  (p.  529),  aux  trois  formules  fondamentales  sul« 
vantes: 

qui  déterminent  la  rotation  et  le  déplacement  de  Fextrémité  d*un  arc,  lorsque  Fau- 
tre  extrémité  reste  fixe.  Nous  avons  montré  comment  la  question  pouvait  se  résou- 
dre graphiquement  dans  le  cas  général,  et  pour  des  valeurs  ^  et  ^  quelconques. 
Pour  résoudre  le  problème  par  Tanalyse,  nous  aurons  à  remplacer  A«  par  ds  et  le 
signe  S  par  le  signe  /,  entre  les  limites  pour  lesquelles  le  moment  peut  s^exprimer 
analytiquement  en  fonction  de  a;  ou  de  «. 

L'intégration  présente  quelques  diiBcultés,  et  Ton  s'est  donné  beaucoup  de  peine 
pour  Teffectuer,  dans  le  cas  où  la  section  est  constante  et  où  Taxe  présente  une 
forme  circulaire  ou  parabolique.  Lorsque  la  section  et  par  suite  le  moment  d*inertie 
sont  variables,  les  méthodes  graphiques  développées  dans  les  numéros  précédents, 
sont  les  seules  qui  soient  applicables  et  comme  les  hypothèses  faites  en  vue  d'un 
calcul  analytique  ne  se  rapprochent  que  très  peu  de  la  réalité,  les  méthodes  gra- 
phiques donnent  certainement  un  résultat  plus  exact  Le  calcul  ne  serait  avanta- 
geux que  dans  le  cas  où  les  intégrales  pourraient  se  mettre  sous  une  forme  simple. 

Supposons,  tout  d'abord,  que  la  charge  résultant  du  poids  propre  soit  uniforme  : 
il  faudra,  d'après  ce  que  nous  avons  dit,  n*  141  (p.  551),  que  Taxe  de  Tare  soit  de  forme 
parabolique,  afin  qu'on  puisse  négliger  l'action  du  poids  propre.  11  ne  nous  restera, 
dès  lors,  à  considérer  que  les  surcharges  pouvant  s'étendre,  selon  les  circonstances,  sur 
diverses  parties  de  l'arc;  nous  les  supposerons,  de  même,  uniformément  réparties 
sur  chacune  de  ces  parties.  Mais  on  arrivera  à  la  plus  grande  simpliâcation  possi- 
ble pour  les  formules,  en  admettant  que  les  moments  d'inertie  des  sections  varient 
depuis  le  sommet  jusqu'à  la  culée,  dans  le  rapport  des  longueurs  des  éléments  à 
leurs  projections.  Il  est  vrai  que  la  section  de  Tare  augmente  du  sommet  à  la  culée 
dans  une  proportion  bien  plus  forte  que  di  par  rapport  à  dx\  néanmoini  notre 


5i4  ÉLÉMENTS  DE   LA  THÉORIE  DE  L*ÉLAST1CITÉ. 

hypothèse  se  rapproche  plus  de  la  réalité  que  cMle  qui  consiste  à  supposer  la  sec- 
tion constante  et  que  Ton  emploie  usuellement  pour  les  calculs. 
Dans  ce  cas  la  valeur 

sera  constante.  En  multipliant  les  trois  formules  fondamentales  par  cette  valeur,  il 
Tiendra  : 

« 

■» 

(|A=l\(y-.y,)S4Jrfx, 

Dans  ces  formules,  le  signe  ^  s*étend  sur  chaque  longueur  de  charge,  pour  laquelle 

la  loi  des  moments  extérieurs  ne  change  pas,  et  le  signe  £  indique  Paddition  des 
diverses  intégrales,  correspondant  à  chacune  de  ces  parties. 
Soit 

-  =  ~  =  Ô« 

Téquation  de  la  parabole;  soient  de  plus  +  /  et  /  les  coordonnées  de  l'extrémité  fixe 
de  Tare,  et  —  /,  y/*  celles  de  Textrémité  mobile  x^y^;  nous  désignons  l'ordonnée  de 
cette  extrémité  par  yf  et  non  par  /*,  parce  qu'il  arrive  souvent  que  Paxe  de  Tare, 
supposé  parabolique,  ne  passe  pas  par  Pextrémité  sur  laquelle  Tare  repose. 

Nous  déterminerons  en  premier  lieu  les  dimensions  de  Tellipse  d'élasticité,  et  les 
coordonnées  du  triangle  fondamental,  de  la  manière  suivante: 

Les  coordonnées  du  centre  de  gravité  seront  : 


•r» 


ri  ri  f^i  1 


L*axe  horizontal  de  rellipse  centrale  sera  : 


1  0 

L*axe  vertical: 


'  .0  3 


Uéquation  de  Tellipse  d'élasticité  sera,  par  suite, 

1  ^  ■*■      £  (0,57735  /)*       (0,29814  /•}« 

3  45' 

Le  point  de  la  parabole  qui  a  pour  ordonnée  y  =  -  /*,  a  aussi  pour  abscisse 

«5 

x'  =     /•,  et  les  extrémités  de  Taxe  horizontal  de  l'ellipse  sont,  par  suite,  situées 
sur  la  parabole  elle-même.  Les  deux  autres  intersections  de  l'ellipse  avec  Tare  ont 
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comme  coordonnées  : 

Les  ordonnées  des  ailrémités  <lu  petit  aze  sont  : 

ï  =  i±0,î98U  =  0.03519    et    0,63U7. 

Nous  avoua  d^A  trouré  les  coprdonnAes  d'un  des  pointa  fondamentaux,  le  centre 
de  rellipse.  L'abscisse  de  l'antipAle,  par  rapport  à  l'axe  des  y,  qui  passe  par  l'extré- 


L'ordonnée  de  l'antipAle  par  rapport  i,  la  corde  de  la  parabole  est; 

»=s'-â''-l'"=j''- 

Un  n'a  jamais  besoin  de  l'antipdle  de  la  droite  y  =  yf.  Nous  n'avons  d'ailleurs  cal- 
culé ces  dimension»  que  pour  les  comparer  à  cellïs  que  noua  avons  trouvées  dans 
l'épure;  nous  les  avons,  pour  cela,  portées  sur  la  ftg.  !03.  Cotte  comparaison  (ait 


ressortir  d'assez  (pendes  différences,  ce  qui  prouve  que  les  méthodes  graphiques 
•ont  préférables. 

Nous  procéderons  maintenant  comme  dans  le  o'  138.  Nous  déterminerons  d'abord 
la  pésction  AA  de  la  culée  provenant  d'une  charge  AP  ayant  pour  abscisse  ^l.  Le 
moment  de  cette  charf^e  est,  d'après  lea  considérations  développées  au  n°  43  (p.  159), 
égal  A  la  somma  des  équatioua  normales  de  la  force. 
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L*équation  normale  de  la  charge  AP,  en  y  comprenant  sa  réaction  verticale  à 
Tabscisse  —  /,  est  donnée  par  Tune  des  deux  expressions  saiyantes,  selon  que  Télé- 
ment  considéré  se  trouve  avant  ou  après  p/.  (Voir  n*  86  p.  317). 

^(l-P)(l+f)/AP     et     l(i  +  p)(l-îj/AP. 

Les  sifpit»  sont  ici  opposés  à  ceux  que  nous  avons  trouvés  au  n*  86,  parce  que 
les  X  et  les  p/  sont  pris  dans  un  ordre  contraire. 
L*équation  normale  de  la  force  aA  est  : 

i  (e«  +  liy  +  1)AA, 

où  Ç  et  1)  sont  les  coordonnées  encore  inconnues  de  la  direction  de  AA^  et  ^  le  (ac- 
teur normal  ^Ç*  +  V-  Nous  aurons,  par  suite^  comme  somme  des  équations  des 
forces  produites  par  AP,  avant  et  après  p  : 

«P^^=A«  =  i(l-p)(l  + j)^+|ft«  +  i«r  +  l)AA» 

«Pj*=A53  =  |a-P)(l  +  j)^+iR«  +  tiy  +  l)AA, 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  formules  générales  nous  donne: 

(g«=0  =  [(l-P)j5^^(l+î)(/x+(l  +  P)Ç'(l-|)^ 

1      f+t 

«=»=['>-«s5+7)(?-'H»+«s;('-f)(?-')-]î"- 

^  /-AA  (^|(  Ir  +  tiî,  +  l)(i'  -  t)  dx, 

-eA  =  0  =  [(l-p)  Ç^(l  +  îj<te  +  (1  +  p)  Jp '(l  -  Çj  d«]  i  /«AP 

+  i/AA\^\6t  +  iiy  +  l)^  + jUx; 
et  après  avoir  calculé  les  intégrales  : 

@8=(l-p»,i/«AP  +  i(i^,+l)xMA, 

_(|A=(1-P»)(6y- 1- P')i /-/«AP +  ^[^(57-3)/-,  +  3t- l]  Iz-aA. 
-e*  =(l-p«)(3  +  p)i/«AP  +  ^(i«  +  l/H  +  lWi«AA. 

143.   ARC  PARABOUQUE  A  CULÉES  FIXES,   SOUMIS  A  DES  CHARGES  AP. 


Nous  admettrons,  comme  précédemment,  que  Tare  repose  sur.ses  culées  d*une  ma- 
nière assez  stable  et  assez  fixe  pour  qu'il  puisse  résister  à  un  aA  quelconque;  ce  AA 
n*est,  dans  ce  cas,  assujetti  à  aucune  condition,  et  peut  être  choisi  de  manière  à 


+ 
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annuler  à  la  fois  les  trois  équations  donnant  ^,hetk,LQ  point  dont  la  position  ne 
doit  pas  changer,  et  dont  la  section  correspondante  dans  Parc  ne  peut  pas  tourner, 
est  alors  le  dernier  point  de  Taxe,  et  il  faudra,  dans  nos  équations,  poser  y  =  1*  Bn 

égalant»  en  outre,  B^hei^k  à  zéro,  et  cherchant  les  inconnues  ^  AA,  ^  AA  et  —  AA, 
il  Tiendra  :  *^ 

i/AA=-8(l-p«)P  .i/AP, 

l/'AArr      15(l-p«)«  .i/AP, 

i   AA=-(l-p«)(13-5p«).^/AP. 

L'addition,  membre  à  membre,  de  ces  trois  équations  nous  donnera  la  forme  n  or- 
male  de  la  réaction  de  la  culée  cherchée.  Elle  est,  par  suite,  entièrement  déter- 
minée, et  sa  valeur  est  : 

|-(^  +  tiy  +  l)AA  =  [-8pî  +  15(l-pt)^-13  +  5p«](l-p«)i/AP. 

Lorsqu'une  équation  est  mise  sous  la  forme  normale,  la  composante  parallèle  à 

Taxe  des  x  est  égale  au  coefficient  positif  de  y  (yoir  u?  43,  p.  159),  c'est-à-dire,  dans 

15  / 

notre  cas,  à  ^  (1  ^  ^)*  -  AP,  la  composante  parallèle  à  Taxe  des  y  est  égale  au 

1 

coefficient  de  x,  changé  de  signe,  c'est-à-dire  à  -^(l  — p*)AP,  et  le  moment  par 

4 

rapport  à  Torigine  est  égal  au  terme  contsant  —  75  (13  —  5  p')  (1  —  p«)/AP. 

L'équation  de  la  droite,  suivant  laquelle  agit  la  force,  peut  se  mettre  sous  la  forme 
suivante,  en  la  débarrassant  des  facteurs  communs  : 


5/l-.32Jp«-4j.2p-13 -h  15-^=0. 


Cette  équation,  qui  est  du  premier  degré,  contient  P  au  second  degré  ;  par  suite, 
les  forces  AA  obtenues  pour  divers  p,  enveloppent  une  courbe  du  second  dè|^. 
L'équation  de  cette  enveloppe  est»  comme  on  l'a  vu  en  géométrie  analytique,  le  dis- 
criminant de  l'équation  du  1*'  degré,  pris  par  rapport  à  p,  o'est-à-dire  : 

8  =  5(1-3  ^)(l3-15^) -h  16^=0, 

qui  revient  à  l'équation  de  Pellipse  : 

Cette  ellipse  a  été  dessinée  (fig.  203)  ;  on  voit  par  l'équation  qu'elle  est  tangente 

1  13  1 

aux  verticales  des  culées,  et  aux  deux  horizontales  y  =  -/  et  y  =  r-/*;  ^  =  r/"  étant 

0  15  o 

Pordonnée  du  point  9,  il  en  résulte  qu'elle  est  en  ce  point  tangente  à  l'ellipse 
d'élasticité. 

En  substituant  l'équation  normale  de  AA  trouvée  plus  haut,  dans  les  équations 
de  Att  et  ùSb  du  numéro  précédent,  on  obtiendra  la  réaction  totale  sons  sa  forme 
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normale  ;  elle  sera  : 

A«  =  [     8(2+P)j+15(l+P)«^+8-5(l  +  P)«](l-P)tlMP, 

Ag3  =  [-8(2-p)j  +  i5a-p)«^  +  8-5(i-p)«]a  +  p)«^^p. 

Les  deax  équations  sont  satisfaites  à  la  fois  par  les  valeurs  : 

x=p/    et    y=-g/'; 

par  suite, 

sera  Téquation  de  la  courbe  d*intersection  des  forces.  Elle  se  réduit  à  une  horizon- 
tale, située  au-dessus  du  sommet  de  Tare,  à  une  distance  égale  au  -  xle  la  floche. 

o 

L*éc[uation  de  91  peut  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

0=:5(3^-l)(H-P)«  +  4^.2(l+P)  +  8(l4.îV 

Cette  équation  contient  aussi  un  paramètre  1  +  p.  En  formant  son  discriminant 
par  rapport  à  ce  paramètre,  on  obtiendra  Tenveloppe  des  réactions  pour  des  va- 
leurs 1  +  p  variables.  Cette  enveloppe  est  donnée  par  Téquation  : 

équation  qui  représente  évidemment  une  hyperbole. 

La  verticale  s  ss  —  /  est  Tune  des  asymptotes,  Tautre  passe  par  le  centre  x  =  —  /, 

1  3  1  1 

y  =  r-  A  par  les  points  des  axes  x=—  s  ^  et  y  =  -  /*,  et  par  Textrémité  x=/,  y  =  r /* 

de  la  tangente  y  =  -  /*=  0,  dont  le  point  de  contact  se  trouve  à  l'abscisse  a:  =  0. 
Qn.  obtient,  de  même,  l'équation  de  9  : 

0  =  5(3^ -l)(l-p)«-4Î. 2(1- ?)  +  8(l-î). 

9  enveloppe  l'hyperbole  : 

'■=K'?-)('-f)-*=K'-?)(p+&-')-'=«- 

La  verticale  a;  =  /  est  une  des  asymptotes;  Tautre  asymptote  passe 

par  le  centre  a:  =  /,  y=  ^f; 

15 

3  1 

par  les  points  des  axes,  a;=-/  ety  =  -/'; 

par  Textrémité  x  =  —  /,  y=z--fde  la,  tangente  0  =  y  —  -  /*,  commune  aux  trois 
courbes,  et  dont  le  point  de  contact  a  pour  abscisse  o;  =  0. 
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Toutes  ces  tan^^entes  ont  été  indiquées  {fig.  203)  ;  mais  leurs  points  de  contact 
3 
:  -  /  sont  situés  hors  des  limites  de  la  figure. 

Les  trois  courbes  S,  S',  S"  sont  osculatrices  l'une  à  Fautre  au  point  «=0,  y  =  -/"; 


on  peut,  en  effet,  les  mettre  sous  la  forme  sulTante  : 

8S'  +8  =  5(3^ -l)(     8j  +  15^-5), 

8S"  +  S  =  5(3^-lV-8Î  +  15^-5l 

S'-S"  =  lo/3|-l)j. 


Puisque  la  droite  3^—1=0  touche  déjà  les  trois  coniques  au  même  point  7=0, 


et  que  les  trois  cordes  : 


X  y  X 

8-+15^-5=0    -=0 


passent  par  le  même  point;  en  ce  point  se  confondront  trois  fois  trois  points  des 
trois  courbes.  Deux  quelconques  de  ces  courbes  ne  peuvent  donc  plus  avoir  qu*un 
autre  point  de  commun;  et  ces  trois  nouveaux  points  d'intersection,  pour  les  trois 
courbes,  sont  situés  sur  les  trois  cordes  dont  nous  avons  écrit  les  équations.  Leur^ 
coordonnées  sont  : 

X  4       1/      19       X      ^ 

-=111-,      -==  — ,      — =0,      t/  =  oo. 

La  dépendance  réciproque  des  directions  des  trois  forces  aA,  aSI,  àSd  peut 
s'exprimer  symétriquement  de  la  manière  suivante  : 

Le  triangle  que  forment  ces  trois  directions  est  inscrit  dans  le  triangle  y  = f , 

5 

X  =  ±  1  dont  un  des  sommets  est  situé  à  l* infini j  et  il  enveloppe  les  trois  coniques  S,  S', 
S".  Les  trois  côtés  du  triangle  touchent  chacun  Fune  des  coniques,  et  les  trois  coniques  se 
touchent  elles-mêmes  en  un  même  point  triple.  Par  suite,  les  directions  des  forces  dé- 
terminent des  formes  projectives  sur  les  côtés  du  triangle,  dans  lequel  elles  sont  inscrites, 
et  sur  les  courbes  auxquelles  elles  sont  circonscrites. 

Il  peut  être  intéressant  de  ne  pas  limiter  les  composantes  de  AP  à  des  points  d'ap- 
plication  situés,  sur  la  courbe  d'intersection,  entre  les  deux  verticales  des  culé^, 
et  d* étudier  ce  qu'elles  deviennent  pour  des  points  d*^pplication,  situés  en  dehors 
de  ces  verticales.  Nous  avons  pu,  en  effets  au  n*>  139  (p.  544),  généraliser  quelques 
remarques  sur  la  forme  des  courbes  enveloppes. 

Nous  avons  essayé  (fig.  204)  de  montrer  comment  les  diverses  directions  des  AP, 
AA,  AB,  A^,  A^  et  àSb  sont  liées  entre  elles.  La  droite  dHntersection  des  forces 
est  coupée  en  sept  segments,  par  les  quatre  asymptotes  des  deux  hyperboles  (dont 
deux  coïncident  toujours  avec  les  réactions  verticales  des  culées >,  par  les  points  de 
tangence  de  ces  hyperboles  et  enfin  par  le  point  à  Pinfini.  Nous  avons,  dans  la  fi* 
gure,  distingué  ces  segments  par  le  dessin,  en  employant  le  même  genre  de  lignes 
pour  les  segments  symétriques.  A  ces  segments  correspondent  sur  l'ellipse  des 
segments  qui  sont  également  symétriques,  et,  sur  les  hyperboles  et  sur  les  asymp- 
totes verticales,  d'autres  segments  qui  ne  sont  plus  symétriques,  car  si  le  segment 
déterminé  sur  Tune  est  grand,  il  sera  nécessairement  petit  sur  l'autre. 

Toutes  les  formes  étant  projectives,  les  segments  se  suivront  partout  daiii  1« 
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même  ordre,  et  pendant  que  AP  parcourra,  de  —  oo  à  +  oo ,  la  lig^ne  d^intersection 
des  forces,  les  points  de  contact  de  chacune  des  autres  forces  décriront  leur  courbe 
enveloppe.  Quant  à  la  direction  des  AA,  ces  forces  tourneront  toujours  dans  le 

Fig.  20J. 


t 


-y 


même  sens,  puisqu'elles  enveloppent  une  ellipse.  Pour  les  hyperboles,  les  asymptotes 
sont  des  tangentes  de  rebroussement,  ce  qui  change  la  loi  suivant  laquelle  tournent 
les  forces;  on  le  voit  d'ailleurs,  sur  la  figure^  d'après  la  direction  de  ces  forces 

avant  et  après  les  asymptotes  de  Thyperbole  A$(.  Comme,  dans  la  figure,  on  a 

établi  partout  TéqulUbre  de  AA  et  de  A$(,  puis  de  AB  et  a9  avec  la  réaction  de  la 
culée^  il  arrive  parfois  que  la  direction  de  ces  forces  concorde,  et  parfois  qu'elle  ne 
concorde  pas  avec  le  sens  des  courbes.  AB  et  aS  concordant,  il  n'en  est  pas  de 
même  pour  A  A  et  a§(. 
Depuis  p  =  0  Jusqu^à  ^  =  +  00,  a$(  tourne  toujours  dans  le  sens  positif;  il  n'en 

est  de  même  pour  aS  que  jusqu'à  la  culée  de  droite  P  =  l,  où  elle  devient  verti- 
cale; elle  tourne  ensuite  en  sens  contraire,  c'est-à-dire  dans  le  sens  négatif  jusqu'à 
ce  qu'elle  atteigne  Pautre  asymptote  p  =  3;  pour  p  =  2>  elle  est  horizontale  et 
coïncide  avec  la  ligne  d'intersection  des  forces.  De  p  =  d  Jusqu'à  p  =  oo  elle  tourne 
de  nouveau  dans  le  sens  positif,  et  redevient  horizontale  pour  p  =  00  sans  coïncider 
toutefois  avec  la  ligne  d'intersection  des  forces;  elle  se  confond,  dans  cette  position, 
avec  la  tangente  d'osculation,  commune  aux  trois  courbes.  Pour  les  valeurs  de 
P  =s  0  Jusqu'à  p  =  —  00 ,  il  suffit)  dans  les  considérations  précédentes,  de  pecmuter 

«et». 
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144.  ARC  PARABOLIQUE  REPOSANT  SUR  DES  CULÉES  FIXES  ET  CHARGÉ  UNIFORMÉMENT 

DE  p   TONNES  PAR  MÈTRE  COURANT. 

Nous  obtiendrons  les  réactions  totales  ^  et  93  des  culées,  pour  le  cas  dhine 
charge  uniformément  répartie,  en  posant  dans  les  formules  du  numéro  précédent  ; 

AP  =p(/(/p)  =  Ipd^. 

et  en  intégrant  ces  formules  par  rapport  à  p.  Remplaçons  aussi  ùSH  par  d  •  ^  et 
1  —  p  par  p',  et  nous  yerrons  immédiatement  que  Téquation  intégrée  contiendra  le 
facteur  P''  et  que  par  suite,  p'  aussi  bien  que  p  n'y  entreront  qu'au  second  degré,  si 
Ton  choisit  1  —  p  =  0  ou  p  =  l  comme  limite  supérieure  de  Pintégrale  définie.  Les 
formules  donnant  %  seront  donc  plus  simples^  en  prenant  comme  limite  supérieure 
la  valeur  -h  1,  c'est-à-dire  en  considérant  une  charge  non-adjacente  à  9(.  Pour  les 

mêmes  raisons,  nous  prendrons  aussi  pour  SB  une  charge  non-adjacente^  et  la  li- 
mite inférieure  —  1  pour  Pintégrale  correspondante.  Lorsqu'une  charge  ne  s'étendra 
pas  jusqu'à  la  culée  opposée,  nous  trouverons  la  réaction  qu^elle  produit,  en  sous- 
trayant les  réactions  %  et  S,  obtenues  pour  ses  deux  limites. 
L'intégration  des  formules  nous  donne  les  résultats  suivants  : 

ap*  =  [     2(3 -h  P)  ^  +(8  +9p-h3p«)^  -(3  +  P)p]  d-P.»-  à  ^^P' 
»L,  =  [-«(3-P)  7  +(8-9p-*.3p«)^  H-  (3  -  P)p]  (1  +  p)i.  1  /«p, 

L^équation  donnant  la  direction  de  la  force  91  peut  se  mettre  sous  la  forme  : 

(3^-l){3  +  P)'  +  2(î-|^  +  |)(3  +  P)  +  8^=0. 
Elle  enveloppe  donc  la  courbe  : 


[i-\Hh'-'rH-¥- 


Les  droites  -  =  0  et  7  =  r  sont  tangentes  à  cette  courbe,  et  leurs  points  de  con- 
f  /       3 

X  3      •T 

tact  ont  pour  abscisses  y  =  —  -  et  y  =  0.  Ces  deux  tangentes  étant  parallèles,  le 

milieu  de  la  droite  joignant  les  points  de  contact  sera  le  centre  de  la  courbe.  Les 

X  3    ^//       1 

coordonnées  sont  :  -  =  —  -  et  -  =  r. 

Uéquation  peut  être  mise  sous  une  forme  donnant  ses  asymptotes;  elle  peu 
s'écrire  : 

(M)'-'(M)(M)-?f7-^)'^i=». 


ou  : 


M  -  (!+' ^»)M)]  ■  M  -  (I  -  »«)^ -èM =«- 
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OU  enfin  :  , 

ll-l-é(i-^)(M)]-^^é(l-^)(f-!)]-è=»- 

X  3      1/- 

Les  asymptotes  couperont  :  la  tangente  ^  =  0  aux  points  --  =  — -±-v6=:  — 1,5 

=p  0,8165,  la  tangente  ^  =  g  aux  points  î  =  i  -  V^  =  i  0,8165;  et  la  tangente  à 

rextrémitô  de  Tare,  dont  Téquation  est2j  +  ^-l-l  =  0  aux  points  j  =  —  1  ±:  -  v^ 

=  —  1  d:  0,4082,  ^=zl=p^\/6  =  \zp  0,8165.  Elles  rencontrent  la  verticale  7  =  —  1 

points  7 =--=f:--V^  =Tr=T:  0,3266,  Taxe  desa:,  f=0  aux  point»  ^  =  —  ^±r  V^ 
/        15       15  lo  t  f  ÏD      o 

=  -ji  ±0,9798,  et  la  verticale  j=l,  aux  points^  = -.??d=jg  v^  =  -??±  2,2862. 

Ces  valeurs  s*appliquent  aussi  à  9  lorsqu'on  y  remplace  H-  '  par  —  x.  Nous 
avons  dessiné  Tune  des  hyperboles  sur  la  fig,  205.  Comme,  pour  une  charge  totale, 
les  directions  de  ^  et  de  $  viennent  coïncider  avec  les  tangentes  extrêmes  à  la 
parabole,  il  faudra  que  ces  hyperboles  soient  elles-mêmes  tangentes  à  la  parabole, 
aux  abscisses  ib  /.  En  effet,  on  obtient,  par  la  substitution  de  p  =  —  1  dans  3(  et 
de  p  =s  + 1  dans  9,  les  équations  des  tangentes  à  la  parabole  : 

±«7  +  ^+1  =  0. 

La  courbe  enveloppe  des  ^t^  et  celle  des  ^^^  sont  des  courbes  de  cinquième 

classe;  nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  les  étudier,  nous  nous  bornerons  adonner 
plus  loin,  par  un  petit  tableau,  un  moyen  de  les  construire  par  segments. 

Les  courbes  enveloppes  de  91  et  de  93  ne  suffisent  pas  pour  construire  les  direc- 
tions, suivant  lesquelles  ces  forces  agissent;  il  faut  connaître  encore  un  point  de 
chacune  de  ces  directions;  nous  calculerons^  pour  cela^  la  courbe  d'intersection 

des  forces,  c'est-à-dire  que  nous  déterminerons  le  point  en  lequel  ^t^  rencontre 

la  verticale  du  centre  de  gravité,  correspondant  à  la  charge  uniforme  depuis  §  jus- 

qu*à  1,  et  dont  Téquation  est  x  =  -  (P  +  1).  Ce  point  de  rencontre  appartiendra 

aussi  à  $g^ .  Nous  obtiendrons  évidemment  la  courbe  d'intersection,  en  éliminant 

la  constante  P  entre  l'équation  précédente  et  celle  de  9(,  ce  qui  revient  à  remplacer 

dans  ^,  p  par  la  valeur  2a;  —  1.  Le  résultat  de  cette  substitution  sera,  en  écrivant 

X      y 
simplement  x  et  y  au  lieu  de  7  et  ^  : 

^""""Ox^-t-Sx  +  l  ""**"ir"' 

N  représente  le  dénominateur  6ar'  +  3a;  + 1  qui  est  toi^ours  positif.  Les  quotients 
différentiels  de  Péquation  sont  les  suivants  : 

N«^=2(3a;«  +  6ar  +  l)==6(a:4-l+y5)(«  +  l- yl), 
N»^  = —  72(0:8+ 3x*  +  X)  =  — 18  (2a:  +  3  +  \/5)  (2a;+ 3— VS)* 

OOP* 
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Il  résulte  de  ces  équations  que  la  courbe  se  compose  d'une  seule  branche  (voir 
fig,  205),  puisque  sur  chaque  ordonnée  réelle  se  trouve  un  seul  point  réel  de  la 


Fij.  Î05 


1/ 


courbe.  Elle  touche  à  Tinfini  Taxe  des  x,  qui  est,  par  suite,  Tunique  asymptote 
réelle.  La  courbe  a  en  outre  trois  points  réels  d'inflexion,  situés  sur  une  même 
droite,  et  entre  lesquels  se  trouve,  une  fois  un  maximum,  une  fois  un  minimum.  Les 
coordonnées  de  ces  points  sont  les  suivantes  : 


X 

y 

dx 

Points  d'inflexion  : 

-i(3±v^ 

+  i(3ts/5--2) 

(-1,6  ±0,7 

—  2,61803 

—  0,38197 

0 

+  0,04721 

—  0,84721 

—  1 

+  0,009969 
—  3,209969 
+  2 

Maximum 
et  minimum  : 

Points  sur  les  verticales 
des  culées  : 

(-Vi)  è 

—  1,81650 

—  0,18350 

1  ;! 

(=fc4\/6-9) 

0,05320 
1,25320 
0,0 
-0,2 

0 

0 
0 

-0,25 

+  0,2 

Nous  avons  indiqué  ces  valeurs  afin  de  montrer  la  forme  de  la  courbe;  on  n'a, 
d'ailleurs,  besoin  de  cette  courbe  qu'entre  les  deux  verticales  x  =  0  et  x  =  +  1. 
La  courbe  d'intersection  des  forces  est  en  relation  avec  Thyperbole  enveloppe  des 

forces  ^^^ .  L'équation  de  cette  hyperbole  peut,  en  effet,  se  mettre  sons  la  forme 
suivante  : 

(15y  +  18a;  +  11)*  =  64(ôœ«  +  9a?  +  4), 
tion  la  valeur  trouvée  plus  haut  pour  ^ordonnée  y  de  la  courbe  dHntersection,  et 
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égalant  à  zéro  le  résultat,  nous  obtiendrons  un  carré  parfait  : 

(3a:«  +  6a;«-f5aî  +  l)«  =  0. 

Cette  équation  montre  que  les  deux  courbes  ne  peuvent  pas  se  couper  en  leurs 
trois  points  communs^  mais  qu'elles  sont  tangentes  Tune  à  Pautre  en  ces  points. 
Les  trois  racines  doubles  de  Téquation  sont  : 

x  =  —  0,28194  ;      o:  =  —  0,85903  dt  0,38486  )/^. 

A  la  racine  réelle  correspond  Tordonnée  réelle  du  point  double;  sa  valeur  et  c^e 
du  coefficient  angulaire  de  la  tangente,  en  ce  point,  sont  données  par  les  équations  : 

y  =  -l,13T75;     ^  =  --2,S7550. 

En  réalité,  on  n'a  besoin  que  d*une  petite  partie  de  cette  courbe  pour  déterminer 
les  réactions,  et  nous  n'avons  calculé  ses  points  remarquables  que  pour  mieux  la 
caractériser.  Lorsqu'on  voudra  e*en  servir  pour  trouver  directement  les  réactions 
des  culées,  provenant  de  divers  modes  de  charge,  sans  ajouter  d*abord  les  équations 
donnant  les  réactions  partielles,  pour  trouver  enfin  leur  résultante  totale,  comme 
nous  le  ferons  à  la  tin  de  ce  chapitre,  il  sera  très  avantageux  d'employer  les  vingt 

valeurs  correspondantes  de  ^t^  et  de  ^t   que  donne  le  tableau  ci-après;  elles 

permettent  de  dessiner  la  courbe  d'intersection  et  l'enveloppe  des  forces,  avec  une 
exactitude  plus  que  suffisante  pour  ces  vingt  valeurs  de  p.  Les  valeurs  inter- 
médiaires de  $(  et  S  pourront  facilement  être  interpolées. 
Le  tableau  donne,  depuis  §  =  —  1  jusqu'à  p  =  +  1,  l'ordonnée  de  l'intersection 

de  ^t^  avec  o;  =  —  1,  les  coordonnées  du  point  dUntersection  des  forces,  et  l'or- 
donnée  du  point  où  S3T    coupe  la  droite  o:  =  +  1. 


-p. 

SlJ'ponr 

COURBE 

d'intersectioii 

SBjVur 

+  P. 

?Ip*poar 

COOEBB 

d'intersection 

SjVtir 

a:=-l. 

des  forces. 

*=+!. 

j=-l. 

des  forces. 

*=+1. 

y= 

aj=r 

y  = 

y= 

y= 

X=s 

y  = 

y  = 

1,0 

1,0000 

0,00 

1,0000 

1,0000 

0,0 

0,7500 

0,50 

0,3750 

1,1250 

0,9 

0,9914 

0,05 

0,9013 

1,0005 

0,1 

0,7290 

0,55 

0,3471 

1,3312 

0,8 

0,9706 

0,10 

0,8088 

1,0033 

0,2 

0,7097 

0,60 

0,3226 

1,4355 

0,7 

0,943S 

0,15 

0,7256 

1,0100 

0,3 

0,6919 

0,65 

0,3006 

1,5722 

0,6 

0,9130 

0,20 

0,6522 

1,0217 

0,4 

0,6755 

0,70 

0,2815 

1,7572 

0,5 

0,8823 

0,25 

0,5882 

1,0392 

0,5 

0,6604 

0,75 

0,2642 

2,0190 

0,4 

0,8525 

0,30 

0,5328 

1,0632 

0,6 

0,6465 

0,80 

0,2486 

2,4144 

0,3 

0,8241 

0,35 

0,4847 

1,0947 

0.7 

0,6337 

0,85 

0,2346 

3,0768 

0,2 

0,7975 

0,40 

0,4430 

1,1350 

0,8 

0,6220 

0,90 

0,2220 

4,4051 

0,1 

0,7728 

0,45 

0,4067 

1,1859 

0,9 

0,6110 

0,95 

0.2105 

8,4162 

0,0 

0,7500 

0,50 

0,3750 

1,1250 

1,0 

0,6000 

1,00 

0,2000 

00 

On  trouvera  les  deux  réactions  des  culées,  en  décomposant  la  charge  à  partir  du 
milieu  de  la  partie  p  chargée,  suivant  |deux  composantes  tangentielles  à  la  courbe 
enveloppe. 

La  réaction  provenant  d'une  charge  non  adjacente  à  une  culée  s'obtiendra  comme 


ARC  PARABOLIQUE  REPOSANT  SUR  DES  CULÉES  FIXES.  575 

différence  de  deux  réactions  calculées;  on  composera  les  réaclions  des  deux  charges 
adjacentes,  Tune  déciles,  la  plus  petite,  étant  prise  en  sens  contraire.  En  composant 
enfin  une  réaction  ainsi  déterminée,  avec  la  charge  verticale  située  entre  elle  et  la 
section  considérée,  on  obtiendra  la  force  extérieure  à  cette  section.  Cette  dernière 
est  ainsi  donnée  comme  résultante  de  trois  forces. 

On  peut  encore  employer  la  méthode  suivante,  moins  simple  pour  le  dessin,  mais 
plus  expéditive  pour  le  calcul.  On  déterminera  la  force  extérieure  à  une  section  p, 

pour  une  charge  s^étendant  entre  les  limites  p'  et  p",  en  retranchant  SJo"/,  et  §3^'^ 

de  la  force  (Sa  correspondant,  pour  la  section  p,  à  une  charge  totale  de  Tare.  Nous 
expliquerons  cette  méthode  au  moyen  d*un  exemple. 
Pour  le  dessin  d'une  épure,  on  se  placera  rarement  au  point  de  vue  qui  nous  a 

servi  dans  les  développements  qui  précèdenc;  les  valeurs  $t  et  9  que  nous  venons 
de  construire  proviennent  de  Tintégration  des  AP  =  p/Ap  et  ne  sont,  par  suite,  que 
les  résultantes  des  divers  AA  et  aB,  provenant  de  ces  AP.  Comme  il  faut,  de  toute 
manière,  construire  les  deux  hyperboles  qu'enveloppent  AA  et  AB,  pour  trouver  les 

charges  les  plus  défavorables,  on  déterminera  beaucoup  plus  simplement  les  91  et  S 
en  composant  directement  les  AA  et  AB  que  produisent  les  AP,  ainsi  que  nous  Ta- 
vous  montré  n"  139  (p.  590).  C'est,  d'ailleurs,  la  méthode  employée  généralement  à 
rÉcole  polytechnique  de  Zurich. 
On  pourrait,  pour  obtenir  une  plus  grande  exactitude,  ajouter  les  équations  des 

$(  et  des  9,  qui  servent  à  former  les  forces  extérieures  à  une  section,  et  porter 
après  cela,  la  résultante  totale. 

Nous  allons  donner  à  ce  sujet  quelques  explications  plus  détaillées.  Supposons 
que  Von  ait  trouvé,  pour  un  joint,  la  charge  la  plus  défavorable,  au  moyen  de  la 
courbe  enveloppe  et  de  la  courbe  d'intersection,  et  admettons  que  cette  charge 
s'étende  de  p'  à  p'^  ;  cherchons  la  somme  des  forces  extérieures  à  la  section  p,  en 
supposant  tout  d'abord  que  p  soit  situé  entre  P'  et  p". 

Les  charges  situées  entre  p'  et  p  produisent  dans  la  section  p,  comme  force  ext 
rieure  à  la  section,  c'est-à-dire  comme  réaction  de  l'appui  : 

De  même,  la  charge  comprise  entre  p  et  p''  produira,  comme  force  extérieure,  une 
réaction  : 

La  force  totale  Z^  sollicitant  la  section  sera,  par  suite  : 
Or^  Ton  a  : 

et  cette  force  n'est  autre  que  la  force  extérieure  à  la  section  p,  pour  une  charge  totale 
de  l'arc.  Elle  enveloppe,  nécessairement,  la  parabole  donnée  : 

V       a;* 
A.a  se  réduit  donc  à  : 
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coKmcamt  rov»  du  âmo  a  cvUu  fum. 


01 

6.I61S. 

\Z 

I9M 

5,S4fS. 

8.1500. 

u« 

7.8500 

0,0308 

m 

0292 

01 

oa 

E,3ï4S. 

5,6848. 

8.2999 

7,7001. 

0,0632 

D568 

03 

03 

6,4908. 

5,,^308. 

8,4497 

7.5503. 

0,097*. 

0830. 

03 

04 

6,6S9a. 

)708 

14BÏ 

5,3792. 

8,5994. 

i*ai 

7,*ooe 

0,1332. 

375 

ÏJl 

1076. 

04 

05 

6,8300. 

ml 

5,2300. 

9,7488. 

.... 

7,4512 

0,1707 

1307 

OS 

06 

7,003i. 

5,0832. 

8,8978 

7,1022. 

0,2101. 

1525- 

06 

07 

7,1788. 

4,9388. 

9,0466. 

6,9534 

0,4513. 

130 
448 

1729. 

07 

08 

7,3567 

4,7967 

9,1949. 

6,8051 

0,4943. 

1919 

08 

09 

7,5371, 

"m 

4,6571. 

9,3427 

l!-3 

6,6573. 

0,3392. 

14* 

2096. 

09 

10 

7,7198 

131» 

4.5198 

9,4900 

ii 

6,5100. 

0,3860. 

2260. 

10 

11 

7,9049 

ii 

4,3849 

9,6367 

6,3633. 

0,4348. 

M7 

2412. 

11 

la 

8,09îi. 

\m 

4,2544. 

9,7828. 

6,4172 

0.4855 

3551 

12 

13 

8,Ï8M 

4.1222 

9,9281 

6,0719. 

0.5383 

î« 

2679 

13 

u 

8,4744 

i«it 

m* 

3,9944 

10,0727 

U38 

5,9273. 

0,5932 

S-0 

»96 

14 

ts 

8,6690. 

3,8690. 

10,4165. 

5,7835 

0,6502. 

591 

9S 

2902. 

18 

16 

8,8659. 

■m 

3,7459. 

10,3594. 

S,6406 

0,7093. 

Ïl 

2997. 

16 

n 

9,0651 

IIM 

3,6251 

105013. 

*'* 

5,4987 

0,77(B 

3081 

n 

18 

9,2667 

3,5067 

10,6422 

\z 

5,3578. 

0,83*0 

3156 

18 

19 

9,4706. 

iiie 

3,3906. 

10,7822. 

5,2178 

0,8997 

jjU 

M 

3221 

19 

20 

9,6768 

M85 

3,2768 

10,9210. 

I!" 

5,0790 

0,9677. 

3277. 

20 

31 

9,8853 

3,1653 

11,0586 

4,9414. 

1,0380. 

332*. 

21 

as 

lû,096i 

îlîl 

3,0561 

11,1951. 

4,8049 

I,lt06. 

TiO 

3362. 

22 

i3 

10,3093 

2,9*92 

11,3303. 

ii 

4,6697 

1,1856. 

3392. 

23 

■u 

10,5246. 

ïl-fl 

iUit 

2,8446. 

11,46*1 

4,5359. 

t,S629 

799 

iS 

3413 

24 

iS 

10,7423. 

2,7424. 

11,5967. 

4,4033 

1,3448. 

3428. 

25 

«6 

10,!«i21. 

2,6441. 

11,7278 

4,4722. 

1.4251. 

3*35. 

26 

Î7 

11,1843. 

2,54*2. 

11,8575- 

4,1425 

1,5099 

3435. 

27 

28 

11,4085 

4.4465 

11,9836 

iii 

4,014*. 

1,6972. 

" 

:" 

3448. 

28 

29 

11,6351. 

"" 

913 

4,3551. 

12,1143. 

3,8877 

1,6871. 

3415. 

29 

30 

11,8638 

"" 

2,2638 

12,2373. 

3,7627 

1,7796. 

3396. 

30 

31 

12,0947 

4,1747 

14,3607. 

3,6393 

1,8747. 

3371. 

31 

3a 

13,3278 

4,0878 

14,4844. 

3,5176 

1,9725. 

—36 

33*1. 

32 

33 

12,5631. 

4,0031. 

14.6024. 

3,3976 

4,0729 

i"i 

3305 

33 

3* 

12,8005. 

îaBS 

BOi 

1,9405. 

14,7206 

* 

3,2794 

2,1761. 

3465. 

34 

35 

13,0400. 

7« 

1,8*00. 

12.8370 

3,1630. 

2,4820. 

S, 

3220. 

35 

36 

13,4816 

1.7616 

14,9516. 

3,0484 

2,39in. 

3171. 

36 

37 

13,5453 

1.6833 

13,0613. 

2,9357 

2,5022. 

3118. 

37 

38 

13,7711. 

i*7S 

1.6111. 

13,1751. 

ir 

2,8J49 

2.6165 

3061 

38 

39 

14,0189 

TOI 

1,5389 

13,2839. 

4,7161 

2,1337. 

l'-m 

tl 

3001. 

39 

40 

14,4t>tl8 

1.40B8 

13,3907 

2,6093. 

2,8538. 

l«9 

2938. 

40 

*l 

14.5407. 

1.4007. 

13.4955 

4,5045. 

2,9767 

3871 

*1 

*ï 

14.7746. 

1,3346. 

13,5983 

2,4017. 

3,1027. 

2803 

*2 

43 

15,0304 

1.2704 

13,69»0 

2,3010. 

3,2315 

2731 

43 

44 

15,2882 

MBS 

1,2082 

13,7976 

864 

2,20*4. 

3,3634 

t3*9 

— 7S 

2658 

44 

45 
46 

15,5480. 

15,8097. 

.83 

1.1480. 
1.0897. 

13,8941 
13,9884 

Hl 

2,1059. 
4,0116. 

3.4983. 
3.6362 

tî79 

-r 

2583. 
4506 

45 
46 

16,0732 

1.0332 

14,0806. 

1,919* 

3,7772 

;« 

2428 

*7 

46 

16,3386 

mi 

0,9786 

14,1703 

Z 

1,8495. 

3,9213. 

2349. 

48 

49 

16,6059 

M» 

0.9259 

1*,4583. 

4.068* 

2268 

49 

50 

16,8750 

0,8750 

14,3*38. 

1,6564 

4,2188. 

2188. 

50 
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COEFFICIBNTS   POCK   DES   ARCS  A  CULÉES  FIXES  (SUtté). 


? 


0. 

50 
51 
52 
53 
54 

55 

56 
57 
58 
59 

60 
61 
62 
63 
64 

65 
66 
67 
68 
69 

70 
71 

72 
73 
74 

75 
76 

77 
78 
79 

80 
81 
82 
83 
84 

85 
86 
87 
88 
89 

90 
91 
92 
93 
94 

95 
96 
97 
98 
99 
i, 


'? 


16,8750 
17,1459. 
17,4186. 
17,6930. 
17,9691  ' 

18,2470. 

18,5265 

18,8077. 

19,0905. 

19,3749. 

19,6608 

19,9483. 

20,2373. 

20,5277 

120,8197 

21,1130. 

21,4077 

21,7038. 

22,0012. 

22,2999. 

22,5998 

22,9010. 

23,2033 

23,5068 

23,8115. 

24,1172. 

24,4240. 

24,7317 

25,0405. 

25,3502. 

25,6608 

25,9723. 

26,2846. 

26,5976 

:i6,9ll5. 

27,2260. 

27,5412. 

27,8570 

28,1734 

28,4904. 

28,8078 

29,1257 

29,4440 

£9,7627. 

30,0817 

30,4010. 

30,7205 

31,0402 

31,3601. 

31,6800 

32 


■P 


A 

—A 

2709 

491 

2727 

473 

27U 

456 

2761 

439 

2779 

421 

2795 

405 

2812 

388 

2828 

372 

2844 

356 

2859 

34! 

2875 

325 

2890 

310 

2904 

296 

2920 

280 

2933 

267 

2947 

253 

2961 

239 

2974 

226 

2987 

213 

2999 

201 

3012 

188 

3023 

177 

3035 

165 

3047 

153 

3057 

143 

3068 

132 

3077 

123 

3088 

112 

3097 

103 

3106 

94 

3115 

85 

3123 

77 

3130 

70 

3139 

61 

3145 

55 

3152 

48 

3158 

42 

3164 

36 

3170 

30 

3174 

26 

3179 

21 

3183 

17 

3187 

13 

3190 

10 

3193 

7 

3195 

5 

3197 

3 

3199 

i 

3199 

1 

3200 

0 

0,8750 

0,8259. 

0,7786. 

0,7330. 

0,6891 

0,6470. 

0,6065 

0,5677. 

0,5305. 

0,4949. 

0,4608 

0,4283. 

0,3973. 

0,3677 

0,3397. 

0,3130. 

0,2877 

0.2638. 

0,2412. 

0,2199. 

0,1998 

0,1810. 

0,1633 

0,1468 

0,1315. 

0,1172. 

0,1040. 

0,0917 

0,0805. 

0,0702. 

0,0608 

0,0523. 

0,0446. 

0,0376 

0,0315. 

0,0260. 

0,0212. 

0,0170 

0,0134 

0,0104. 

0,0078 

0.0057 

0,0040 

0,0027. 

0,0017 

0,0010. 

0,0005 

0,0002 

0,0001. 

0,0000 

0, 


p 


^-p 


14,3438. 
14,4270. 
14,5080. 
14,5867. 
14,6631 

14,7372 

14,8091. 

14,8786. 

14,9458. 

15,0107. 

15,0733. 
15,1336. 
15,1916. 
15,2473. 
15,3007. 

15,3518 

15,4007 

15,4474 

15,4919. 

15,5341 

15,5742 

15,6122. 

15,6480. 

15,6818. 

15,7135. 

15,7432. 

15,7709. 

15,7967 

I5,8ti06 

15,8427 

15,8030 
15.8816 
15,8985 
15.9138 
15,9276. 

15,9399. 

15,9507 

15.9602 

15,9685. 

15,9755 

15,9815. 
15,9864. 
15,9904. 
15,9935. 
15,9959. 

15,9976. 

15,9988. 

15,9995. 

15,9998 

16.0000. 

16 


ifcA 

832 
810 
787 
764 
741 

719 
695 
672 
649 
626 

603 
580 
557 
534 
511 

489 
467 
445 
422 
401 

380 
35» 
338 
317 
297 

277 
258 
239 
221 
203 

186 
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153 
138 
123 

108 
93 
83 
70 
60 

49 
40 
31 
24 
17 

12 

7 
3 
2 
0 


1,6562 
1,5730 
1,4920 
1,4133 
1,3369. 

1,2628. 

1,1909 

1,1214 

1,0542 

0,9893 

0,9267 
0,8664 
0,8084 
0,7527 
0,6993 

0,6482. 

0,5993. 

0,5526. 

0,5081 

0,4659. 

0,4258. 

0,3878 

0,3520 

0,3182 

0,2865 

0,2568 

0,2291 

0,2033. 

0,1794. 

0,1573. 

0,1370. 
0,1184. 
0,1015. 
0,0862. 
0,0724 

0,0601 

0,0493. 

0,0398. 

0,0315 

0,0245. 

0,0185 
0,0136 
0,0096 
0,0065 
0,0041 

0,0024 

0,0012 

0,0005 

0,0002. 

0,0000 

0, 


P 


4,2188. 

4,3722 

4,5288 

4,6886 

4,8517. 

5,0179 

5,1874 

5,3602. 

5,5362 

5,7156. 

5,8982 

6,0842 

6,2736. 

6,4662 

6,6623. 

6,8617 

7,0645 

7,2708. 

7,4804. 

7,6935. 

7,9099 

8,1298 

8,3532. 

8,5800. 

8,8102 

9,0439 
9,2811 
9,5217 
9,7658. 
10,0133 

10,2643 

10.5188. 

10,7767. 

11,0380 

11,3028 

11,5710 
11,8427 
12,1178. 

12,3963 
12,6782 

12,9635 

13,2522. 

13,5442 

13,8397. 

14,1384. 

14,4405. 

14,7458 

15,0545 

15,3664 

15,6816 

16 


'-P 


1534 

—82 

1566 

—82 

1598 

—82 

1631 

—81 

1662 

—81 

1695 

—81 

1728 

—80 

1760 

—80 

1794 

—78 

1826 

—78 

1860 

—76 

1891 

—74 

1926 

-74 

1961 

—71 

1994 

—70 

2028 

—68 

2063 

—65 

2096 

—64 

2131 

-61 

2164 

—60 

2199 

—57 

2234 

—54 

2268 

—52 

2302 

-50 

2337 

—47 

2372 

—44 

2406 

—42 

2441 

—39 

2475 

—37 

2510 

-34 

2545 

—31 

2579 

—29 

2613 

-27 

2648 

—24 

2682 

—22 

2717 

-19 

2751 

—17 

2785 

-15 

2819 

-13 

2853 

—11 

Î887 

—9 

2920 

-8 

2955 

—5 

2987 

—5 

3021 

—3 

3053 

—3 

3087 

— 1 

3119 

— 1 

3152 

0 

3184 

0 

0, 

2188. 
2106 
2024 
1942 
1861. 

1779 
1698 
1618. 
1538 
1460. 

1382 

1306 

1232. 

1158 

1087. 

1017 

0949 

0884. 

0820. 

0759. 

0699 
0642 
0588. 
0536. 
0486 

0439 

0395 

0353 

0314. 

0277 

0243 

0212. 

0183. 

0156 

0132 

0110 

0091 

0074. 

0059 

0046 

0035 

0026. 

0018 

0013. 

0008. 

0005. 

0002 

0001 

0000 

0000 

0, 


p 

0, 

50 
51 
52 
53 
54 

55 
56 
57 
58 
59 

60 
61 
62 
63 
64 

65 
66 
67 
68 
69 

70 
71 

72 
73 
74 

75 
76 
77 
78 
79 

80 
81 
82 
83 
84 

85 
86 
87 
88 
89 

90 
91 
92 
93 
94 

95 
96 
97 
98 
99 
1, 
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Lorsque  la  section  p  est  située  au-dessous  d'une  partie  non  chargée,  les  charges 
des  deux  côtés  devront  s'étendre  jusqu'aux  culées,  d*aprôs  le  n°  138,  et  l'on  aura 
évidemment  : 

Les  deux  %^  ajoutés  donnent,  comme  cela  doit  étre>  une  somme  égale  à  €p.  Pour 

faciliter  le  calcul  des  31  et  des  S,  nous  avons  donné  (p.  566  et  567)  des  tables  indi- 
quant tous  les  coefficients  de  p,  à  savoir  : 

««p  =  2(3  +  P)ll~P)»,  «p=2(3-W(l  +  W», 

*_p  =  (8  +  9p  +  3p«)(l-p)»,  ôp  =  (8-9p  +  3p«)a  +  P)», 

c_p  =  p(3  +  p)a  -  P)»,  <?p  =  P  (3  -  P) (1  +  P)». 

On  obtiendra  la  somme  Z^  des  forces  extérieures  à  une  section  p,  pour  une 
charge  de  p'  à  p'\  en  «joutant  les  trois  équations  suivantes,  dans  lesquelles  on 
prendra  le  signe  supérieur  pour  des  p  positife,  et  le  signe  inférieur  lorsque  p  sera 
négatif  : 

+  (gp  =/-32p  j  +  16     ^H-16p« 

3;p=-»^;=  +ap,  ï-v  7^^  îà'^- 


Lorsque  les  sections  seront  faites  au-dessous  de  parties  non  chargées,  (Sg  dispa- 
raîtra, et  il  suffira  d'cjouter  les  deux  lignes  inférieures  après  avoir  changé  leurs 
signes.  Il  est  inutile  de  recopier  ces  expressions. 

Nous  croyons  nécessaire  d'appliquer  les  formules  précédentes  à  un  exemple. 

On  trouve,  au  moyen  de  la  courbe  d'intersection  et  de  la  courbe  enveloppe  des 
forces,  que  les  charges  les  plus  défavorables  pour  les  sections  0,1  ;  0,3;  0,5;  0,7  et  0,9 
sont: 

a)  Pour  les  fibres  supérieures  de  l'arc  : 


-  1  0  -i    ) 


.mil»"».»— .*»  MMM«i»aMMMaMto«^>«M' 


4 ) i  1  - 


—  ,055  î  0.1 

l—i 1- 
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» 

i 

1,073  0,5 
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à)  Pour  les  libres  inférieures  de  l^arc  : 

-  1  •  +1 

I 


}55î       0,1  ,Mt 


.U9  0,3  ,A3t 


■H h- 


,516         0i7 
— ♦ 1- 


I— 1  I — 

Dans  le  calcul  des  forces  extérieures  aux  diverses  sections,  nous  poserons,  pour 
simplifier  : 

^t  +  8lp  '  =  Sp  =-  32  Pf  +  16  ^  +  16P». 

Pour  les  fibres  supérieures  de  la  section  0,1»  nous  obtiendrons,  comme  force  exté- 
rieure provenant  de  la  charge  accidentelle  : 

3^,1        ^^        ^,i    ""   -8—1  ""    ♦^0,591 

So,i       =-3,2     î+16        -^+0,16 

-  SIÎ'***  =+2,783  I  -  4,456  ^  +  0,342 

-  K^9i     =-0,492  y  -^  0,983  ^  +  0.145 

Z^^       = — 0,909  y  + 10,561  ^  +  0,647 

A  cette  force,  il  faudrait  encore  ^jouter  celle  provenant  de  la  dilatation,  si  Ton 
TOulait  en  tenir  compte  pour  la  section. 

L'équation  précédente  est  rapportée  à  des  axes  de  coordonnées  passant  par  le 
sommet  de  Tare;  pour  la  rapporter  au  centre  de  gravité  de  la  section,  il  faudrait  y 
remplacer  le  terme  constant  par  le  résultat  de  la  substitution  de  x  =  p/  =  0,1  /  et  de 
y  =  p*/*=  0,01^  dans  l'équation,  c'est-àrdire  par 

—  0,909  X  0,1  +  10,561 . 0,01  +  0,647  =  +  0,662. 

La  force  extérieure  à  la  section,  rapportée  à  des  axes  passant  par  son  centre  de  gra- 
vité, aura  pour  équation  : 


Jj;;^  =-  0,909  y  +  10,561  ^  +  0,662. 


Nous  avons  calculé  de  la  même  manière  les  %  suivants,  et  nous  les  indiquons 
dans  le  tableau  ci-après  : 
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a)  Pour  les  fibres  supérieures  : 

îi,  =  So,  -  ©lî"^  -  312^;..  =  (-  0,909  f  + 10,561  ^  +  0.668)1  fp, 
Îm  =  ®«;3  -  ^-r  =  (-  <,443  î  4-  8.823  ?  +  1,043)1  Pp, 

2m  =  6(^5  -  SIIÎ'""  =  (-   8,768  •:  +   6,909  ^  +  I.OTq)  1  Pp. 

2^.7  =  ^0.,  =(-22,4     7+16        ^  +  0       )l/«p, 

a;;^  =  6,^  +  C"     -  SBir  =  (- 12.234  I  +  11,679  2  +  1,089)1  Pp. 

b)  Pour  les  fibres  inférieures  : 

îi.,  =  S3IÎ^'  +  «M.»     =  (-  3.060  j  + 10,707  ^  -  0.675)1  Pp, 
<,  =  «!!?'     +  21.+;,.     =  (-  8.093  î  +   9,897  ^  -  l.OSô)!  Pp, 

Îm  =  «T  =  (-  "•««  7  + 1«.024  7  -  i-ios)  1  /»;>, 

a^W  =  53ir  =(- 17.583  f  +  14,555  ^  -  0,55?)  1  Pp, 

ÎM  =  »-r     -  »::?•"'  =  (-  «'005  î  +   8,470  ï  -  1.075)  1  /»/,. 

Ces  formules  nous  montrent  que  les  composantes  horizontales  et  verticales  sont 
toujours  positives,  mais  que  leurs  moments,  par  rapport  au  centre  dd  fçravité,  sont 
positifs  pour  les  charges  les  plus  défavorables  des  fibres  supérieures,  et  négatifs 
pour  celles  des  fibres  inférieures»  ce  qui  pouvait  d'ailleurs  se  prévoir. 

Les  forces  %  ainsi  calculées  seront  dessinées  auprès  des  sections  qui  leur  corres- 
pondent (mais  non  pas  sur  Télévation  du  pont,  qui  est  ordinairement  dessinée  à  une 
très  petite  échelle);  et  Ton  pourra,  dès  lors,  calculer  les  efforts  p  pour  les  fibres 
extérieures,  comme  nous  Pavons  vu  n"  105  (p.  389). 


145.   REPRÉSENTATION  GRAPHIQUE  DES  FORGES  CALCULÉES. 


Nous  n^avons  pas  indiqué  jusqu'ici  comment  on  pouvait  dessiner  des 
forces  lorsqu'on  connaissait  leurs  équations,  et  nous  allons  donner  une 
méthode  tout  à  fait  générale  pour  ces  constructions. 

Soit  à  construire  la  ligne  représentée  par  Téquation  homogène 


cl 

Nous  construirons  d'abord  l'abscisse  et  l'ordonnée  à  l'origine et 

a 

cf 
•  ~,  et,  pour  cela,  nous  porterons  à  volonté  /*et  /  sur  l'un  des  axes,  —  c 
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sur  Tautre,  en  ayant  soin  seulement  que  les  triangles  ciel  c/*  soient  situés 
dans  l'angle  négatif  des  axes  lorsque  c  est  positif,  et  dans  Tangle  positif 
quand  c  est  négatif.  Dans  la  fig,  206  nous  avons  porté  feil  sur  Taxe  des 
r,  et  —  c  sur  l'axe  des  y\  a  et  b  sont  portés  de  même  avec  leurs  signes, 
mais  sur  les  axes  opposés,  c'est-à-dire  a  sur  Oy  et  b  sur  Ox.  Des  paral- 
lèles menées  par  —  c  à  a/  et  par  fk  —  cb  interceptent  sur  les  axes  les 
segments  cherchés,  ainsi  que  le  montre  la  fig.  206.  Lorsque  pour  porter 
les  segments  on  a  tenu  compte  de  ce  que  nous  avons  dit  à  propos  des 


Fig.  206. 


Fig.  207. 


0/   \^  V 


*x 


signes,  il  n'y  a  pas  d'autres  parallèles  possibles,  de  sorte  qu'on  ne  pourra 
pas  commettre  d'erreur.  Il  faudra,  toutefois,  remarquer  que  cl  eief,  fac- 
teurs qui  se  multiplient,  ne  pourront  jamais  déterminer  la  direction  des 
parallèles,  ainsi  que  nous  l'avons  vu  n*  2  (p.  7). 

Nous  avons,  pour  cette  construction,  supposé  que  abc  sont  des  lon- 
gueurs; mais  comme  l'équation  est  homogène  par  rapport  à  ces  gran- 
deurs, elles  peuvent  aussi  avoir  une  autre  signification  quelconque  et 
être,  par  exemple,  des  forces,  comme  nous  allons  le  montrer;  si  ces 
grandeurs  étaient  des  rapports  apy,  on  pourrait  les  porter  à  une  échelle 
quelconque;  les  résultats  ne  dépendent  que  de  leur  proportion. 

S'il  fallait,  comme  au  n*  43  (p.  161),  affecter  un  sens  à  la  droite  que 
l'on  construit,  on  l'indiquerait  au  moyen  d'une  flèche  placée  sur  la  ligne. 
La  ligne  tournerait  ainsi  suivant,  les  signes  de  +a,  -f-é,  -|-c  dans  le  sens 
positif  autour  des  trois  sommets  du  triangle  fondamental  00,  ooO 
et  0  oo. 


Soit 


—  Yx  +  Xy  +  Qq  =  0 


l'équation  normale  d'une  force,  divisée  par  le  sinus  w  de  l'angle  des  axes. 
D'après  cette  équation  (voir  n*  43,  p.  159)  la  force  R  sera  donnée  par  l'é- 
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quatioQ 


R  =  +  VX*  +  Y*  +  2Xya), 


X  et  Y  étant  les  composantes  et  Q^cu',  le  moment  de  la  force  par  rapport 
à  l'origine. 

Faisons  {fig.  207)  les  mêmes  constructions  que  dans  la  fig.  206;  il 
faudra  porter  ^  et  Q  de  manière  que  le  triangle  qQ  du  moment  soit  situé 
dans  Tangle  négatif  des  axes,  que  X,  coefficient  de  y^  soit  porté  sur  Taxe 
des  ar,  et  —  Y,  coefficient  de  x,  sur  Taxe  des  y,  vers  le  haut  à  partir  du 
point  0.  Les  parallèles  donnent  les  segments  des  axes,  et,  par  suite,  la 
position  de  R;  la  grandeur  et  le  sens  de  cette  force  sont  donnés  par  la 
droite  pointillée,  qui  joint  les  extrémités  des  longueurs  Y  et  X,  dont  on 
s'est  sem  pour  la  construction.  Il  suffit,  pour  s'en  assurer,  de  composer 
à  partir  de  0  les  composantes  X  et  Y. 

Il  nous  reste  à  appliquer  les  constructions  ci-dessus  à  la  force  trouvée 
dans  le  numéro  précédent  : 


{'T+''-f+')k'-'- 


On  pourrait,  avec  les  valeurs  abc^  dessiner  la  ligne  comme  dans  la 

1 

fig.  206,  puis  construire  ou  calculer  a  •  —  comme  coftiposante  — Y,  ce 

32 

qui  déterminerait  R.  Mais  il  est  plus  avantageux  de  chercher  d'abord 

32  ^  32  f  ^  32  ^ 

et  d'achever  les  opérations  comme  dans  la  fig.  207.  On  construit  ABC 
au  moyen  des  rapports  de  sinus  que  Ton  fera  bien  de  disposer  comme 
dans  la  fig.  208. 

Pig.  «08. 


ll/A:Alp. 


3X 

T 


Du  point  0,  on  porte  sur  l'horizontale  une  longueur  n,  exprimée  par 
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un  chiffre  rond,  n  =  10  ou  20**,  par  exemple,  et,  de  rextrémité  de  cette 

n 
longueur  comme  centre,  on  décrit  un  cercle,  avec  un  rayon  égal  à  —  /p, 

valeur  que  Ton  pourra  calculer.  La  tangente  menée  du  point  0  à  ce 

i 

cercle  déterminera  le  rapport  ^  Ip  ;  et,  si  Ton  porte  sur  cette  tangente,  à 

«52! 

partir  de  0,  la  longueur  a,  en  tenant  compte  de  son  signe,  Tordonnée  de 

a 
Textrémité  de  a  sera  égale  à  A  ou  ^  Ip»  Il  suffira  de  mener  par  cette 

extrémité  une  parallèle  à  Taxe  des  or,  pour  obtenir  le  point  A  sur  Taxe 
des  y. 

Par  le  point  n,  menons  une  parallèle  à  la  droite  qui  joint  /et  /*,  droite 
toujours  située  dans  les  limites  de  la  feuille,  mais  que  nous  n*avons  pas 
indiquée  dans  notre  ûgure  ;  cette  parallèle  rencontre  Taxe  des  y  en  un 

point  -~  et  de  ce  point  comme  centre,  avec  le  même  rayon  --  Ip,  nous 

décrivons  ui\  second  cercle.  La  tangente,  menée  de  0  à  ce  cercle,  déter- 

1  /» 
mine  avec  Taxe  des  y  le  sinus  ^7/'*  Portons  aussi  sur  cette  tangente  à 

partir  de  0,  la  longueur  b,  en  tenant  compte  de  son  signe.  L'abscisse  de 

b  l' 
rextrémité  de  b  aura  une  valeur  B  =-rr  -;  p*  Gela  posé,  la  droite  R  est  la 

32  f 

ligne  de  jonction  de  A  et  de  B  ;  on  pourra,  de  plus,  mesurer  sur  la  pre- 

c 
mière  tangente,  à  l'extrémité  c,  la  longueur  G  =  -^ph  la  porter  à  partir 

du  point  0  sur  — y  et  achever  la  construction  comme  dans  la  fig.  207. 


146.  ARC  PARABOLIQUE  POUR  LEQUEL  LES  RÉACTIONS  PRODUITES  PAR  AP 

PASSENT  PAR  DES  POINTS  nXES. 


Ainsi  que  nous  Tavons  dit  (n*>  140,  p.*  546),  la  réaction  AA  sera  horizontale  et  sera 
représentée  par  Téquation  y  =  y^  où  y  est  plus  grand  que  1. 

Nous  ne  pourrons,  par  suite  de  cette  condition,  satisfaire  qu*à  F  une  des  trois  for- 
mules fondamentales,  à  celle  du  milieu  qui  donne  @/t  (voir  n"  142,  p.  554).  L*équa- 
tion  normale  de  AA  est  : 

(y-Y^AA^rO. 
Substituons,  dans  cette  formule  fondamentale,  les  valeurs  : 

1  =  0.    1  =  1.    |  =  -r/. 
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n  Tient  : 


Posons  dans  cette  équation  : 


valeur  qui  pourra  facilement  se  calculer,  et  que  Ton  pourra  construire  en  la  met- 
tant sous  la  forme  :  af*  =  3(yf~n  +^r=[l»73«)5l(T/'-  ^/•)T+  (0,516398/^)». 
L'équation  se  mettra  dès  lors  sous  la  forme  : 

AA  =  a-P*)(6Y-l-P*}  •  g^  •  ^  AP,  en  posant  A  =  0. 

Substituons  maintenant  ce  AA  dans  les  équations  primitives  de  A^t  et  a9  'p.  558]^ 
et  nous  aurons  : 

ASt  =  [4(l-P)(l+ï)-(l-p«)(6T-l-P).î(T-^)]î/AP. 

Ag3=[4a  +  P)(l-7)-(l-W(6y-l-p»).i(T-^j]î/AP. 

**«•  *W-  Résolvons  par  rapport  à  a;  et  y  les 

équations  obtenues  en  posant  a9  =o 
et  AS=r0;  les  racines  donneront  les 
coordonnées  de  Tinteraection  de  ces 
droites.  Elles  sont  : 

«      o7  y  4a 

'      ^       Z'       6t-1-P«' 

Soient  x'  et  y'  les  coordonnées  cou- 
rantes de  la  ligne  dlntersection  dee 
forces,  Péquation  de  cette  damière 
sera,  puisque  p/=a;'  : 

(•'— ï)(r-f)=- 

Cette  courbe  est  du  troisième  ordre, 
elle  a  un  point  double  à  l'infini  sur 
Taxe  des  x;  chaque  ordonnée  la  ren- 
contre en  un  point,  et  ses  troisasymp- 
totes  sont  données  par  les  équations  : 
x=zzfz  s/(ÔTr-l)/  et  y'=zff.  Elle  n'a 
pas  de  points  d'inflexion,  et  peut  se 
calculer  facilement  pour  chaque  y. 
Elle  peut  aussi  se  construire  très  faci- 
lement en  mettant  son  équation  sons 
la  forme  : 

[{6T-l)/'-y](Yr-y')  =  4«A 
puisque  l'on  a  ^  =  ^,  y  étant  une 


L.i(. lu v.-^m«.«J .»•tf-r^^'^-    ordonnée  de  la  parabole* 
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On  construira  Thorizontale  {Gy  —  Vjf  au-dessous  de  AA,  puis  à  une  distance  de 
cette  force,  é^ale  à  (6^  — 1)^  et  à  partir  de  chaque  point  de  cette  horizontale,  on 
portera  vers  le  haut  Tordonnée  y  de  Tare  (voir  fig.  209).  Tous  les  points  ainsi  ob- 
tenus seront  situés  sur  la  parabole  pointillée,  et  seront  à  une  distance  de  AA  é^ale 

à  (6t-"  1)/*— y»  Sur  AA,  portons  à  partir  de  chaque  ordonnée  la  longueur  2f\f^^ 
construite  ou  calculée  d*ayance  comme  nous  Tavons  indiqué  Joignons  son  extrémité 
au  point  correspondant  de  la  parabole  pointillée,  et  la  perpendiculaire  à  cette  ligne^ 

menée  par  l'extrémité  de  ^v^,  déterminera  sur  Tordonnée  un  point  de  la  ligne  dUn- 
tersection  cherchée,  puisque  son  ordonnée  sera  •)f/*+  (—  y'). 

La  ligne  d'intersection  des  forces  détermine  complètement  les  deux  compo- 
santes iâH  et  aSB  de  AP,  puisque  la  courbe  enyeloppe  se  réduit  ici  à  deux  points; 
toutes  les  réactions  passant  par  ±  /,  t{. 

Nous  pouiTons  ainsi  déterminer,  au  moyen  de  la  courbe  d'intersection^  les  charges 
les  plus  défavorables  pour  chaque  nœud,  ou  pour  chaque  sommet  du  noyau 
(voir  n»  139,  p.  544).  Nous  pourrons  même,  d'après  les  méthodes  du  n'  139  (p.  545), 
décomposer  directement  les  aP  et  ajouter  leurs  composantes  A^  et  aS  de  manière 
à  obtenir  la  réaction  totale  de  la  culée.  A  Técole  de  Zurich,  on  emploie  ordinaire- 
ment cette  dernière  méthode,  parce  que  les  calculs  sont  plus  compliqués  que  ceux 
du  n*  144  ;  nous  allons,  malgré  cela,  donner,  dans  le  numéro  suivant,  les  calculs 
d'intégration  pour  des  charges  uniformément  réparties. 


147.   ARC  PARABOLIQUE  POUR  LEQUEL  LES   RÉACTIONS  PASSENT  PAR  DES  POINTS 

FIXES.    SURCHARGE  DE   p^   PAR  MÈTRE   GOURANT. 

Posons,  comme  au  n<*  144  :  AP  =  Ipd^,  et  intégrons  les  équ"  aons  obtenues  dans 
le  numéro  précédent  pour  les  réactions  des  culées.  Comme  autrefois  et  pour  les 
mêmes  raisons,  nous  prendrons  pour  $1  la  limite  supérieure  + 1  et  pour  $  la 
limite  inférieure  —  1  ;  les  réactions  seront  donc  également  déterminées  pour  des 
charges  non  adjacentes. 

On  arrive,  par  l'intégration,  aux  résultats  suivants  : 

ap*=|l+~[3Y-l-(T-lXl-W-;^(4+P)(l-p)«]J(Y-^)|^ 
»L=|l-7-[3Y--l-(Y-l)(l  +  P)-i(4-p)(l  +  P)»]î(T-^)ja+P)*j^^ 

$lg  *  et  S^,  passant  par  deux  points  fixes  /Y,  il  n*y  aura  pas  de  courbe  enve- 
loppe, et  ces  forces  sont  données  toutes  deux  par  la  courbe  de  leurs  intersections^ 
qui  se  produisent  sur  la  verticale  du  milieu  de  la  charge.  On  obtiendra  Tintersec^ 
tion  des  composantes  qui  correspondent  à  des  charges  s'étendant  de  p  à  1,  en  po' 


r+l    ^  __  1 


sant  dans  ^T\  r  =  ô  (P  +  ^)«  ^^  ^^  ^^^^  ^^  courbe  d'intersection  en  posant  ensuite 
p  =  2-—  1*  On  arrivera  donc  directement  à  l'équation  de  cette  courbe,  si  Ton  pose 

V 

a  =  2  -  —  1  dans  l'équation  de  S(^'.  En  ûdsant  cette  substitution  et  tirant  la  va^ 
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lear  de  y,  il  viendra  : 


t' 


/V  —  y  n'est  autre  chose  que  la  hauteur  de  la  ligne  d'intersection  au-dessus  de  la 
culée  de  Tare  (voir  le  numéro  précédent);  nous  pourrions  construire  Péquation  pré- 
cédente, mais  il  est  plus  simple  de  la  calculer  pour  chaque  y,  puis  de  porter  les 
résultats  sur  le  dessin. 

On  obtiendra  les  réactions  des  culées  pour  chaque  charge  non  adjacente,  en  dé- 
composant la  charge  pfil  suivant  les  deux  points  d'appuis,  à  partir  du  point  de  la 
courbe  d'intersection  situé  au-dessus  du  milieu  de  la  charge. 

11  suffira  de  quatre  décompositions  pareilles,  pour  obtenir  graphiquement  tous 

les  %^ ,  en  composant  les  réactions  partielles  qui  les  produisent,  ainsi  que  nous 
l'avons  indiqué  (n«  144,  p.  568). 

On  peut,  d'ailleurs,  aussi  les  calculer. 

Chaque  ingénieur  ayant  à  sa  disposition  des  tables  de  carrés  et  de  cubes,  il  nous 
suffira,  pour  faciliter  les  calculs,  de  donner,  dans  un  tableau,  les  valeurs  suivantes  : 

On  calcule,  en  outre  : 

*'-p  =  \  [(3y  - 1)(1  -  W*  -  (T  - 1)(1  -  W»  -  rf-p]> 

«'p  =  (!  +  «•> 

^p  =  ;  [(3y  - 1)(1  +  P)*  -  (T  - 1)(1  +  P)»  -  rfp], 
c'p^a+W'-T^'p. 

La  somme  des  forces  extérieures  à  une  section  p,  pour  des  charges  s'étendant  de 
p'  à  p''  s'obtiendra  en  i^outant  les  trois  équations  : 

g+*  =  /«    4P  î  +  ?(2y-  0,4)^+2[i  +  P*-I(2t-0,4)] 
91+*— 1-/1'        î  -/i'        ^        r' 

On  portera  les  forces  de  la  même  manière  qu'au  n<*  145. 

Nous  avons  été  assez  concis  dans  cette  dernière  étude,  oti  les  réactions  des  culées 
passent  par  des  points  fixes,  parce  que,  comme  nous  l'avons  déjà  fiait  remarquer, 
l'hypothèse  qui  consiste  à  supposer  à  un  arc  à  treillis  une  forme  parabolique,  n'est 
guère  exacte,  et  il  vaut  toujours  mieux  employer  les  méthodes  graphiques  du 
nM40. 


^ 
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COEFFICIENTS  POUR  DES  ARCS  A  CULÉES  MOBILES. 


P 


0, 

01 
02 
03 
04 

05 
06 
07 
08 
09 

10 
il 
iâ 
13 
14 

15 
16 
17 
18 
19 

âO 
âl 
22 
23 
24 

25 

26 
27 
28 
29 

30 
31 
32 
33 
34 
35 


V 


0,4 

0,4152 

0,4308 

0,4468 

0,4633. 

0,4801 
0,4974 
0,5151 
0,5333 
0,5519 

0,5710. 

0,5905 

0,6105 

0,6310. 

0,6519 

0,6734. 

0,6953. 

0,7177. 

0,7406 

0,7640 

0,7880. 

0,8124 

0,8374. 

0,8629 

0,8889 

0,9155 

0,9427. 

0,9703 

0,9986. 

1,0274. 

1,0568. 

1,0867 

1,1172 

1,1483 

1,1800 

1,2123 


^-P 


-A 


152 

148 

156 

144 

160 

140 

165 

137 

168 

132 

173 

129 

177 

125 

182 

122 

186 

118 

191 

115 

195 

111 

200 

108 

205 

105 

209 

101 

215 

99 

219 

95 

224 

92 

229 

89 

234 

86 

240 

84 

2U 

80 

250 

78 

255 

75 

260 

72 

266 

70 

272 

68 

276 

64 

283 

63 

288 

60 

294 

58 

299 

55 

305 

53 

311 

51 

317 

49 

323 

47 

0,4 

0,3852. 

0,3708. 

0,3568. 

0,3431 

0,3299. 
0,3170. 
0,3045. 
0,2923. 
0,2805. 

0,2690 

0,2579. 

0,2471. 

0,2366 

0,2265. 

0,2166 

0,2071 

0,1979 

0,1890. 

0,1804. 

0,1720 

0,1640. 

0,1562 

0,1487. 

0,1415. 

0,1345. 

0,1277 

0,1213. 

0,1150 

0,1090 

0,1032 

0,0977. 

0,0924. 

0,0873. 

0,0824. 

0,0777. 


P 


35 
36 
37 
38 
39 

40 
41 
42 
43 
44 

45 
46 
47 
48 
49 

50 
51 
52 
53 
54 

55 
56 
57 
58 
59 

60 
61 
62 
63 
64 

65 
66 
67 
68 
69 
70 


^P 


1,2123 

1,2453. 

1,2788. 

1,3129. 

1,3476 

1,3830. 

1,4190. 

1,4556. 

1,4928 

1,5307 

1,5693. 

l-,6085. 

1,6483 

1,6888 

1,7300 

1,7719. 

1,8144 

1,8576 

1,9015. 

1,9461. 

1,9913 

2,0373 

2,0840. 

2,1313 

2,1794 

2,2282 

2,2777 

2,3280. 

2,3789 

2,4306 

2,4830 

2,5362. 

2,5901. 

2,6447. 

2,7001. 

2,7562. 


^-P 


—A 


330 

46 

335 

43 

341 

41 

347 

39 

354 

38 

360 

36 

366 

34 

372 

32 

379 

31 

386 

30 

392 

28 

398 

26 

405 

25 

U2 

24 

419 

23 

425 

21 

432 

20 

439 

19 

446 

18 

452 

16 

460 

16 

467 

15 

473 

13 

481 

13 

488 

12 

495 

11 

503 

11 

509 

9 

517 

9 

524 

8 

532 

8 

539 

7 

546 

6 

554 

6 

561 

5 

0,0777. 

0,0731 

0,0688 

0,0647 

0,0608. 

0,0570 

0,0534 

0,0500 

0,0468. 

0,0437. 

0,0407 

0,0379 

0,0353. 

0,0328. 

0,0304. 

0,0281 

0,0260. 

0,0240. 

0,0221 

0,0203 

0,0187. 

0,0171. 

0,0156 

0,0143. 

0,0130. 

0,0118, 

0,0107. 

0,0096 

0,0087. 

0,0078. 

0,0070. 

0,0062 

0,0055 

0,0049 

0,0043 

0,0038 


P 


70 
71 

72 
73 
74 

75 
76 

77 
78 
79 

âo 

81 
82 
83 
84 

85 
86 
87 
88 
89 

90 
91 
92 
93 
94 

95 
96 
97 
98 
99 

I, 


d 


P 


2,7562. 

2,8131. 

2,8707 

2,9291. 

2,9882 

3,0481 

3,1088 

3,1703. 

3,2325. 

3,2955. 

3,3592 

3,4238. 

3,4891. 

3,5552. 

3,6221. 

3,6898. 
3,7582 
3,8275. 
3,8975. 

4,0400. 
4,1124. 
4,1856. 
4,2596. 
4,3344. 

4,4100. 
4,4864. 
4,5636. 
4,6416. 
4,7204. 
4,8000 


d« 


P 


-^A 


569 

5 

576 

4 

584 

4 

591 

3 

599 

3 

607 

3 

615 

3 

622 

2 

630 

2 

637 

1 

646 

2 

653 

1 

661 

1 

669 

1 

677 

1 

684 

0 

693 

1 

700 

0 

708 

0 

717 

1 

724 

0 

732 

0 

740 

0 

748 

0 

756 

0 

764 

0 

772 

0 

780 

0 

788 

0 

796 

0 

0,0038 
0,0033 
0,0029 
0,0025 
0,0022. 

0,0019. 

0,0016. 

0,0013 

0,0011 

0,0009 

0,0008. 
0,0006 
0,0005 
0,0004 
0,0003 

0,0002 

0,0002. 

0,0001 

0,0001 

0,0001. 

0,0000 
0,0000 
0,0000 
0,0000 
0,0000 

0,0000 
0,0000 
0,0900 
0,0000 
0,0000 
0,0000 


11  suffit  en  général  de  prendre  deux  ou  au  plus  trois  décimales  pour' le  dessin  de 
répure.  Si  Ton  voulait,  pour  plus  d'exactitude,  se  servir  de  quatre  décimales,  il 
faudrait  tenir  compte  encore  des  secondes  différences,  ce  qui  pourrait  se  faire  au 
moyen  de  la  formule  suivante  : 

Les  nombres  suivis  de  points  dans  le  tableau  ont  été  forcés,  les  autres  diminués* 
Ces  remarques  sont  aussi  applicables  aux  tables  données  (p.  566  et  567). 
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CHAPITRE  V 

POU.TRE  DROITE  ÉLASTIQUE 


148.   DE  LA  POUTRE   DROITE   ÉLASTIQUE  ËM  GÉNÉRAL. 

La  théorie  de  rélasticité  sert,  dans  le  cas  de  poutres  droites,  à  déter- 
miner les  réactions  des  appuis,  et,  par  suite,  les  forces  extérieures  lors- 
que ces  poutres  sont  encastrées  ou  continues.  Nous  allons  traiter,  ici 
d*une  manière  générale,  les  cas  les  plus  simples,  en  exceptant  toutefois 
la  poutre  continue,  dont  nous  nous  occuperons  dans  un  chapitre  du  se- 
cond volume. 

Nous  admettrons  que  la  poutre  est  horizontale  et  qu'elle  n'est  sollici- 
tée que  par  la  charge  qu'elle  supporte  et  par  les  réactions  verticales  des 
appuis.  Dans  ce  cas,  les  as  deviennent  égaux  aux  ^x^en  prenant  Taxe  des 
X  horizontal  et  celui  des  y  vertical.  Dans  tous  les  cas,  même  lorsque  tous 
les  points  d'appuis  ne  sont  pas  en  ligne  droite,  on  pourra  négliger  les 
déformations  dans  le  sens  horizontal,  la  deuxième  formule  fondamentale 
(n*  136,  p.  528)  disparaîtra  donc,  et  il  ne  nous  restera  que  les  deux  sui- 
vantes : 

Nous  pourrions  nous  servir  de  ces  formules  ainsi  que  nous  Tavons  fait 
pour  Tare,  'déterminer  les  déformations  8  et  —  A:  provenant  d'une  charge 
aP  et  d'une  réaction  aA  agissant  sur  tout  l'arc,  chercher  les  chaînes  les 
plus  défavorables  et  sommer  les  aA  qu'elles  produisent. 

Mais  comme  les  aA  passent  tous,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  par  un 
point  connu  et  sont  tous  dirigés  verticalement,  que,  par  suite,  nous 
n'avons  à  déterminer  ni  courbe  enveloppe  ni  courbe  d'intersection  des 
forces,  il  est  inutile  d'étudier  séparément  chaque  aP,  et  nous  cherche- 
rons immédiatement  les  déformations  provenant  de  la  charge  totale. 
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M.  le  professeur  Mohr  a,  le  premier,  employé  cette  méthode  :  il  a  con- 
sidéré les  éléments  $Aâ?  de  la  surface  de  moment  comme  des  forces,  les 
a  portés  sur  une  verticale  et  en  a  formé  un  polygone  des  forces^  en  pre- 
nant pour  distance  polaire  ^3  ;  il  a  construit  ensuite  le  polygone  funicu- 
laire correspondant.  Les  côtés  de  ce  dernier  polygone  forment  entre  eux 
Tangle  8  et  déterminent  sur  des  verticales  les  déformations  —  k^  de  sorte 
que  le  polygone  lui-même  coïncide  avec  la  fibre  moyenne  pour  la  charge 
ôonsidérée.  Lorsqu^on  a  choisi  arbitrairement  la  réaction  de  Tappui,  la 
fibre  moyenne  ne  satisfait  pas  en  général  à  toutes  les  conditions  voulues  ; 
elle  peut,  par  exemple,  ne  pas  passer  par  tous  les  points  d'appuis  ou  ne 
pas  avoir  au  point  d'encastrement  la  direction  et  la  position  voulues.  11 
faut  alors  modifier  les  forces  extérieures,  de  manière  que  ces  conditions 
soient  remplies  ;  les  réactions  obtenues  après  cette  modification  sont  les 
réactions  exactes. 

Cette  méthode  est  au  fond  identique  à  celle  que  nous  avons  donnée 
au  n*  132  ;  mais  les  constructions  ont  été  exécutées  d^une  manière  diffé- 
rente par  M.  Mohr.  Nous  allons  faire  connaître  sa  solution  qui  est  très 
ingénieuse. 

La  poutre  droite  peut  se  présenter  sous  deux  formes,  soit  sous  celle 
d'une  poutre  pleine,  soit  sous  celle  d'une  poutre  à  treillis.  Dans  le  pre- 
mier cas,  «3  pourra  s'exprimer,  d'après  les  n"  115  et  116,  par  la  formule 

e3  =  {uib)cz"'. 
et  dans  le  second,  d'après  les  n*'  99  ou  112,  par 

g3=(EF)A«. 

Lorsque  la  section  est  variable,  les  longueurs  z'"  dans  le  premier  cas,  les 

forces  (eP)  dans  le  second,  le  sont  aussi.  Pour  les  raisons  indiquées  au 

1 
n*  133,  on  ne  portera  que  la  n*^  partie  de  la  force  lab,  c'est-à-dire  -  eaé 

ou  -  •  »F,  et  les  résultats  S  et  —  A:  seront  par  suite  n  fois  trop  grands 
n 

(voir  n*  136)  ;  mais  nous  croyons  inutile  d'embarrasser  nos  formules  de 

ce  facteur  n,  et  nous  le  laisserons  de  côté. 

Cela  posé,  nous  pourrons  indiquer  les  opérations  pour  les  deux  cas 

en  écrivant  les  formules  de  la  manière  suivante  : 

iriX— X,     àx      b'  ^x-^x,    àx    b' 

Nous  porterons  sur  une  verticale  les  forces  aP,  qui  agissent  suivant  les 
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verticales  h'  et  nous  les  joindrons  par  un  polygone  funiculaire,  construit 
avec  une  distance  polaire  tab  ou  h.  Cette  construction  est  celle  qui  nous 
donne  en  général  les  moments  sollicitant  Tare,  sous  la  forme  ^  :  tcA  ou 
^  :  A,  et  qu*il  faut  faire  de  toute  manière. 
Nous  réduirons  ensuite  à  la  base  c  ou  à  la  base  h  les  éléments 

h  h  tab 

que  des  verticales  déterminent  dans  la  surface  de  moment.  Pour  que 
cette  réduction  se  fasse  par  une  simple  mesure  des  hauteurs  des  lamelles, 
on  prendra  pour  ax  un  multiple  de  c  ou  un  sous-multiple  de  h. 

Nous  porterons  les  résultats  de  cette  réduction  sur  une  verticale  for- 
mant un  nouveau  polygone  des  forces,  dont  les  distances  polaires  seront 
égales  aux  z'"  ou  eF  (variables,  suivant  le  cas);  le  polygone  funiculaire 
qui  lui  correspondra  donnera  la  fibre  moyenne  provisoire. 

Nous  allons  indiquer  dans  les  numéros  suivants,  au  moyen  de  quelques 
exemples,  comment  on  pourra  exécuter  ces  opérations  et  substituer  la 
fibre  moyenne  définitive  à  celle  qui  n'était  que  provisoire. 


149.  POUTRE  ENGASTRÉe  A  l'uNE  DE  SES  EXTRÉMITÉS. 


Nous  avons  porté  (PI.  XYIIi)  les  charges  âP  de  la  poutre  sur  la  verti- 
cale de  Tappui,  et  nous  avons  mené  la  distance  polaire  tab  par  le  com- 
mencement de  la  force  7,  parallèlement  à  la  direction  de  l'encastremenL 
En  partant  de  la  lamelle  7  pour  dessiner  le  polygone  funiculaire,  les 
segments  déterminés  sur  les  verticales,  par  le  côté  extérieur  à  7  et  les 
divers  côtés  du  polygone  donneront  les  $  :  c  ab.  Ces  segments  sont  les 
hauteurs  des  lamelles  que  nous  avons  à  réduire  à  la  base  c.  Dans  le  cas  qui 
nous  occupe,  comme  nous  ne  nous  sommes  pas  donné  de  profil  spécial, 
nous  prendrons  pour  c  la  double  largeur  2ax  des  lamelles,  et  nous  por* 

terons,  par  suite,  les  -  $  :  ta&,  résultats  de  la  réduction,  sur  la  verticale 

z 

de  Textrémité  libre  de  la  poutre,  à  partir  du  point  où  cette  verticale  est 
rencontrée  par  le  prolongement  de  Thorizontale  tab.  De  cette  manière, 
le  premier  côté  du  polygone  coïncidera  avec  la  direction  de  Tencastre* 
ment. 

Nous  avons  pris  z^  égal  à  la  longueur  de  la  poutre,  et  nous  avons 
supposé  que  les  z"  suivants  décroissent  deux  par  deux;  nous  avons  donc 
encore,  dans  la  fig,  1,  les  trois  distances  z,,  z^i  ^tv 
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Le  polygone  funiculaire  qui  correspond  au  polygone  des  forces  ainsi 
formé,  donne  les  déformations  de  la  fibre  moyenne.  Comme  le  premier 
côté  de  ce  polygone  coïncide  avec  la  tangente  à  Tencastrement,  et  que 
c'est  la  seule  condition  à  laquelle  soit  soumise  la  poutre  dans  sa  défor- 
mation, puisque  Textrémité  libre  peut  prendre  une  position  quelconque, 
le  polygone  funiculaire  sera  la  fibre  moyenne  elle-même,  défigurée  ver* 
ticalement  dans  le  rapport  de  n  à  1.  On  peut,  à  cette  même  échelle,  me- 
surer Tangle  S  dont  a  tourné  l'extrémité  de  la  poutre,  soit  dans  le  poly- 
gone des  forces,  soit  dans  le  polygone  funiculaire,  ainsi  que  l'indique  la 
fig.i. 

Lorsque  la  charge  à  laquelle  est  soumise  la  poutre  encastrée  est  uni- 

formément  répartie,  la  courbe  des  moments  donnant  les  -^  est  une  pa- 

tao  '^ 

rabole;  si,  de  plus,  la  section  de  la  poutre  est  constante,  c'est-à-dire  si 
tous  les  z*  sont  égaux,  la  fibre  moyenne  coïncidera  avec  le  polygone  fu- 
niculaire qui  donne  le  centre  de  gravité  d'un  triangle  parabolique.  Or, 
d'après  la  fig.  162  (p.  357),  ce  centre  de  gravité  est  situé  au  quart  de  la 
longueur  de  la  poutre,  à  partir  de  l'encastrement;  nous  connaissons,  dès 
lors,  toutes  les  formes  et  dimensions  de  la  ligne  et  nous  pouvons  dé- 
duire directement  tous  les  résultats  de  la  figure. 
Le  moment  d'une  charge  uniforme  de  la  poutre,  par  rapport  à  la  ver- 

1 

ticale  d'encastrement,  est  égal  à  -  pP  en  appelant  p  la  charge  par  mètre 

courant,  et  /  la  longueur  de  la  poutre;  la  plus  grande  ordonnée  de  la 

pP 
parabole,  au-dessous  de  l'encastrement,  est  donc  égale  à  ,;    ..  (elle  sera 

z(ea6) 

naturellement  n  fois  plus  grande  dans  notre  dessin).  La  surface  de  la 

pP 
parabole  est  égale  à        .  ,  la  longueur  du  polygone  des  forces,  après  la 

pP 
réduction  à  la  base  c,  est  donnée  par  .,    ..  ,  et  l'angle  8  par  la  formule  : 

Q{taà)c  ^       *^ 

pP      _pP 

""  6{iab)cz''  ~  6Ï3  • 

3 

Le  bras  de  levier  de  la  surface  parabolique  étant  de  -  /,  l'ordonnée 

4 

extrême  de  la  poutre,  c'est-à-dire  son  déplacement  sous  l'influence  de 

la  charge,  est  : 

8.3" 
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On  peut  encore  arriver  plus  rapidement  à  ce  résultat  en  intégrant  lea 
formules  : 

A:  a  le  signe  ( — ),  parce  que  les  moments  sont  négatifs  dans  notre 
hypothèse;  si  Ton  tenait  compte  de  leur  signe  en  dessinant  Tépure,  k  de- 
viendrait positif. 


150.    POUTRE   REPOSANT  SIMPLEMENT  SUR  DEUX   POINTS  D^APPUIS 

ET  FAISANT   SAILLIE   d'uN  CÔTÉ. 


Admettons  que  la  poutre  représentée  (PI.  XYII,)  soit  chargée  unifor- 
mément d'un  poids  total  pi,  et  soit  sollicitée,  en  outre,  par  un  poids  P, 
placé  à  son  extrémité  libre.  Nous  construirons,  au  moyen  de  ces  charges 
et  de  la  distance  polaire  zab,  un  polygone  funiculaire  dont  la  courbure 
sera  parabolique  et  de  même  sens  pour  toute  la  poutre,  et  qui  présentera 
un  angle  à  Textrémité  libre,  à  cause  des  côtés  qui  correspondent  à  la 
charge  concentrée  P  agissant  en  ce  point.  La  droite  fermant  le  poly- 
gone s'obtiendra,  en  joignant  Tintersection  de  Tappui  de  gauche  avec  la 
parabole,  à  celle  de  Tappui  de  droite  avec  le  dernier  côté  du  polygone 
funiculaire,  après  la  force  P.  La  surface  de  moment  est  formée  dès  lors 
par  la  courbe  funiculaire,  par  le  dernier  côté  du  polygone  et  par  la  droite 
qui  le  ferme.  Elle  se  compose  d'une  surface  positive  ombrée  et  d'une 
surface  négative  ponctuée.  Dans  les  limites  de  la  première  surface,  la 
courbure  de  la  poutre  est  dirigée  vers  le  bas,  et  dans  celles  de  la  seconde, 
vers  le  haut.  Les  deux  parties  courbées  en  sens  différents  sont  séparées 
par  un  point  d'inflexion,  situé  nécessairement  sur  la  verticale  de  l'inter- 
section de  la  courbe  funiculaire  avec  la  ligne  finale. 

Dans  la  construction  de  la  fibre  moyenne  pour  cette  poutre,  nous  ne 
partagerons  la  surface  de  moment  qu'en  trois  parties,  afin  d'obtenir  un 
dessin  plus  clair.  La  première  partie  se  composera  de  la  grande  surface 
positive  1,  et  les  deux  autres  seront  les  surfaces  négatives  2  et  3,  que  sé- 
pare la  verticale  du  point  d'appui.  Il  est  nécessaire  d'avoir  en  cet  endroit 
une  séparation  des  surfaces,  puisqu'on  a  besoin  du  côté  du  polygone 
funiculaire  qui,  joignant  la  précédente  à  la  suivante,  passe  par  le  point 
d'appui  de  la  poutre. 
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Cela  posé,  nous  réduisons  les  trois  surfaces  à  la  base  c,  et  nous  por- 
tons les  A^P  :  tab  sur  une  verticale  à  droite  de  la  figure,  en  tenant  compte 
de  leurs  signes,  nous  prenons  ensuite  un  pôle  sur  une  direction  quel- 
conque, à  la  distance  z'\  {fig,  2),  et  nous  construisons  la  fibre  moyenne 
pointillée,  en  partant  de  Tappui  de  gauche.  Cette  fibre  ne  passe  pas  par 
le  point  d'appui  de  droite  et  est  donc  fausse.  Supposons,  pour  un  instant, 
que  la  fibre  moyenne  exacte  soit  également  dessinée  :  les  deux  lignes,  la 
fausse  et  la  vraie  devront  avoir  comme  côté  commun  la  verticale  de 
Tappui  de  gauche.  En  eflet,  deux  côtés  correspondants  des  deux  poly- 
gones coupent  cette  verticale,  à  une  distance  de  Tappui  égale  au  moment 
des  surfaces  comprises  entre  cet  appui  et  les  verticales  des  sommets  d'oîi 
partent  les  deux  côtés,  et  ces  moments,  indépendants  de  la  position 
donnée  à  z'\  sont  égau2^  pour  les  deux  surfaces.  Or,  pour  que  deux  côtés 
correspondants  déterminent  sur  la  verticale  de  la  culée  des  segments 
égaux,  il  est  nécessaire  qu'ils  la  coupent  en  un  même  point,  et,  comme 
cette  condition  est  vraie  pour  deux  côtés  quelconques  correspondants, 
il  s'ensuit  que  la  verticale  de  l'appui  de  gauche  se  correspond  à  elle- 
même  dans  les  deux  polygones. 

Il  résulte  encore  de  ce  que  nous  venons  de  dire  que  les  côtés  de  chaque 
polygone,  et,  en  général,  d'un  polygone  quelconque,  construit  avec  la 
même  distance  polaire  z'" ,  interceptent  des  segments  égaux  sur  les 
mêmes  verticales,  et  il  faut,  pour  cela,  que  la  distance  de  deux  points 
qui  se  correspondent  soit  constante  sur  une  verticale  quelconque. 

Prolongeons  maintenant,  jusqu'à  la  verticale  A,  le  côté  23  du  poly- 
gone pointillé,  côté  qui  aurait  dû  passer  par  le  point  d'appui  de  droite; 
le  point  d'intersection  obtenu  appartiendra  aussi  au  côté  2  3  du  poly- 
gone exact.  Il  suffira,  dès  lors,  de  joindre  ce  point  au  point  d'appui  de 
droite  pour  avoir  le  côté  exact  2  3,  qui  touche  au  point  d'appui  la  fibre 
moyenne  cherchée. 

En  menant  une  parallèle  à  ce  côté,  par  le  point  23  du  polygone  des 
forces,  on  obtiendra  la  position  exacte  de  la  distance  polaire,  ce  qui  per- 
mettra de  dessiner  la  véritable  fibre  moyenne.  Mais  il  n'est  pas  même  né- 
cessaire de  recommencer  ces  constructions;  on  trouvera  le  dernier  côté, 
après  3,  en  prolongeant  également  jusqu'à  la  verticale  A,  le  côté  corres- 
pondant du  polygone  pointillé;  quant  au  sommet  1,  il  pourra  s'obtenir 
au  moyen  des  segments  égaux  s.  On  déterminerait  aussi  le  premier  côté 
du  polygone  en  remarquant  que  son  intersection  avec  le  côté  2  3,  doit 
se  trouver  sur  la  même  verticale  que  l'intersection  correspondante  dans 
le  polygone  pointillé. 

La  fibre  moyenne  réelle  est,  dès  lors,  entièrement  déterminée. 
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151.    POUTRE  ENCASTRÉE  A  l'uNE    DE    SES  EXTRÉMITÉS,    ET  FORMANT  SAILLIE 
PAR  RAPPORT  A  UN  DEUXIÈME  POINT  D*APPUI  QUELCONQUE. 


En  comparant  une  pareille  poutre  (PI.  XYII J  avec  la  précédente,  on 
voit  qu*entre  les  forces  A  et  B,  il  doit  exister  en  A  un  moment  qui  re- 
courbe la  poutre  dans  le  sens  négatif,  jusqu*à  ce  que/son  extrémité  A 
vienne  prendre  la  direction  de  Tencastrement.  Nous  donnerons  d^abord 
une  grandeur  arbitraire  $'«  à  ce  moment,  nous  étudierons  son  influence 
sur  la  poutre,  et  nous  le  changerons  ensuite  de  manière  que  la  fibre 
moyenne  satisfasse  aux  conditions  imposées.  Dessinons  donc,  comme 
dans  le  cas  précédent,  le  premier  polygone  funiculaire  au  moyen  du  po- 
lygone des  forces  âP,  et  portons  ensuite,  à  partir  de  A,  vers  le  bas,  le 
moment  $'  réduit  à  la  première  distance  polaire  tab  (ou  h\  c'est-à-dire 
la  longueur  ^  :  tab  (ou  :  h)  (voir  fig,  148,  p.  310)  ;  l'extrémité  inférieure 
de  cette  longueur,  jointe  à  Tintersection  du  dernier  côté  du  polygone 
avec  la  verticale  B,  déterminera  la  droite  fermant  le  polygone. 

Cette  ligne,  de  même  que  celle  que  Ton  construirait  avec  le  moment 
exact  $  :  tab  forme  avec  le  polygone  funiculaire,  une  surface  de  mo- 
ment négative  1,  pointiliée  dans  la  figure  pour  le  moment  $«,  et  dans 
les  limites  de  laquelle  la  poutre  est  concave  ;  plus  loin,  elle  forme  une 
surface  positive  2,  ombrée,  pour  laquelle  la  poutre  est  convexe;  puis, 
enfin,  une  surface  négative  donnant  lieu  à  une  courbure  concave;  cette 
dernière  surface  a  été  partagée  par  la  verticale  B  en  deux  surfaces  par- 
tielles 3  et  4,  puisque  le  côté  du  polygone  funiculaire  qui  passe  par  B 
est  un  élément  déterminant  du  problème.  Ces  surfaces  successives,  pour 
lesquelles  la  poutre  est  sollicitée  d'une  manière  difi'érente,  sont  séparées 
les  unes  des  autres  par  deux  points  d'inflexion,  situés  sur  les  verticales 
des  points  pour  lesquels  les  moments  sont  nuls,  c'est-à-dire  des  points 
où  le  polygone  funiculaire  est  rencontré  par  la  droite  qui  le  ferme. 

Si  l'on  portait  les  surfaces  des  moments  dans  l'ordre  que  nous  venons 
d'indiquer,  on  obtiendrait  une  fibre  moyenne  quelconque,  et,  si  cette  fibre 
ne  passait  pas  par  le  point  d'appui  B,  on  aurait,  pour  un  nouveau  ^,  à 
charger  les  trois  premières  surfaces  des  moments,  et  leurs  variations  ne 
seraient  pas  proportionnelles  à  celles  de  $',  puisque  les  surfaces  sont 
limitées  par  un  polygone  funiculaire  irrégulier.  On  emploiera  la  méthode 
suivante  qui  réduit  les  variations  à  une  seule,  proportionnelle  elle-même 
à  celle  de  $'  ;  on  considérera  comme  première  surface  négative  le  triangle 
entier  qui  projette  [fig,  3)  le  segment  ^  \tab  h,  partir  de  B;  la  seconde 
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surface  positive  sera  celle  de  la  parabole,  limitée  par  la  corde  AB,  c'est- 
à-dire  celle  que  Ton  obtient,  en  ajoutant  aux  surfaces  positives  et  néga- 
tives des  moments  celle  qui  est  faiblement  ponctuée  sur  la  figure,  au- 
dessous  de  la  droite  A6.  De  cette  manière  tout  le  changement  se  bornera 
à  la  variation  du  triangle  qui  a  $'  :  eai  pour  base,  le  centre  de  gravité 
de  ce  triangle  (ou  plutôt  le  centre  des  forces  verticales  qu*il  représente) 
restera  toujours  sur  la  même  verticale,  et  sa  variation  sera  proportion- 
nelle à  sa  base.  Nous  porterons  donc  la  surface  des  moments  l'â'3'4, 
ainsi  augmentée,  sur  une  verticale,  pour  former  avec  une  distance  po- 
laire z*"  supposée  ici  constante,  un  polygone  des  forces  0,,  au  moyen 
duquel  nous  dessinerons  la  première  fibre  moyenne,  pointillée  dans  la 
figure.  Cette  ligne  ne  passe  pas  par  le  point  d*appui  donné  B';  si  la  fibre 
moyenne  exacte  était  dessinée,  ses  côtés  couperaient  ceux  qui  leur  cor- 
respondent dans  la  précédente  sur  la  verticale  1'.  En  efitet,  d*après  ce 
que  nous  avons  dit  au  numéro  précédent,  les  polygones  qui  joignent  les 
mêmes  surfaces  de  moments  2' 3',  la  première  1'=^  \iab  étant  exclue, 
déterminent  des  segments  égaux  sur  une  verticale  quelconque  ;  or,  on 
voit,  en  considérant  la  verticale  1',  que  le  point  où  elle  est  rencontrée 
par  la  direction  de  Tencastrement  appartient  à  chacun  des  polygones;  il 
faudra  donc  que  les  secondes  extrémités  des  segments  coïncident  aussi, 
c*est-à-dire  que  les  côtés  correspondants  se  coupent  sur  cette  verticale. 
Il  en  résulte  qu*on  obtiendra  la  véritable  fibre  moyenne  en  joignant  à  B' 
rintersection  du  côté  3' 4'  avec  la  verticale  1',  ce  qui  permettra  de  con- 
struire tous  les  côtés  précédents  en  rebroussant  chemin. 

On  peut  obtenir  le  moment  $'  qui  correspond  à  ce  dernier  polygone, 
en  construisant  le  pôle  du  polygone  funiculaire  qui  le  fournit;  une  pa- 
rallèle, menée  par  ce  pôle  au  premier  côté  du  polygone  exact,  détermi- 
nera sur  la  verticale  des  surfaces  réduites,  la  surface  du  triangle  exact 

-  2$  :  uxbc ,  et  Ton  pourra  en  déduire  $.  Mais  on  obtiendra  plus  simple- 

2 

ment  et  plus  rapidement  la  hauteur  verticale  %  \tab  en  déterminant, 
dans  le  premier  polygone  funiculaire,  la  verticale  qui  coupe  le  segment 
$'  :  tab  entre  les  deux  côtés  situés  avant  et  après  $'.  Cette  même  verti- 
cale interceptera  entre  les  côtés  correspondants  du  polygone  exact  le 
segment  cherché  $  :  eai.  En  effet,  les  segments  que  déterminent  ces 
côtés  sur  la  verticale  de  ^  :  %ab  sont  proportionnels  aux  moments  des 
surfaces  des  triangles  ;  ceux-ci  sont  eux-mêmes  proportionnels  aux  bases 
$'  :  laby  et  le  premier  segment  ^  :  %ab  étant  précisément  la  base  du 
triangle  correspondant,  le  second,  sur  le  polygone  exact,  devra  être 
^  :  lab. 
Cette  propriété  subsiste  encore,  lorsque  les  z'^  sont  variables  et  non  pas 
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constants,  comme  nous  l'avons  supposé  dans  la  fig,  3.  Par  suite, lorsqu'on 
aura  construit  les  deux  polygones,  on  déterminera  avec  une  ouverture 
de  compas  égale  à  ^  :  ea6  portée  verticalement  entre  les  deux  premiers 
côtés  du  polygone  primitif,  la  verticale  qui  permettra  de  mesurer  direc- 
tement la  longueur  $  :  %ab  Cette  longueur,  portée  à  partir  de  A,  donnera 
les  moments  exacts,  et  le  but  de  la  construction  sera,  en  général,  atteint. 
Pour  compléter  notre  étude,  nous  avons  encore  dessiné  [fig.  3)  la  vé- 
ritable fibre  moyenne  au  moyen  de  la  surface  12  3  4  des  moments. 


452.   POUTRE  ENCASTRÉE  A   SES  DEUX  EXTRÉMITÉS. 


La  construction  de  la  fibre  moyenne  dans  le  cas  d'une  poutre  encas- 
trée à  ses  deux  extrémités,  ne  diflTère  que  peu  de  celle  que  nous  avons 
indiquée  au  numéro  précédent.  Pour  donner  les  directions  de  l'encastre- 
ment aux  extrémités  d'une  poutre  librement  placée  sur  deux  points  d'ap- 
pui, il  faut  appliquer  des  deux  côtés  [fig,  4)  des  moments  $  et  $, ,  l'un 
à  l'extrémité  A,  l'autre  en  B,  le  premier  étant  négatif,  le  second  positif; 
on  les  portera,  ainsi  que  l'indique  la  fig,  149  (p.  310).  La  surface  de  mo- 
ment se  composera  donc  de  deux  parties  extérieures,  négatives  et  ponc- 
tuées 1  et  3  (PI.  XVIIJ  et  d'une  partie  centrale  2,  positive  et  ombrée. 
Pour  les  raisons  données  au  numéro  précédent,  nous  compléterons  le 
segment  parabolique  2,  au  moyen  de  la  surface  faiblement  ponctuée,  et 
nous  aurons  ainsi  un  segment  total  2';  les  deux  surfaces  négatives  de- 
viendront, en  même  temps,  un  trapèze  qui  variera  seul  lorsque  l'on 
changera  les  moments  ^  et  $|  ;  nous  partagerons  enfin  ce  trapèze  en 
deux  triangles  1'  et  3'  ayant  pour  bases  les  longueurs  ^  et  ^^  :  tab. 

Dans  la  figure,  au-dessous  de  la  surface  de  moment,  nous  avons  con- 
struit une  première  fibre  moyenne  provisoire  avec  deux  moments  arbi- 
traires $'  et  ^^,  Lorsque  les  z'^sont  constants,  ainsi  que  nous  l'avons 
supposé  dans  le  cas  actuel,  les  côtés  du  polygone,  qui  précèdent  et  qui 

suivent  les  surfaces  %  et  ^',  se  coupent  au  -  de  la  portée;  la  construc- 

tion  du  polygone  est  en  efiîet  identique  à  celle  du  polygone  qui  fournit  le 
centre  de  gravité  de  la  surface,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  remarquer 

au  numéro  précédent,  et  le  centre  de  gravitS  d'un  triangle  est  situé  au  - 

«s 

de  la  hauteur.  Nous  pouvons  donc,  dans  ce  cas,  supposer  les  surfaces 
entières  des  deux  triangles,  appliquées  suivant  les  verticales  -  /  corres- 
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pondantes;  toutefois,  lorsque  les  z^'sont  variables,  il  est  nécessaire  de 
construire  les  deux  polygones  pointillés  dans  la  figure.  La  fibre  moyenne 
provisoire  étant  construite,  nous  déterminerons  des  deux  côtés  les  verti- 
cales qui  coupent  les  segments  $'  et  ^^  :  tab^  entre  les  deux  cAtés  qui 
précèdent  et  suivent  chacun  des  triangles.  L*une  de  ces  verticales  se 
confond,  sur  la  fig.  4,  avec  celle  du  point  B,  grâce  au  choix  particulier 
des  bases  de  réduction. 

Au-dessous  du  polygone  provisoire  de  la  fibre  moyenne,  nous  avons 
dessiné  le  polygone  définitif.  Le  premier  côté  a  la  direction  AG  de  Fen- 
castrement,  le  point  G  est  situé  sur  la  verticale  de  Tintersection  des  deux 

côtés  extrêmes  correspondant  à  la  surface  triangulaire  ^  luib;  et  cette 

i 

verticale  se  trouve  elle-même  au  -  de  la  portée  lorsque  z*  est  constant. 

Le  dernier  côté  BD  a  été  construit  de  la  même  manière,  et  le  point  D  se 
détermine  comme  le  point  G.  En  dessinant  les  deux  directions  AG  et  BD, 
il  faut  tenir  compte  de  ce  que  les  ordonnées  et  les  tangentes  des  angles 
seront  obtenues  n  fois  trop  grandes,  à  cause  de  la  distance  polaire  eai  :  n, 
il  faudra  donc  aussi  les  dessiner  à  cette  nouvelle  échelle,  et  il  devra  en 
être  de  même  pour  la  difi'érence  des  ordonnées  des  deux  points  A  et  B. 
Gela  posé,  nous  savons  que  lorsque  la  charge,  et  par  suite  la  surface  des 
moments  qui  lui  correspond,  ne  change  pas,  les  côtés  extrêmes,  qui  lui 
correspondent  dans  le  polygone  funiculaire,  interceptent  un  segment  dé- 
terminé sur  chaque  verticale;  ce  segment  lui-même  ne  change  pas, 
lorsqu'on  fait*varier  la  forme  du  polygone,  en  déplaçant  le  pôle  du  poly- 
gone des  forces  sur  une  même  verticale.  Nous  porterons  donc,  à  partir 
de  G  et  de  D,  vers  le  bas,  les  segments  s  et  s\  que  déterminent  sur  les 
verticales  de  G  et  de  D  les  côtés  extérieurs  à  la  surface  2',  et  nous  ob- 
tiendrons ainsi,  aux  extrémités  de  ces  segments,  des  points  qui  doivent 
appartenir  aux  côtés  correspondants  du  polygone  définitif;  ce  dernier 
pourra  dès  lors  être  construit,  ainsi  que  nous  Tavons  fait  dans  la  figure. 

Les  côtés  extérieurs  aux  surfaces  triangulaires  et  passant  par  G  et  D, 
déterminent  sur  les  verticales  de  $'  :  uib  et  de  ^^  :  %ab  les  moments 
définitifs  $  et  $,  :  uib.  Ges  longueurs,  portées  dans  la  surface  de  mo- 
ment sur  les  verticales  A  et  B,  déterminent  la  droite  qui  ferme  réelle- 
ment le  polygone  funiculaire,  et  par  suite  tous  les  moments  qui  sollici- 
tent la  poutre.  La  surface  définitive  des  moments  1,  2  et  3  nous  a  servi 
à  construire,  au  bas  du  dessin,  la  véritable  fibre  moyenne  de  la  poutre 
donnée. 

Dans  le  dessin  de  la  fibre  moyenne  provisoire,  la  construction  des  po- 
lygones, qui  correspondent  aux  surfaces  triangulaires,  n^avait  qu'un  seul 
but,  celui  de  déterminer  la  position  des  verticales  sur  lesquelles  il  fallait 
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porter  les  segments  s  et  mesurer  les  longueurs  $  :  uxb.  Lorsque  les  z* 
sont  variables,  on  ne  peut  point  se  passer  de  cette  construction;  mais 
lorsqu*ils  sont  constants,  les  points  G  et  D  sont  situés  au  tiers  de  la  portée, 
ainsi  que  nous  Tavons  déjà  tu;  on  peut,  de  plus,  s'arranger  par  un  choix 
convenable  des  bases,  de  manière  que  les  segments  $  :  eo^  se  mesurent 
sur  les  verticales  elles-mêmes  des  points  A  et  B.  En  effet,  si,  pour  le 
dernier  polygone  des  forces,  pour  celui  dans  lequel  les  surfaces  réduites 
ont  été  portées  sur  une  verticale,  on  prend  une  distance  polaire  égale  à 

'  /,  les  c6tés  du  polygone  funiculaire,  extérieurs  aux  triangles  et  se  cou- 

o 

pant  en  G  et  D,  devront  intercepter,  sur  les  verticales  de  A  et  de  G,  des 
segments  égaux  à  ceux  que  déterminent  les  rayons  polaires  parallèles 
sur  la  verticale  des  surfaces.  Or,  en  choisissant  pour  base  de  réduction 

1 

des  surfaces  la  longueur  -  /,  le  segment  porté,  pour  le  triangle,  sur  la  ver- 

2 

ticale  des  surfaces  sera  précisément  égal  à  $  :  sa6,  puisque  la  surface  du 

i 

triangle  est  elle-même  égale  à  -  /$  :  tab.  Donc  : 

2 

Lorsque  la  base  de  réduction  des  surfaces  est  égale  à  ^l  et  que  la  distance 

z 

polaire  qui  sert  à  construire  la  fibre  moyenne  est  -\,  les  côtés  extérieurs  aux 

o 

surfaces  triangulaires  interceptent  les  longueurs  $  :  tab  sur  les  verticales  des 

culées. 

Lorsque,  par  suite,  la  section  de  la  poutre  est  constante  et  que  Ton 
choisit  les  bases  que  nous  venons  d'indiquer,  on  n'aura  pas  à  tenir 
compte  des  moments  qui  agissent  aux  points  d'appui,  pour  la  construc- 
tion de  la  fibre  moyenne  provisoire;  on  ne  s'occupera  que  de  la  surface 
parabolique  entière  qui  correspond  à  la  poutre  non  encastrée,  elle  servira 
à  déterminer  les  segments  s  et  s\  qu'il  suffira  dès  lors  de  porter  à  partir 
de  G  et  de  D,  pour  obtenir,  en  joignant  leurs  extrémités  en  croix,  les 
moments  des  points  d'appui  sur  les  verticales  des  culées. 

Les  constructions  précédentes  s'appliquent  à  une  charge  quelconque  ; 
mais  elles  peuvent  se  simplifier  lorsque  la  charge  est  uniforme.  Dans  ce 
cas,  le  polygone  funiculaire  des  forces  est  une  parabole.  Soit  f  la  flèche 
de  cette  parabole,  trouvée  par  la  construction.  La  surface  de  moment, 

â 
autrement  dit  la  surface  parabolique,  est  alors  égale  à  -  //.  En  la  rédui- 

o 

1  4 

sant  à  la  base  -  /,  nous  obtiendrons  une  longueur  -  f  que  nous  porte- 

rons  sur  la  verticale  des  surfaces,  dans  le  polygone  des  forces  corres- 
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pondant.  Le  moment  de  cette  surface,  pris  par  rapport  au  point  A  ou 

i  14 

au  point  B,  c'est-à-dire  avec  un  bras  de  levier  -zl  esi-rl  -  -  f,  eisi  on  le 

2  2        «j 

1  14       1 

réduit  enfin  à  la  distance  polaire  -  /,  on  obtient  s  ^  •  0  /"  •  ô  ^=  ^A 

3  Zoo 

On  voit  que,  lorsque  la  surface  de  moment  se  compose  d*un  segment 
parabolique  entier,  la  fibre  moyenne  provisoire  se  réduit  aux  deux  droites 
qui  se  croisent,  et  que  nous  avons  indiquées  en  traits  de  force  sur  la 
figure;  ces  droites  interceptent  sur  les  verticales  A  et  B  des  segments 
égaux  à  2/*. 

Les  segments  qu'elles  déterminent  sur  les  verticales  C  et  D  sont  égaux 

à  -/*;  mais  on  a  rarement  besoin  de  cette  valeur,  puisque,  dans  la  pou- 

o 

tre  continue,  pour  laquelle  nous  appliquerons  ces  propriétés,  les  verti- 
cales des  points  fixes  ne  sont  que  rarement  situées  au  tiers  de  la  portée. 
Pour  exprimer  la  flèche  f  au  moyen  de  la  charge  elle-même,  on  au- 
rait, en  appelant  H  la  première  distance  polaire  pour  le  polygone  des 
charges,  et  désignant  par/>  la  charge  par  Tunité  de  longueur  : 

Multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  le  produit  des  bases 

111 

employées  dans  la  suite  s  /  •  r  /=  r  /*,  on  verra  que  le  segment  2/*,  dé- 

2       o  o 

terminé  par  les  c6tés  extrêmes  du  deuxième  polygone  funiculaire  sur  les 
verticales  A  et  B,  représente  le  moment  d'ordre  supérieur  : 

l  HP  .  2/-=  Lp,, 

Dans  la  pratique,  on  n*a  affaire,  en  général,  qu'à  des  charges  adja- 
centes ou  non-adjacentes  aux  culées,  c'est-à-dire  que  la  poutre  entière 
se  décompose  en  deux  segments  chargés  différemment.  Lors  donc  que 
la  section  est  constante  et  que  la  charge  est  uniforme,  il  est  bon  de  cal- 
culer, une  fois  pour  toutes,  ces  moments  supérieurs  par  rapport  aux 
verticales  A  et  B  pour  les  diverses  charges  possibles,  afin  de  pouvoir 
porter  directement  les  segments  que  détermineront  sur  ces  verticales  les 
c6tés  extrêmes  des  fibres  moyennes  provisoires. 

Supposons  que  la  charge  uniforme  dep^  par  mètre  courant  s'étende  à 
partir  du  point  A  sur  une  longueur  pi  {fig,  210)  et  soit  égale  à  ^pl. 

Construisons,  dans  la  figure,  avec  une  distance  polaire  quelconque,  le 
polygone  funiculaire  qui  correspond  à  cette  charge;  nous  aurons  à 
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exprimer  le  moment,  par  rapport  aux  yerticales  A  et  B,  de  la  surface  de 
moment  ainsi  obtenue,  surface  limitée  par  une  parabole  dans  retendue 
de  pi  et  par  une  tangente  à  cette  parabole,  en  dehors  de  cette  étendue. 

Pig.  SIO. 


Nous  aurons  : 

i  1 

comme  réaction  du  point  d*appui  B  :  x  P  *  P'P  =  â  P*(P  î 

2  2 

i 

comme   moment  de   la   chaîne  à  Tordonnée    p/  :    (1  —  p)l  •  -  pHp 

2 

=  ^  P'{i  -  WPp. 

1 

Si  nous  portons  maintenant  cette  valeur  -  p'(l  —  f>)Pp  à  une  échelle 

2 

quelconque,  comme  ordonnée  du  polygone  funiculaire  et  que  nous  joi- 
gnions son  extrémité  au  point  B,  la  ligne  de  jonction  sera  un  côté  du 
polygone  funiculaire  et  touchera  la  parabole  au  point  K  {fig.  210). 
Cette  droite  détermine  sur  la  verticale  A  le  segment 

AA=^p«./V>- 

La  flèche  de  la  parabole,  égale  à  la  moitié  du  segment  que  la  verticale 

1  1 

-  pi  intercepte  entre  la  corde  AK  et  la  tangente  A'K,  sera  égale  à  ^  p*  •  Pp. 

On  en  déduit  : 

2        1  1 

la  surface  du  segment  parabolique  F,  =  -  p/  •  -  p*Pp  =  t^  P*  •  /*p  ; 

i 

la  surface  du  triangle  F,,  F,  =  -r  p\i  —  p)  •  /•/>; 

4 
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im 


Taire  de  la  surface  de  moment  entière,  F  =  —  p*(3  —  2p)  •  Pp. 

Les  moments  de  ces  surfaces  par  rapport  à  la  verticale  A  sont  : 

1  i 

pour  le  segment  parabolique,  M'.  =  -  p/  •  F^  = — p*  •  /*/>  ; 

2  24 

i  1 

pour  la  surface  triangulaire,  M".  =  5  (1  +  P)/F,  =  —  p*{l  —  p*) .  /*;>. 

V  12 

Le  moment  total,  par  rapport  à  la  verticale  A,  est  : 


et  le  moment  total,  par  rapport  à  la  verticale  B  : 


M,  =  /F-M.  =  ^p«(2-p)«./V. 


Pour  p  =  1 ,  M,  et  M^  deviennent  égaux  à  —  /*p>  comme  cela  devait 

être. 

On  voit  que  les  côtés  extrêmes  d'un  polygone,  donnant  la  fibre  moyenne 
pour  une  charge  partielle  sur  une  longueur  p/,  déterminent  sur  la  verti- 
cale de  la  culée  adjacente  à  la  charge,  et  sur  celle  non-adjacente  des 
segments  égaux,  le  premier  à  p*(2 — p')  fois,  le  deuxième  à  p*(2 — p)"  fois 

la  longueur  2f=^pPy  qui  représente  le  segment  correspondant  à  une 

24 

charge  entière. 
Gomme  on  fait  un  grand  usage  des  coeflScients  P"(2  —  p*)  et  P"(2  —  P)", 

nous  les  avons  calculés  pour  les  valeurs  p  =  —  et  réunis  dans  le  tableau 
suivant  : 


TABLEAU  DONNANT  LBS  RAPPORTS  DES  SEGMENTS,  QUE  DÉTERMINENT  SUR  LES  VERTICALES  DBS 
POINTS  D* APPUIS  LES  CÔTÉS  EXTRÊMES  DES  POLYGONES  FUNICULAIRES,  CORRESPONDANT  A  DBS 
CHARGES  p/  ADJACENTES  OU  NON  ADJACENTES  A  CES  VERTICALES. 


P 

AMACBirr, 

NON  ADJACENT. 

P 

ÂDJACBIIT. 

NON  ADJACBMT. 

P«(2-P»). 

P«(2-P)«. 

P«(2-p«). 

P«(2-p)«. 

0,1 

0,0199 

0,0361 

0,6 

0,5904 

0,7056 

0,2 

0,0784 

0,1296 

0,7 

0,7399 

0,8281 

0,3 

0,1719 

0,2601 

0,8 

0,8704 

0,9216 

0,4 

0,2944 

0,4096 

0,9 

0,9639 

0,9801 

0.5 

0,4375 

0,5625 

i 

1,0000 

1,0000 
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Lorsqu'on  a  dessiné,  par  exemple,  dans  Tépure  d'une  poutre  ou  d'une 
construction  à  treillis,  les  paraboles  du  poids  propre  et  de  la  charge  to- 
tale, si  Ton  a  à  construire  les  côtés  extrêmes  du  polygone  de  la  fibre 
moyenne  pour  les  diverses  charges,  on  procédera  de  la  manière  suivante  : 
on  choisira  arbitrairement  le  premier  côté  A'B'  (PI.  XVII J,  puis  on  por- 
tera des  longueurs  A'A'"  =  B'B'"  et  A'A"  =  B'B^  égales  à  deux  fois  les  flè- 
ches de  la  parabole  du  poids  total  et  de  celle  du  poids  propre.  On  parta- 
gera ensuite  la  différence  A''A*'  =  B"B*'  des  segments,  c'est-à-dire  les 
segments  qui  correspondent  à  la  charge  accidentelle,  dans  les  rapports 
indiqués  par  le  tableau  précédent,  et  on  obtiendra  ainsi  les  côtés  extrêmes, 
qui  correspondent  aux  diverses  charges  adjacentes  et  non-adjacentes. 
.  Nous  avons  indiqué  (PI.  XVII^)  les  côtés  du  polygone,  qui  correspon- 
dent à  une  charge  adjacente  et  à  une  charge  non-adjacente  aux  deux 
culées,  et  s'étendant  jusqu'aux  0,3  de  la  portée:  nous  avons  donc  porté 
des  deux  côtés,  à  partir  de  A"  et  de  B",  des  segments  égaux  à  0,1719  et 
0,2601  de  A^A"*  ou  de  B"B*  et  nous  avons  joint  leurs  extrémités.  On  ne 
risquera  pas  de  confondre  les  charges  adjacentes  avec  les  charges  non- 
adjacentes,  si  Ton  se  rappelle  que  les  côtés  du  polygone  coupent  le  plus 
petit  segment  sur  la  verticale  adjacente  à  la  charge.  Nous  avons  indiqué 
par  un  trait  un  peu  plus  fort  l'endroit  où  le  segment  se  mesure.  Gomme 
les  côtés  du  polygone  coupent  les  mêmes  segments 

(0,2601  —  0,1719)A''A'"  =  (0,2601  —  0,171 9)B'^'^ 

sur  les  verticales  des  points  d'appuis,  pour  deux  parties  égales  et  égale- 
ment chargées  des  deux  côtés  de  la  poutre,  les  deux  côtés  ainsi  con- 
struits devront  être  parallèles,  et,  de  plus,  situés  à  égale  distance  de 
part  et  d'autre  du  point  où  les  côtés  extrêmes  A'B',  A"B"  et  A*B*'  se 
coupent. 

Il  résulte  de  la  nature  du  problème,  puisqu'une  charge  adjacente  sur 
p  et  une  charge  non-adjacente  sur  la  longueur  1  —  p  se  complètent  pour 
former  une  charge  totale,  et  aussi  des  formules,  puisque 

p«(2-p«)-t-(l-p)«(l-t.p)«  =  l, 

que  des  charges  complémentaires  1  —  p,  déterminent  sur  les  verticales 
des  culées  les  mêmes  segments  que  les  charges  p,  et  l'on  voit  que  les 
côtés  qui  correspondent  à  des  charges  complémentaires  doivent  se  cou- 
per au  milieu  de  la  portée.  En  général,  les  longueurs  A' A*'  et  B'^B*  sont 
partagées  par  les  segments  en  quatre  séries  symétriques. 

Nous  Tenons  de  voir  comment  on  peut  trouver  par  le  dessin  les  valeurs  des  mo- 
ments des  surfaces  par  rapport  aux  points  d^appuis;  si  Ton  voulait  calculer  ces  va- 
leurs, il  faudrait  intégrer  la  dernière  des  trois  équations  données  n?  142  (p.  556). 
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Noos  détermiaerons  d^ahord  la  flexion  «  k  produite  par  une  charge  unique  AP. 
On  a,  d'après  le  n»  86  (p.  317> : 

sp^  =x(l  -  p)/AP;      ^4J^  =  (/-ar)p/AP. 

La  flexion  sera  donc  : 

—  gifc  =  £  y^xdx  =  a  —  P)  ^AP  \^dx  4-  p/AP  \     (/  -  a:)a:da?=  i  (1  -  p«)p/»AP. 

En  remplaçant  dans  cette  équation  AP  par  lpd%  comme  précédemment,  et  inté- 
grant il  viendra,  pour  une  charge  ac|jacente  : 

-  g*  =  i  /V  \J(p  -  p»)rfp  =  ^  (2  -  P*)P*^P 
et  pour  une  charge  non-a^acente  : 

-  g*  =  ^  /V  Ç^ip  -  p»)rfp  =  ^  (1  -  PO'/^P. 

La  première  de  ces  deux  équations  est  identique  à  celle  que  nous  avons  trouvée 
précédemment,  et  la  seconde  le  devient,  comme  cela  doit  être,  lorsqu*on  y  remplace 
p  par  (1  -  p). 

Pour  simplifier  les  constructions,  nous  avons,  dans  ce  qui  précède, 
remplacé  simplement  les  bases  et  les  distances  polaires  eô6,  e,  s*^  ou  ^, 

h,  cF  par  H,  ^  /,  -  /.  Si  Ton  avait  à  calculer  les  déformations  en  grandeur 

réelle  ou  à  les  comparer  à  celles  que  donnent,  par  exemple,  les  dernières 
formules  que  nous  avons  établies,  il  faudrait  diviser  e3=taéc2"'=eP A* 

par -H/'  afin  d'obtenir  Téchelle  à  laquelle  elles  ont  été  réduites.  Les 
6 

libres  moyennes  dessinées  PI.  XVII  ont  toutes  leurs  ordonnées  n  fois  trop 

grandes,  avec 

6£3       6(ea/>)    cz'"      eeP    A* 


n  .= 


H/*  H         /*  H        /«• 


Tous  les  angles  que  foraient  les  côtés  des  poly]gones  funiculaires,  ou 
les  rayons  des  polygones  des  forces,  sont  n  fois  trop  grands,  ainsi  que  les 
segments  qu'ils  déterminent  sur  des  verticales.  Ce  rapport  n  est  le 
même  que  celui  dont  nous  avons  déjà  parlé  au  n'  134  (p.  525). 
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A. — Sur  le, procédé  Brugkner,  pour  déterminer  l'emploi 

DES  DÉBLAIS  EN   REMBLAIS. 

Ce  procédé,  qui  fait  l'objet  du  n*  33  (p.  133),  ne  tardera  pas,  nous 
l'espérons,  à  être  connu  et  apprécié  en  France  comme  il  mérite  de 
l'être.  Il  a  été  recommandé  par  M.  de  Freycinet,  ministre  des  tra- 
vaux publics,  dans  le  : 

•  Recueil  de  types  (plans,  profils,  ouvrages  d'art)  et  de  Tableaux  et 
procédés  graphiques  pour  l'étude  et  la  construction  des  chemins  de 
fer,  annexé  à  la  circulaire  ministérielle  du  30  juillet  1879. 

Ce  recueil  contient  une  note  de  M.  L.  Lalanne,  inspecteur  général 
des  ponts  et  chaussées,  sur  l'application  du  procédé  Bruckner  : 

«  La  Statique  graphique,  déjà  citée ^  du  célèbre  professeur  de  Zu- 
rich,  a  consacré  un  chapitre  spécial  au  procédé  employé^  rfe^  1844, 
datis  la  construction  du  plan  incliné  de  Culmbach  (Franconie  bava- 
roisé),  par  M.  Bruckner ^  pour  r opération  qu  il  appelle  le  nivellement 
des  masses  de  terrassements.  Ce  procédé  avait  déjà  été  décrit^  sous 
une  forme  un  peu  différente,  dans  les  Annales  des  ponts  et  chaussées 
de  1840,  comme  une  des  applications  du  planimètre  dOppikofer  et 
dErnst^  muni  d  organes  nouveaux  qui  en  font  une  véritable  machine 
à  calculer.  Mais  il  est^  en  lui-même^  indépendant  des  moyens  qu'on 
emploie  pour  mesurer  les  aires  planes  dont  on  peut  tracer  très  facile^ 
ment  tes  contours  sans  avoir  recours  à  /'aritbmoplanimètre. 

Lusage  qiCon  en  a  fait  et  qxion  en  fait  encore  journellement  en 


596  NOTES  DES  TRADUCTEURS. 

Allemagne  et  en  Russie^  les  éloges  quy  donne  téminent  professetir  de 
Zurich  j  et  plus  encore  t  utilité  qiiy  ont  reconnue  les  ingénieurs  du  ser^ 
vice  central  des  chemins  de  fer  de  F  État  ^  contribueront  peut  être  à 
décider  les  ingénieurs  à  en  faire  au  moins  Fessai.  » 

M.  L.  Lalanne  ajoute,  à  la  fin  de  la  note  qu'il  consacre,  dans  le 
même  recueil,  au  procédé  Bruckner  : 

«  Les  considérations  géométriques  sur  lesquelles  est  fondé  remploi 
du  procédé  graphique  j  dont  on  devait  se  borner  ici  à  donner  les  règles 
pratiques^  sont  développées  dans  un  article  des  Annales  des  ponts  et 
chaussées,  Mémoires  et  documents,  cahier  d'août  1879,  article  qui 
paraît  séparément  soûs  le  titre  :  Exposé  de  deux  méthodes  pour  abré- 
ger les  calculs  des  terrassements  et  des  mouvements  de  terre,  etc., 
Du7iody  éditeur.  L'origine  même  s^en  trouve  dans  un  mémoire  inti- 
tulé: Sur  Tarithmoplanimètre,  machine  arithmétique  et  géométri- 
que, etc.,  publié  aux  knndiles  (2*  semestre^  1840),  comme  on  Fa  déjà 
dit.  Enfin ^  c'est  aux  pages  142  et  suivantes  du  beau  livre  de  M.  Cul- 
mann  (Die  graphische  statik,  Zurich^  1875),  que  Fon  trouvera  les 
détails  du  procéaé  Bruckner,  » 

Enfin,  nous  croyons  utile  de  citer  le  passage  de  la  circulaire  mi- 
nistérielle du  30  juillet  1879,  relatif  aux  tableaux  graphiques  joints 
au  recueil  et  dressés  d'après  la  méthode  si  ingénieuse  de  M.  L.  La- 
lanne  : 

«  Les  huit  nouveaux  tableaux  graphiques  contenus  dans  le  dessin 
«  dont  il  est  ici  question  serviront  pour  quatre  gabarits  différents, 
«  soit  à  une,  soit  à  deux  voies,  gabarits  conformes  à  ceux  qu'indi- 
«  quent  les  deux  pièces  intitulées  :  Profils  en  travers  types.  J'ai 
«  d'autant  moins  hésité  à  en  ordonner  l'exécution  que  l'emploi  des 
«  procédés  graphiques  comme  moyens  de  calcul  se  répand  chaque 
«(  jour  davantage,  en  France  ainsi  qu'à  l'étranger,  et  que  l'avis  du 
«  Conseil  général  des  ponts  et  chaussées  est  venu  confirmer  le  ver- 
«  dict  du  jury  de  l'Exposition  universelle,  pour  la  classe  66,  verdict 
«  en  vertu  duquel  la  plus  haute  des  récompenses,  le  diplôme  d'hon- 
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«  neur,  a  été  décerné,  dans  Texposition  spéciale  du  ministère  des 
«  travaux  publics,  à  Fensemble  des  procédés  graphiques  dont  les 
a  nouveaux  tableaux  sont  une  application.  » 

Ceux  de  nos  lecteurs  qui  se  reporteront  à  l'article  publié  par 
M.  Lalanne  dans  les  Annales  de  1840,  constateront  en  effet  que  si 
le  procédé  dont  il  est  l'inventeur  diffère  par  quelques  points  de  la 
méthode  Bruckner,  notamment  en  ce  qu'il  n'est  pas  fait  usage  du 
profil  en  long  pour  déterminer  les  positions  que  doivent  occuper  les 
diverses  longueurs,  en  ce  que  toutes  les  masses  n'ont  pas  une  ori- 
gine commune,  etc.,  l'esprit  de  la  méthode  suivie  par  M.  Lalanne 
est  le  même  que  celui  de  l'ingénieur  allemand. 


!.  —  Sur  les  systèmes  de  coordonnées. 


Gomme  les  traités  élémentaires  de  géométrie  analytique  donnent 
peu  de  détails  sur  les  systèmes  de  coordonnées  dont  il  est  fait  usage 
dans  différentes  parties  de  l'ouvrage  de  M.  Gulmann,  nous  croyons 
utile  de  donner  quelques  indications  sur  ces  systèmes. 

Dans  les  coordonnées  cartésiennes,  on  considère  les  formes  géo- 
métriques comme  composées  de  points,  et  on  détermine  la  position 
des  points  au  moyen  de  leurs  distances  à  deux  axes  fixes  dans  la 
géométrie  plane  et  à  trois  plans  fixes,  dans  la  géométrie  de  l'espace. 

Dans  les  coordonnées  pluckériennes,  les  éléments  que  l'on  consi- 
dère sont  la  droite  dans  le  plan  et  le  plan  dans  l'espace. 

Bornons-nous,  pour  le  moment,  à  la  géométrie  du  plan.  Soit 

Aa:H-ByH-C  =  0 

l'équation  d'une  droite  en  coordonnées  ordinaires.  Si  l'on  donnait 

A      B 
les  rapports  ^7  et  t^  ,  la  droite  serait  complètement  déterminée  ;  on 

peut,  par  suite,  considérer  ces  rapports  comme  les  coordonnées  de 
la  droite.  Ce  sont  les  coordonnées  pluckériennes  ;  ces  coordonnées 
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sont,  comme  il  est  facile  de  le  reconnaître,  les  inverses,  changés 
de  signe,  des  segments  interceptés  par  la  droite  sur  les  axes  coor- 
donnés. En  les  appelant  Ç  et?!,  l'équation  ci-dessus  peut  s'écrire 

Ç^  +  i^y  +  l=0. 

Elle  est  susceptible  d'une  double  interprétation,  dans  laquelle  on 
retrouve  le  principe  de  dualité  qui  joue  un  rôle  si  important  dans  la 
géométrie  de  position.  Si,  en  effet,  on  considère  «  et  y  comme  les 
variables,  l'équation  représente  en  coordonnées  cartésiennes  la 
droite  dont  les  coordonnées  pluckériennes  sont  i  et  t|  ;  si  l'on  consi- 
dère Ç  et  7)  comme  les  variables,  l'équation  représente,  en  coordon- 
nées pluckériennes,  le  point  dont  les  coordonnées  cartésiennes  sont 
X  et  y.  En  général,  toute  équation  en  Ç  et  tj  représente  un  lieu- géo- 
métrique, auquel  sont  tangentes  toutes  les  droites  dont  les  coordon- 
nées pluckériennes  satisfont  à  cette  équation.  C'est  pour  ce  motif 
que  ces  coordonnées  sont  aussi  appelées  tangentielles. 

Il  semble,  au  premier  abord,  que  le  principe  de  dualité  n'est  pas 
complètement  3atisfait,  car  les  coordonnées  pluckériennes  sont  rap- 
portées à  des  axes,  comme  les  coordonnées  cartésiennes,  mais  ce 
n'est  là  qu'une  lacune  apparente.  Nous  verrons,  en  effet,  plus  loin, 
que  les  coordonnées  pluckériennes  ne  sont  qu'un  cas  particulier 
d'un  système  plus  général,  dans  lequel  les  éléments  auxquels  on  se 
réfère  sont  les  points,  l'élément  générateur  des  formes  géométri- 
ques étant  d'ailleurs  la  droite  ou  le  plan,  comme  dans  les  coordon- 
nées pluckériennes. 

Extension  des  coordonnées  cartésiennes;  coordonnées  trilinéaires. — 
Soient  trois  droites  données  par  leurs  équations  en  coordonnées 
ordinaires 

Une  droite  quelconque  du  plan  pourra  être  représentée  par  une 
équation  de  la  forme 

/a  +  mp  +  nY  =  0. 
Or,  si  on  substitue,  dans  les  expressions  a,  p,  y,  les  coordonnées 


r 
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d'un  point  quelconque  du  plan,  les  résultats  sont  proportionnels 
aux  distances  respectives  de  ce  point  aux  trois  droites  a,  p,  y.  On 
peut,  dès  lors,  considérer  a,  p,  y,  comme  les  coordonnées  d'un  point 
par  rapport  à  trois  axes.  Ces  coordonnées  s'appellent  trilinéaires ; 
dans  ce  système,  les  lieux  géométriques  sont  représentés  par  des 
équations  homogènes.  Ainsi,  l'équation  générale  de  la  ligne  droite 
est 

te  +  ^y  +  W2  =  0. 

Si  l'une  des  trois  droites  de  référence,  y  par  exemple,  s'éloigne  à 
l'infini,  l'expression  y  se  réduira  à  une  constante,  et  l'écjuation  gé- 
nérale de  la  ligne  droite  deviendra 

&  +  my  +  n  =  0. 

C'est-à-dire  que  nous  retombons  sur  le  système  des  coordonnées 
cartésiennes  ordinaires,  qui  ne  sont  ainsi  qu'un  cas  particulier  des 
coordonnées  trilinéaires. 

Extension  des  coordonnées  pluckériennes  ;  coordonnées  triponc- 
tuelles.  —  Soient  or,  y,  z  les  coordonnées  trilinéaires  d'un  point,  et 
Ç,  71,  Ç  les  distances  des  sommets  du  triangle  de  référence  ou  triangle 
fondamental  à  une  ligne  droite.  Ces  distances  Ç,  y;,  Ç  définissent  la 
position  de  la  droite  et  peuvent  par  suite  être  regardées  comme  les 
coordonnées  de  cette  droite;  on  les  appelle  coordonnées  triponc- 
fuelles.  Cherchons  quelle  relation  doit  exister  entre  a?,  y,  z  et  Ç,  vj,  ^ 
pour  que  le  point  soit  situé  sur  la  droite.  L'équation  de  la  droite  en 
coordonnées  trilinéaires  sera  de  la  forme 

&  +  my  +  WJ5  =  0. 

Soient  Pxy  Py,  p%  les  distances  des  sommets  du  triangle  fonda- 
mental aux  côtés  opposés,  c'est-à-dire  aux  axes.  La  distance  d'un 
point  quelconque  x,  y,  z  à  la  droite  étant  proportionnelle  à 
&+  my  +  nz,  il  est  clair  que  les  distances  des  sommets  du  triangle 
fondamental  à  la  droite  seront  respectivement  proportionnelles  à 
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ip^ ,  mpy ,  np, .  On  aura  par  suite 

et  l'équation  de  la  droite  pourra  être  mise  sous  la  forme 

lî:  +  M  +  ^_0. 

Px        Py         P* 

C'est  la  relation  cherchée.  Sous  cette  forme,  le  principe  de  dualité 
apparaît  d'une  manière  très  nette.  Si  on  considère  x^  y,  z  comme 
les  variables,  l'équation  représente,  en  coordonnées  trilinéaires, 
une  droite  dont  les  coordonnées  triponctuelles  sont  5,  t^)  ^-  Si  l'on 
considère  5,  ^a?  ^  comme  les  variables,  l'équation  représente,  en 
coordonnées  triponctuelles,  un  point  dont  les  coordonnées  trili- 
néaires  sont  a:,  y,  :;. 

Si  l'un  des  côtés  du  triangle  fondamental,  y  par  exemple,  s'éloi- 
gne à  l'inflni,  on  reconnaît  facilement  que  l'équation  ci-dessus 
prend  la  forme 

Ç'^'  +  Vy'  +1  =  0, 

oi  et  y'  étant  les  coordonnées  cartésiennes  par  rapport  aux  deux 
autres  côtés  du  triangle  fondamental,  f  et  V  les  inverses,  changés 
de  signes  des  segments  interceptes  par  la  droite  sur  les  axes,  c'est- 
à-dire  les  coordonnées  pluckériennes. 

Donc  :  les  coordonnées  cartésiennes  et  les  coordonnées  pluckériennes 
ne  sont  qtiun  cas  particulier  des  coordonnées  Irilinéaires  et  des  coor^ 
données  triponctuelles,  dans  lequel  F  un  des  côtés  et  par  suite  deux 
sommets  du  triangle  foiidamental  s* éloignent  à  rinfini. 

Les  coordonnées  trilinéaires  et  les  coordonnées  triponctuelles, 
considérées  ensemble,  s'appellent  coordonrJes  trimétriques ,  11  est  à 
peine  nécessaire  de  faire  remarquer  que  les  coordonnées  triponc- 
tuelles sont  des  coordonnées  tangentielles. 

Il  est  facile  d'étendre  à  l'espace  ce  que  nous  venons  de  dire  du 
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plan;  les  coordonnées  téiramétriques  sont  rapportées  aux  quatre 
faces  et  aux  quatre  sommets  d'un  tétraèdre. 

Coordonnées  trimétriques  projectives.  —  Les  coordonnées  triméf 
triques,  telles  que  nous  les  avons  indiquées,  ne  sont  pas  projec- 
tivesj  c'est-à-dire  que  les  propriétés  qui  en  résultent  ne  sont  pas 
toutes  conservées  par  la  projection.  On  peut  rendre  ces  coordonnées 
project'ves  de  la  manière  suivante  :  au  lieu  de  prendre,  pour  les 
coordonnées  d'un  point,  les  distances  de  ce  point  à  trois  droites,  et, 
pour  les  coordonnées  d'une  droite,  les  distances  de  cette  droite  à 
trois  points,  on  prend  comme  coordonnées  les  rapports  de  ces  dis- 
tances aux  distances  d'un  point  fixe  et  d'une  droite  fixe,  que  l'on 
appelle  point-unité  et  droite-unité  parce  que  les  coordonnées  de  ce 
point  et  de  cette  droite  sont  l'unité.  Il  est  clair  que  ces  rapports  ne 
sont  pas  modifiés  par  des  projections.  Le  point-unité  et  la  droite- 
unité  forment  le  lien  entre  la  géométrie  analytique  et  la  géométrie 
de  position.  Ainsi,  pour  établir  les  relations  projectives  de  deux 
systèmes  plans,  on  peut  choisir  à  volonté  quatre  points  correspon- 
dants ABGD  de  chaque  système.  Les  positions  des  cinquièmes 
points  6,  se  correspondant  dans  chaque  système,  sont  déterminées 
par  l'égalité  des  anharmoniques  A)BGDe,  B)GADe,  CjBADe.  Deux 
d'entre  elles  déterminent  la  troisième. 

Les  points  ABC  forment  le  triangle  fondamental.  D  estle/?om/- 
unité^  et  les  proportions  anharmoniques  (Staudt  les  désigne  sous  le 
nom  de  Wurf )  sont  les  coordonnées  projectives. 

Si  on  choisit  la  position  du  point-unité  D  et  de  la  droite-unité  e 
de  telle  manière  qu'en  prolongeant  l'un  quelconque  des  trois  côtés 
du  triangle  de  référence,  z  par  exemple,  jusqu'à  la  droite  e,  le 
faisceau  formé  par  les  quatre  droites  ^,  y,  [3cy)[ez)y  et  (^y)D  soit 
un  faisceau  harmonique,  on  trouve  que  la  condition  pour  qu'un 
point  [xyz]  soit  situé  sur  une  droite  (StiQ  se  réduit  à 

l^'  4  viy  +  Çz  =  0. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ces  explications,  et  nous 
renverrons  le  lecteur,  pour  plus  de  détails,  au  traité  de  Géométrie 


^0%  NOTER  DRH  TRADO<:TICirM. 

descriptive  de  Fiedier  (*).  Nous  ajouterons  seulement  quelques  mots 
au  sujet  de  l'équation,  en  coordonnées  pluckériennes,  du  point  à 
riofini  sur  une  direction  déterminée. 

Soit,  dans  Tespace,  un  point  M  dont  les  coordonnées  carté- 
siennes sont  or,  y,  s.  L'équation  de  œ  point  en  coordonnées  pluc- 
kériennes sera  : 

Soit  un  second  point  A,  (oAc),  situé  sur  la  droite  OM  joignant 
Torigine  au  point  M;  appelons  e  la  distance  de  l'origine  à  ce  point 
et  r  la  distance  OM.  On  aura  : 


e        a       0       c* 


et,  par  suite,  l'équation  du  point  M  pourra  se  mettre  sous  la  forme 


r(Ça  +  7i6  +  î:c)  +  l  =  0. 
Si  le  point  M  s'éloigne  à  l'infini,  on  devra  avoir  : 

C'est  l'équation  du  point  à  l'infini  de  la  droite  OA.  On  peut  natu- 

rellement  remplacer  le  facteur  -  par  ua  facteur  quelconque.  Nous 

i 

appellerons  l'équation  -  (aÇ  +  Atj  +  c^)  =  0  la  forme  normale  de 

c 

l'équation  du  point  à  l'infini  sur  la  direction  0(abc).  On  voit  facile- 
ment qu'en  ajoutant  1  à  cette  équation  on  obtient  l'équation  du 
point  situé  sur  la  droite  OA,  à  l'unité  de  distance  de  l'origine. 


(*)  Die  Dnrslêllmde  Geometrtê,  ein  GrundrUs  fur  Vorieswigen  an  iechnischen  Ho- 
chtchulen  und  zum  Seif^ststudium,  von  Vr  Wilhelm  Fiedier^  Leipzig. 
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C  —  Sur  le  signe  de  e^. 


La  quantité  et  étant  une  racine  carrée  est  affectée  d'un  double 
signe,  et  l'on  peut  être  embarrassé  pour  déterminer  le  signe  qu'il 
convient  d'adopter.  On  y  parvient  par  les  considérations  suivantes. 

On  a,  en  supprimant  les  indices  : 

et 

a'  =  Aa=:^(aÇ  +  AYi  +  cg, 

a,  6,  c  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  pris  sur  la 
direction  de  la  force  A.  L'intensité  A  de  la  force  est  une  quantité 

toujours  positive.  Il  faudra  par  suite  que  les  signes  de  -,  -,  -  soient 

respectivement  les  mêmes  que  ceux  de  X,  Y,  Z,  ou  bien  que  ceux 
des  coordonnées  de  l'extrémité  du  rayon  1,  porté  à  partir  de  l'ori- 
gine sur  la  direction  et  dans  le  sens  de  la  force. 

Il  est  clair  qu'il  suffit  qu'une  de  ces  conditions  soit  satisfaite  pour 
que  les  deux  autres  le  soient  aussi,  parce  que  abc  ont  tous  respec- 
tivement les  mêmes  signes  que  XYZ  ou  des  signes  contraires. 


>.  —  Sur  la  construction  d'une  surface  réglée  contenant 
une  courbe  donnee  du  troisième  degré. 


Une  surface  de  degré  m  coupe  une  courbe  de  degré  p  en  mp 
points  réels  ou  imaginaires.  Par  suite,  si  la  courbe  a  plus  de  mp 
points  communs  avec  la  surface,  elle  est  située  tout  entière  sur 
cette  surface.  Ainsi,  une  droite  qui  a  trois  points  communs  avec 
une  surface  du  second  degré  est  située  en  entier  sur  la  surface;  de 
même  une  courbe  du  troisième  degré  qui  a  sept  points  communs 
avec  la  surface. 
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Le  problème  consistant  à  faire  passer  une  surface  réglée  du 
second  degré  par  une  courbe  du  troisième  degré  est  donc  double- 
ment indéterminé,  et  Ton  peut  se  donner  arbitrairement  deux 
points  en  dehors  de  la  courbe.  Il  en  résulte  que  le  problème  sera 
déterminé  si  on  se  donne,  outre  la  courbe  du  troisième  degré,  une 
droite  passant  par  un  point  de  la  courbe,  mais  par  un  seul  point. 
Si  la  droite  passait  par  deux  points  de  la  courbe,  c'est-à-dire  était 
une  sécante,  le  problème  serait  encore  indéterminé,  et  Ton  pourrait 
prendre  arbitrairement  un  point  qui  ne  serait  situé  ni  sur  la  courbe, 
ni  sur  la  sécante,  ou  bien  une  deuxième  sécante. 


FIN  DU  TOME   PREMIER. 
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